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Yorrede.

Die ,Philosophie der Arithmetik“, die ich hiemit der
Oeffentlichkeit iibergebe, beansprucht nicht ein regelrechtes
System dieser fiir den Mathematiker und Philosophen gleich
wichtigen Grenzdisciplin aufzubauen, wol aber in einer Reihe
»psychologischer und logischer Untersuchungen die wissen-
schaftlichen Fundamente fiir einen kiinftigen Aufbau der-
selben vorzubereiten. Mehr als solche Vorbereitung konnte
bei dem jetzigen Stande der Wissenschaft nicht angestrebt
werden. Nicht eine Frage von Bedeutung wiisste ich zu
nennen, in deren Beantwortung unter den betheiligten For-
schern auch nur ertrigliche Harmonie bestinde; Beweis genug,
dass in unserem Gebiete von einer bloss architectonischen
Gliederung bereits gesicherter Erkenntnisse noch keine Rede
sein kann. Die gegebene Aufgabe ist hier vielmehr die: in
geduldiger Einzelforschung nach den haltbaren Fundamenten
zu suchen, in sorgfiltiger Kritik die beachtenswerten Theorien
zu priifen, Richtiges und Verfehltes zu sondern, um, so be-
lehrt, Neues und wenn mdglich besser Gesichertes an deren
Stelle zu ‘setzen. Damit ist die Tendenz dieses Werkes ge-
kennzeichnet.

Kritische Vollstindigkeit habe ich nicht angestrebt. Ich
hielt es im Interesse der Sache nicht fiir geboten, die zahl-
losen Versuche, welche die Grundfragen des behandelten
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Gebietes angehen und mir bekannt worden sind, in Betracht
zu ziehen; es geniigte die Auswahl solcher, die, sei es durch
ihren besonderen Charakter, sei es durch ihre weitreichende
Verbreitung, sei es durch ihre innere Bedeutung einen Vorzug
zu verdienen schienen.

Ich hoffe, dass eine kritische Methode, die ich &fter be-
folgte, mir nicht zum Tadel gereichen werde. Wo es irgend
angieng, bemiihte ich mich leitende Gedanken, die ich bei
verschiedenen Autoren immer wiederkehren sah und die, nicht
immer klar und consequent verfolgt, deren theoretische Ueber-
zeugungen bestimmten, auszuldsen, begrifflich scharf zu fixiren
und auf Grund derselben eine moglichst consequente Theorie
aufzubauen. Die nachfolgende Kritik konnte dann zeigen,
wie weit derartige, zunicbst plausibel erscheinende Motive
iiberhaupt zu reichen vermdchten.

In den positiven Entwicklungen liess ich mich nicht aus-
schliesslich vom Interesse einer erkenntnisstheoretischen Er-
forschung der Arithmetik leiten. Wo die Analyse einer-
seits der arithmetischen KElementarbegriffe, andererseits
der die Arithmetik auszeichnenden symbolischen Methoden
fir die Psychologie oder Logik einigen Ertrag versprach,
habe ich mich auf detaillirtere Untersuchungen eingelassen,
als es eine ,Metaphysik des Calculs® gerade erfordert hitte.
Dies gilt z. B. von den Partien dieses Bandes, in welchen
die Psychologie der Begriffe Vielheit, Einheit und Amnzahl
eine moglichst sorgsame und hoffentlich nicht ganz fruchtlose
Bearbeitung erfihrt. Ganz aus den Rahmen einer Philosophie
der Arithmetik treten aber nur die im Anhange des 1I. Bandes
mitzutheilenden Untersuchungen zur allgemeinen Logik der
symbolischen Methoden (zur ,Semiotik®), in welchen ich den
Versuch wagen will, eine wesentliche Liicke der bisherigen
Liogik auszufiillen.
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Dem philosophischen Leser werden, wie ich hoffe, der-
artige Specialuntersuchungen gerade in dem Zusammenhange,
in dem sie, wie entstanden so auch dargelegt sind, nicht un-
willkommen sein; der mathematische Leser hingegen wird,
was ihn weniger interessirt, leicht iiberschlagen kénnen. Im
Uebrigen bemerke ich mit Riicksicht auf letzteren, dass
philosophische Fachkenntnisse zum Verstindniss dieses Werkes
nicht erfordert sind. Von der ohnehin ziemlich vagen philo-
sophischen Terminologie habe ich sparsamen Gebrauch ge-
macht, zumal keinen Terminus verwendet, der nicht durch
Definition oder durch Beispiel hinreichend verdeutlicht wére.
Auf der andern Seite verlangt das Verstindniss, wenn nicht
dieses, so des nachfolgenden Bandes, einige mathematische
Vorkenntnisse, so viel etwa ein erster Cursus der Algebra
und Analysis zu bringen pflegt. Dergleichen war naturgemiss
nicht zu vermeiden; wer nicht einige mathematische Studien
betrieben hat, wird wol auch nicht ernstlich daran gehen
konnen, sich iiber die Philosophie dieser Disciplin zu orientiren.

Der hier vorliegende I. Band behandelt in dem ersten
seiner beiden Theile die der Hauptsache nach psychologischen
Fragen, welche mit der Analyse der Begriffe von Vielheit,
Einheit und Anzahl, soweit sie uns eigentlich und nicht durch
indirecte Symbolisirung gegeben sind, zusammenhéngen. Der
zweite Theil betrachtet dann die symbolischen Vorstellungen
von Vielheit und Anzahl und versucht zu zeigen, wie die
Thatsache, dass wir fast durchgehends auf symbolische Zahl-
begriffe eingeschrinkt sind, den Sinn und Zweck der An-
zahlenarithmetik bestimmt.

Die logische Untersuchung des arithmetischen Algorith-
mus — immer noch in seiner Auffassung als Arithmetik der
Anzahl — und die Rechtfertigung der rechnerischen Ver-
wertung der aus den inversen Operationen entstehenden
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Quasizahlen, der negativen, imagindren, der gebrochenen und
irrationalen Zahlen soll der erste Theil des II. Bandes ent-
halten. Die kritischen Betrachtungen desselben geben mehr-
fachen Anlass der Frage niher zu treten, ob es das Anzahlen-
gebiet oder welches Begriffsgebiet es sonst sei, das die allge-
meine Arithmetik im ersten und urspriinglichen Sinne beherrscht.
Dieser Fundamentalfrage soll dann der zweite Theil des II. Ban-
des gewidmet sein. Es ergiebt sich das Resultat, dass identisch
derselbe Algorithmus, dieselbe arithmetica universalis eine
Reihe wol zu sondernder Begriffsgebiete beherrscht, und dass
keineswegs eine einzige Begriffsart, sei es die Anzahl oder
die Ordinalzahl oder irgend eine andere, iiberall die An-
wendung vermittle. Auf die volle logische Aufklirung des
wahren Sinnes der allgemeinen Arithmetik, sowie auf die
Analyse der durch sie logisch zu beherrschenden Begriffe
(wie Reihe, Grosse etc.) soll im Verlaufe dieser Untersuchungen
alle Sorgfalt verwendet werden.

Schon aus diesen diirftigen Andeutungen ersieht der Leser,
dass ich mich von den gegenwirtig praevalirenden Ansichten
nicht unerheblich entferne. Gleichwol fiirchte ich nicht den
Vorwurf, dass ich das Neue um der Neuerung willen bevorzugt
habe. Von den geltenden Ansichten bin auch ich ausgegangen,
und erst die volle Ueberzeugung ihrer Unhaltbarkeit, die sich
mir bei dem Bestreben, sie praecise zu formuliren, aufdringte,
zwang mich zn neuen Theorien, deren, wie ich hoffe, befrie-
digendere Ausgestaltung die Frucht mehrjihrigen Nachdenkens
ist. Vielleicht waren meine Bemiihungen nicht ganz nutzlos,
vielleicht wird es mir gelingen, wenigstens in einigen Grund-
punkten der wahren Philosophie des Calculs, diesem Desiderat
von Jahrhunderten, den Weg zu bahnen.

Wenn Zeit und Umstéinde giinstig sind, gedenke ich im
II. Bande auch eine neue philosophische Theorie der Eucli-
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dischen Geometrie, deren Grundgedanken mit den dort
abzuhandelnden Fragen in nahem Zusammenhange stehen,
zu entwickeln. Vielleicht erweckt es von vornherein kein
ungiinstiges Vorurtheil fiir meine Bestrebungen, wenn ich
sage, dass ich die Grundgedanken meiner neuen Theorie dem
Studium der vielgelesenen und doch immer nur einseitig aus-
geniitzten Gauss’schen Anzeige iiber die biquadratischen Reste
AI) verdanke.

Ich muss noch bemerken, dass ein Theil der psycho-
logischen Untersuchungen des vorliegenden Bandes nahezu
wortlich bereits in meiner Habilitationsschrift enthalten war,
von welcher im Herbste 1887 ein Heftchen von vier Bogen
unter dem Titel ,Ueber den Begriff der Zahl, psycho-
logische Analysen“ gedruckt worden aber nicht in den Buch-
handel gekommen ist.

Der II. Band, im Concept grossentheils fertig, diirfte
nach Verlauf eines Jahres dem Drucke iibergeben werden.

Ich gebe mich der Hoffnung hin, dass dieses Werk schon
mit Riicksicht auf die Schwierigkeit der behandelten Probleme
jene nachsicktige Beurtheilung finden werde, auf welche der
erste grossere Versuch eines Autors rechnen zu diirfen glaubt.

Halle a. S., im April 1891.
E. G. Husserl.
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ERSTER THEIL.

DIE EIGENTLICHEN BEGRIFFE VON VIELHEIT,
EINHEIT UND ANZAHL,

Husserl, Philosophie der Arithmetik. I, 1






Einleitung.

Der Begriff der Zahl ist ein vielfacher. Darauf weist
uns schon die Mehrheit verschiedener Zahlworter hin, die in
der Sprache des gewéhnlichen Lebens auftreten und von den
Grammatikern unter folgenden Titeln aufgefiihrt zu werden
pflegen: Die Anzahlen oder Grundzahlen (numeralia cardinalia),
die Ordnungszahlen (n. ordinalia), die Gattungszahlen (n. spe-
cialia), die Wiederholungszahlen (n. iterativa), die Verviel-
faltigungszahlen (n. multiplicativa) und die Bruchzahlen (n. par-
titiva). Dass die Anzahlen als die ersten in dieser Reihe
genannt werden, beruht ebenso wie die charakteristischen
Namen, die sie sonst tragen — Grund- oder Cardinalzahlen
— nicht auf blosser Convention. Sie nehmen sprachlich eine
bevorzugte Stellung dadurch ein, dass die simmtlichen iibrigen
Zahlworter nur durch geringe Modificationen aus den Anzahl-
wortern hervorgehen. (Z. B. zwei, zweiter, zweierlei, zwei-
fach, zweimal, zweitel.) Die letzteren sind also wahrhafte
Grundzahlworter. Die Sprache leitet uns hiemit auf den
Gedanken hin, es mochten auch die correspondirenden Be-
griffe simmtlich in einem analogen Abhiingigkeitsverhéltnisse
stehen zu denen der Anzahlen und gewisse inhaltreichere
Gedanken vorstellen, in welchen die Anzahlen blosse Bestand-
theile bilden. Die einfachste Ueberlegung scheint dies zu
bestétﬁigen. So handelt es sich bei den Gattungszahlen
(einerlei, zweierlei u. s. w.) um eine Anzahl von Verschieden-

heiten innerhalb einer Gattung; bei den Wiederholungszahlen
1*



4 Einleitung.

(einmal, zweimal u. s. w.) um die Anzahl einer Wiederholung.
Bei den Vervielfiltigungs- und Bruchzahlen dient die Anzahl
dazu, das Verhiltniss eines in gleiche Theile getheilten Ganzen
zu einem Theile, bzw. eines Theiles zum Ganzen genauer zu
determiniren. Ist das Ganze in n Theile getheilt, dann heisst
es das n-fache jedes Theiles und jeder Theil ein nte (n-Theil)
des Ganzen. In dhnlicher Weise driicken die Worter zwei-
theilig, dreitheilig u. s. w. die Anzahl der Theile eines
Ganzen, als dusseres Merkmal desselben aufgefasst, aus. Alle
diese und #hnliche Begriffe haben einen offenbar secundiren
Charakter; wenn auch nicht logische Specialisirungen des
Anzahlbegriffes, sind sie doch beschréinktere Bildungen, welche
ihn voraussetzen, indem sie ihn in gewisser Weise mit an-
deren elementaren Begriffen verkniipfen. Nur bei den Ordinal-
zahlen ist diese Auffassung bestritten. Die sprachliche Ab-
hingigkeit ihrer Namen von denen der Anzahlen ist zwar
nicht minder offenkundig, und auch die Vergleichung der Be-
griffe scheint, wie in den anderen Fillen, auf ein entsprechen-
des Abhiingigkeitsverhéltniss hinzuweisen. Wie nimlich die
Anzahlen sich auf Mengen beziehen, so die Ordinalzahlen
auf Reihen. Reihen sind aber geordnete Mengen. So mochte
man von vornherein geneigt sein, auch den Ordinalzahlen eine
selbstéindigere Stellung abzuliugnen. Indessen sind hervor-
ragende Forscher — und keine geringeren wie W. ROWAN
HamivToN, v. HELMHOLTZ und KRONECKER — entgegen-
gesetzter Ansicht; sie gehen so weit, den Ordnungszahlen die
Superioritit gegeniiber den Anzahlen zu vindiciren, derart,
dass die letzteren bloss aus speciellen Verwendungen der
ersteren hervorgehen sollen. Die Paradoxie dieser Ansicht
1ost sich aber durch die erweisliche Thatsache, dass, was
diese Forscher Anzahl und Ordinalzahl nennen, nicht dem Be-
griffe entspricht, den man sonst mit diesen Namen verbindet.*)

’) Vgl den Anhang zum L Theile.
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Achtet man auf die gemeiniiblichen Bedeutungen derselben,
dann bleibt es zu Recht bestehen, dass der Begriff der Ordi-
nalzahl den der Anzahl einschliesst, also voraussetzt, wie die
Bildungsweise der Namen dies richtig ausdriickt.

Ausser den Zahlenarten des practischen Lebens giebt es
noch eine grosse Reihe anderer, welche der arithmetischen
‘Wissenschaft eigenthiimlich sind. Sie spricht von positiven
und negativen, rationalen und irrationalen, reellen und ima-
gindren Zahlen, von Quaternionen, alternirenden, idealen
Zahlen u. s. w. Wie verschieden aber die arithmetischen
Ausdriicke all’ dieser Zahlen auch sein mégen, immer schliessen
sie die Anzahlzeichen 1, 2, 3. ... als Bestandtheile ein, und
5o scheinen auch in der Arithmetik die Anzahlen in gewisser
Art die Rolle von Grundzahlen zu spielen, wofern der Schluss
von der Abhingigkeit der Signaturen auf diejenige der Be-
griffe nicht génzlich triigt. Thatséichlich sind viele und dar-
unter sehr bedeutende Mathematiker, wie WEIERSTRASS?)
und DEDEKIND, sogar der Ueberzeugung, dass die Anzahlen
die eigentlichen und einzigen Fundamentalbegriffe der Arith-
metik bilden. Andere Forscher sind freilich anderer An-
sicht. Fir diejenigen, welche die Anzahlen als Specialisirungen
der Ordinalzahlen betrachten, sind in der Regel diese letzteren
die arithmetischen Fundamentalbegriffe. Andere wiederum
lehnen die eine wie die andere Ansicht ab und fassen den
Begriff der linearen Grosse als den Grundbegriff der Arith-
metik auf. U. s. w. Um nun vorliufig iiberhaupt einen
Standpunkt einzunehmen, wollen wir uns der zuerst betrach-
teten, als der zuniichst liegenden Ansicht anschliessen und

') 'WEIERSTRASS pflegte seine epochemachenden Vorlesungen iiber
die Theorie der analytischen Functionen mit den S&tzen zu erffnen:
Die reine Arithmetik (oder reine Analysis) ist eine Wissenschaft, die
einzig und allein auf den Begriff der Zahl basirt ist. Sie bedarf sonst
keinerlei Voraussetzung, keiner Postulate und Vordersitze. (So, fast
gleichlautend, im S/S 1878 und W/S 1880/81.) Daran schloss sich danw
die Analyse des Zahlbegriffes, im Sinne der Anzahl.
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demgemiss mit einer moglichst sorgfiltigen Amnalyse des
Anzahlbegriffes beginnen. FEiner endgiltigen Entscheidung
soll dadurch in keiner Weise vorgegriffen werden. Vielleicht
weist sogar der Fortschritt unserer Entwicklungen im II. Bande
die Undurchfiihrbarkeit der vorausgesetzten Meinung nach.
Keinesfalls wiirde hiedurch den folgenden Analysen etwas
von ihrem Werte geraubt; denn sie sind von allen arith-
metischen Theorien unabhingig und fiir alle von Nutzen.
Wie auch immer die verschiedenen Parteien das der Arith-
metik eigenthiimliche und wurspriingliche Begriffsgebiet be-
stimmen mdgen, darin sind sie doch, genau hesehen, einig,
dass der Anzahlbegriff in allen arithmetischen Dingen eine
tiberaus wichtige Rolle spiele. Wer z. B. nicht diesen Be-
griff, sondern den der linearen Grésse als den wahrhaften
Fundamentalbegriff der Arithmetik ansieht, wird darum doch
nicht liugnen, dass die vorausgesetzten Messungen der Grossen
iiberall auf Zshlungen, d. h. auf Anzahlbestimmungen be-
ruhen; ferner, dass die Anzahlen in Grestalt von Multiplicatoren
und Divisoren, von Potenz- und Wurzelexponenten u. s. w.
unentbehrliche Hilfsmittel arithmetischer Begriffsbildung sind.
Eine hochst bedeutsame Stellung bleibt also den Anzahlen
in der Arithmetik auch dann zugesichert, wenn diese nicht
als Wissenschaft von den Anzahlen, sondern als Wissenschaft
von den linearen Grossen oder auf irgend welche andere
Weise definirt wiirde. In jedem Falle ist somit eine Analyse
des Anzahlbegriffes ein wichtiges Vorerforderniss fiir eine
Philosophie der Arithmetik; und sie ist deren erstes Erfor-
derniss, falls nicht etwa dem Ordinalzahlbegriffe, wie von an-
derer Seite behauptet wurde, die logische Prioritéit zukommt.
Die Moglichkeit einer von diesem Begriffe vollig absehenden
Analyse des Anzahlbegriffes wird den besten Beweis fiir die
Unzuléssigkeit dieser Ansicht liefern. Im Uebrigen dient
eine solche Analyse keineswegs bloss arithmetischen Zwecken.
Die zusammengehorigen Begriffe von Einheit, Vielheit und
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Anzahl sind Fundamentalbegriffe der menschlichen Erkenntnis
iiberhaupt, und beanspruchen als solche ein besonderes philo-
sophisches Interesse, zumal die erheblichen Schwierigkeiten,
die ihrem Verstindnisse anhaften, jederzeit zu gefihrlichen
Irrthiimern und subtilen Streitigkeiten Anlass gegeben haben.
Diese Schwierigkeiten hiingen innig zusammen mit gewissen
Eigenthiimlichkeiten der psychologischen Constitution der
genannten Begriffe, an deren Aufhellung auch die Psycho-
logie ein specielles Interesse nimmt. Nicht bloss jene arith-
metischen, sondern vor allem diese logischen und psycho-
logischen Interessen zu befriedigen, bezeichne ich als die Auf-
gabe der nachfolgenden Analysen.
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1. Capitel.

Die Entstehung des Begriffes Vielheit vermittelst des-
jenigen der collectiven Verbindung.

Die Analyse des Anzahlbegriffes setzt die des Vielheitsbegriffes voraus.

Die allbekannte Definition des Begriffes der Zahl — so
diirfen wir, conform mit der gemeiniiblichen Sprechweise kurz-
weg fiir Anzahl sagen — lautet: Die Zahl ist eine Viel-
heit von Einheiten. Seitdem EucLinD!) sie gebraucht hat,
kehrt sie immer wieder. Statt Vielheit sagt man auch Mehr-
heit, Inbegriff, Aggregat, Sammlung, Menge u. s. w., lauter
Namen, die gleichbedeutend oder nahezu gleichbedeutend
sind, obschon nicht ohne merkliche Nuancen. %)

Freilich ist mit dieser Definition nicht viel gethan. Was
ist Vielheit und was Einheit? Wir brauchen nur diese Fragen
aufzuwerfen und stehen mitten in den Controversen. Manche
Autoren wandten gegen die Definition ein, dass Vielheit doch
nahezu dasselbe bedeute wie Amnzahl. Daran ist aber nur
so viel richtig, dass der Name Anzahl in einem weiteren
Sinne genommen werden kann, in welchem er wirklich

1) Zu Anfang des VII. Buches der Elemente.

?) Um diese auszuschliessen, unterlassen wir es bis auf Weiteres
einen dieser Namen allein zu gebrauchen. Die Griinde, warum wir in
verschiedenen Darlegungen verschiedene derselben bevorzugen (bald
,Inbegriff’, bald ,Vielheit’ oder ,Menge’) werden spéaterhin ihre Erklirung
finden.
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gleichbedeutend ist mit dem der Vielheit. Im engeren und
eigentlichen Sinne supponirt er aber nur fiir irgend eine be-
stimmte Zahl Zwei, Drei, Vier, und driickt dann einen
reicheren Gedanken aus als der Name Vielheit. Immerhin
bleibt auch dann eine innige Beziehung der beiderseitigen
Begriffe bestehen. Wo von einer bestimmten Zahl die Rede
ist, kann stets von einer Vielheit gesprochen werden, und wo
von einer Vielheit, da auch immer von einer bestimmten
Zahl; nur sind die bestimmten Zahlen, die hiebei vermitteln,
von Fall zu Fall verschiedene. Der Anzahlbegriff umfasst
also, obschon erst auf dem Wege iiber die Umfinge seiner
Speciesbegriffe, der Zahlen Zwei, Drei, Vier ..., dieselben
concreten Phaenomene wie der Begriff der Vielheit. Auch
die nahe Verwandtschaft der zugehorigen Begriffsinhalte ist
von vornherein klar, wenn nur beachtet wird, dass die be-
stimmten Zahlen als Determinationen des in gewisser Art
unbestimmten Vielheitsbegriffes anzusehen sind. Wo immer
eine Vielheit gegeben ist, da ist die Frage nach dem Wie-
viel am Platze, und darauf antwortet eben die zugehorige
Anzahl. Es wird daher naturgemiss sein, in erster Linie
die Analyse des allgemeineren und in der angegebenen Be-
ziehung unbestimmteren Vielheitsbegriffes anzustreben, und
erst in weiterer Folge diejenigen Determinationen zu charak-
terisiren, durch welche die Reihe der bestimmten Zahlen
und der sie voraussetzende Gattungsbegriff der Anzahl ent-
springt. Die obige Zahldefinition aber lassen wir nun bei
Seite, da sie fiir unsere gegenwirtigen Zwecke doch nichts
niitzen kann.

Die concreten Grundlagen der Abstraction.

In Betreff der concreten Phaenomene, welche fiir die Ab-
straction der in Frage stehenden Begriffe die Grundlage.
bilden, besteht keinerlei Zweifel. Es sind Inbegriffe, Viel-
heiten bestimmter Objecte. Was mit diesem Ausdrucke ge-
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meint ist, weiss Jeder. Niemand wird schwanken, ob gegebenen-
falls von einer Vielheit die Rede sein kénne oder nicht, ein
Beweis dafiir, dass der zugehorige Begriffl trotz der Schwierig-
keit seiner Analyse, ein vollkommen scharfer, der Umfang
seiner (eltung ein genau begrenzter ist. Diesen Umfang
diirfen wir daher als ein Gegebenes ansehen, auch wenn wir
iiber das Wesen und die Entstehung des Begriffes selbst noch
im Unklaren sind. Dasselbe gilt, aus gleichen Griinden, von
den Anzahlbegriffen.

Wir beschrinken uns zuvérderst auf eigentlich vor-
gestellte Vielheiten, wir schliessen — der correlative Aus-
druck erscheint manchem Leser vielleicht als der klarere —
symbolisch vorgestellte Vielheiten aus. TUnser Gebiet sei
also das der Inbegriffe einzeln fiir sich gegebener und collectiv
zusammengefasster Objecte. Demgemiss werden unsere Ana-
lysen zuniichst nur die Entstehung und den Inhalt der eigent-
lichen Begriffe von Vielheit und Zahl betreffen, wéhrend die
Analyse_der sie voraussetzenden symbolischen Bildungen uns
erst\mmgehend beschiftigen wird.

Unabhiingigkeit der Abstraction von der Natur der colligirten
Inhalte.

Wir beginnen nun mit der psychologischen Charakteristik
der Abstraction, welche zum (eigentlichen) Begriffe der Viel-
heit und in weiterer Folge zu den Zahlbegriffen fiihrt. Die
Concreta, auf welche sich die abstrahirende Thitigkeit bezieht,
haben wir bereits bezeichnet, es sind Inbegriffe bestimmter
Gegenstiinde; wir fiigen jetzt auch hinzu: vollkommen will-
kiirlicher. In der That, fiir die Bildung concreter Inbegriffe
giebt es in Beziehung auf die zu befassenden Einzelinhalte
keinerlei Schranken. Jedes Vorstellungsobject, ob physisch
oder psychisch, abstract oder concret, ob durch Empfindung
oder Phantasie gegeben, kann zusammen mit einem jeden
und beliebig vielen anderen zu einem Inbegriffe vereinigt und
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demgemiiss auch gezihlt werden. Z. B. Einige bestimmte
Biume; Sonne, Mond, Erde und Mars; ein Gefiihl, ein Engel,
der Mond und Italien u. s. w. Immer kdnnen wir in diesen
Beispielen von einem Inbegriffe, von einer Vielheit und von
einer bestimmten Zahl sprechen. Auf die Natur der einzelnen
Inhalte kommt es also in keiner Weise an.

Diese ebenso einfache als unbestreitbare Thatsache schliesst
bereits eine Klasse von Ansichten iiber die Entstehung der
Zahlbegriffe aus, diejenigen némlich, welche die Begriffe auf
besondere Gebiete von Inhalten, z. B. auf das der physischen
Inhalte, einschriinken. Schon LuBNifz fand es nitig, gegen
solche Irrthiimer anzukimpfen. ,,Die Scholastiker®, sagt er,?)
,,glaubten filschlich, die Zahl entstehe aus der blossen Theilung
eines Continuums und koénne nicht auf Unkdrperliches ange-
wendet werden“. Aber die Zahl sei gewissermassen ,eine
unkorperliche Figur, entstanden aus der Vereinigung irgend-
welcher Dinge (entium), z. B. Gottes, eines Engels, eines
Menschen, der Bewegung, welche zusammen vier sind®. Daher
sei die Zahl ein ,universalissimum®. In demselben Sinne
nennt auch LOCKE ?) ,,die Zahl die allgemeinste unserer Ideen,
anwendbar auf Menschen, Engel, Handlungen, Gedanken, kurz
auf jedes Ding, das sein oder gedacht werden kann®. Der
alte Irrthum hat neue Geltung erlangt in der um die Psycho-
logie sonst so verdienten empiristischen Schule J. St. MiLL’s.
»Die in der Definition einer Zahl ausgesagte Thatsache ist®,
meint dieser Philosoph, 3) ,,eine physische Thatsache.” ,,Jede
von den Zahlen zwei, drei, vier u. s. w. bezeichnet physische.
Phaenomene und bezeichnet mit eine physische Eigenschaft

1) De arte combinatoria 1666, Opp. phil. Erdm. p. 8.

%) Essay Book IIL. chap. XVI. sect. 1.

%) J. ST. M1rr’s Logik. ITI. Buch, XXIV. Cap. § 5 (Gomperz’ Ueber-
setzung II. 842, Vgl auch IL Buch, IV. Cap. § 7 (a. a. O. L. 237), wo
die Zahleneigenschaft mit den physischen Eigenschaften der Farbe, des
Gewichts und der Ausdehnung parallelisirt wird.
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dieser Phaenomene. Zwei zum Beispiel bezeichnet alle Paare
von Dingen und zwdlf alle Dutzende und bezeichnet das mit,
was sie zu Paaren oder Dutzenden macht, und dies ist etwas
Physisches; denn man kann nicht liugnen, dass zwei Aepfel
physisch unterscheidbar von drei Aepfeln sind; zwei Pferde
von einem und so fort, dass sie ein verschiedenes sicht- und
greifbares Phaenomen sind.” Diese Ansicht ist so handgreiflich
falsch, dass man sich nur wundern muss, wie ein Denker von
Mitr’s Range sich bei ihr beruhigen konnte. Zwei Aepfel
mogen ohne Zweifel physisch unterscheidbar sein von drei
Aepfeln; aber doch nicht zwei Urtheile von dreien, zwei Un-
moéglichkeiten von dreien u. s. w. Also kann auch der
Zahlenunterschied als solcher nicht ein physicher, sicht- und
greifbarer sein. Der blosse Hinweis auf die psychischen Acte
oder Zustidnde, welche man doch ebenso gut zihlen kann, wie
die physischen Inhalte, schligt die Theorie MILL’s nieder.?)

Die Entstehung des Vielheitsbegriffes durch Reflexion auf die
collective Verbindung.

Wenn nun die Allgemeinbegriffe Vielheit und bestimmte
Zahl zu den beziiglichen Concretis, von denen sie abstrahirt
sind — den Inbegriffen bestimmter aber beliebiger Inhalte —
nicht in dem Verhéltnisse der physischen Eigenschaften zu phy-
sischen Dingen stehen, wie ist ihr Verhéltniss dann zu fassen?
Auf die Besonderheiten der colligirten und zu zéhlenden In-
halte kommt es, wie wir erkannten, durchaus nicht an. Wenn
aber dies, wie sollen wir zu den gewiinschten Allgemein-
begriffen gelangen? Wie uns den Abstractionsprocess denken,
der sie liefert? Was behilt man bei der Abstraction iibrig
als den Inhalt des Begriffes, und was ist dasjenige, wovon
abstrahirt wird ?

7) Auch bei Mathematikern finden wir héufig analoge Ansichten.
Beispiele fiilhrt FREGE in seinen ,Grundlagen der Arithmetik“ (Breglau,
W. Koebner 1884) S. 27 an.
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Da wir einer vorausgeschickten Bemerkung zufolge iiber
die Umféinge unserer Begriffe wie iiber ein Gegebenes ver-
fiigen diirfen, so muss es doch moglich sein, uns auf dem
Wege der Vergleichung und Unterscheidung an der Hand
passend gewdhlter Beispiele aus den bez. Umfingen, den In-
halten der intendirten Begriffe zu nidhern. Von den diffe-
renten Merkmalen absehend, halten wir die iiberall gemein-
samen fest, als diejenigen, welche dem Inhalte des jeweiligen
Begriffes angehoren diirften.

Versuchen wir nun dieser Anweisung hier Folge zu leisten.

Dass uns zunichst die Vergleichung der einzelnen Inhalte,
welche wir in den gegebenen Inbegriffen vorfinden, nicht den
Begriff der Vielheit oder bestimmten Zahl ergeben wiirde,
ist selbstverstindlich, und es war (denn auch dieses kam vor)
widersinnig dergleichen zu erwarten. Nicht jene Einzelinhalte
sind ja die Unterlagen der Abstraction, sondern die concreten
Inbegriffe als Ganze, in welchen sie zusammengefasst sich
finden. Indessen auch durch deren Vergleichung scheint das
gewiinschte Resultat nicht hervorgehen zu wollen. Die In-
begriffe bestehen doch bloss aus den KEinzelinhalten. Wie
sollten sich also irgend welche gemeinsame Merkmale der
Ganzen herausheben lassen, wenn die sie constituirenden
Theile v6llig heterogen sein diirfen?

Auch diese ‘Schwierigkeit ist nur eine scheinbare: Es
ist misverstindlich zu sagen, die Inbegriffe bestinden bloss
aus den FEinzelinhalten. Wie leicht ‘man es auch iibersieht,
so ist doch iiber die Einzelinhalte hinaus etwas da, was bemerkt
werden kann und was in allen Fillen, wo wir von einem In-
begriff oder einer Vielheit sprechen, notwendig vorhanden ist:
die Verbindung der einzelnen Elemente zu dem Ganzen.
Und es verhilt sich hier, wie bei manchen anderen Klassen
von Relationen; es kann bei der grissten Verschiedenartigkeit
der bezogenen Inhalte, doch in Hinsicht auf die verbindenden
Relationen Gleichartigkeit bestehen. So giebt es Gleichheiten,
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Steigerungen, continuirliche Verbindungen auf ganz hetero-
genen Gebieten, sie knnen sowol zwischen sinnlichen Inhalten
.als auch zwischen psychischen Acten statt haben. Hs ist also
recht wol mdoglich, dass zwei Ganze als solche gleichartig
sind, obschon die sie constituirenden Theile beiderseits vollig
heterogen sind.

Jene, in allen Fillen, wo von Vielheiten die Rede ist,
gleichartigen Verbindungen sind nun die Grundlagen fiir die
Bildung des Allgemeinbegriffes der Vielheit.

Was die Art des Abstractionsvorganges, der unseren Be-
griff liefert, anbetrifft, so werden wir sie am besten charak-
terisiren konnen, indem wir auf die Entstehungsweise anderer
Zusammensetzungsbegriffe (Ganzen) hinweisen. Achten wir
z. B. auf die Zusammenhinge der Punkte einer Linie, der Mo-
mente einer Zeitdauer, der Farbenniiancen einer continuirlichen
Farbenreihe, der Tonqualitiiten einer , Tonbewegung® u.s. f.,
dann erlangen wir den Begriff der continuirlichen Verbindung
und vermittelst desselben den Begriff des Continuums. Dieser
Begriff ist nicht etwa als ein besonderer und fiir sich bemerk-
barer Theilinhalt in der Vorstellung eines jeden concret ge-
gebenen Continuums enthalten. Was wir im concreten Falle
bemerken, das sind einerseits die Punkte, bzw. die ausgedehnten
Theile, andererseits die eigenthiimlichen Verbindungen der-
selben. Diese letzteren nun sind das iiberall, wo wir von
Continuis sprechen, gleichartig Vorhandene, wie verschieden
auch immer die absoluten Inhalte, welche sie verkniipfen, (die
Orte, Zeiten, Farben, Tone etc.) sein mogen. Mit Reflexion
auf diese charakteristische Verbindung von Inhalten entsteht
nun der Begriff Continuum als der eines Ganzen, dessen
Theile eben in der Weise continuirlicher Verbindung geeinigt
sind. Oder betrachten wir, um ein anderes Beispiel zu nehmen,
die ganz eigenthiimliche Art, in welcher bei beliebigen Ge-
sichtsobjecten die réumliche Ausdehnung mit der Farbe und
diese wieder mit der Intensitit in gegenseitiger Durchdringung
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verkniipft ist. Mit Hinblick auf diese Verbindungsart, *) kénnen
wir nun wieder den Begriff eines Ganzen bilden, dessen Theile
eben auf solche Weise geeinigt sind.

Wir konnen iiberhaupt ganz allgemein sagen: Wo uns
eine besondere Klasse von Ganzen entgegentritt, da kann der
Begriff derselben nur entstanden sein durch die Reflexion auf
eine wol charakterisirte, bei jedem Ganzen dieser Klasse
gleichartige Verbindungsweise von Theilen.

Ebenso verhilt es sich nun in dem Falle, der uns hier
beschiftigt. Auch von einem Inbegriffe konnen wir sagen,
er bilde ein Ganzes. Die Vorstellung des Inbegriffes gegebener
Objecte ist eine Einheit, in welcher die Vorstellungen der
einzelnen Gegenstinde als Theilvorstellungen enthalten sind.
Freilich ist diese Verbindung von Theilen, wie wir sie bei
jedem beliebigen Inbegriffe vorfinden, eine im Vergleiche mit
anderen Fillen der Verbindung lose und Husserliche zu nennen,
ja so sehr, dass man fast Anstand nehmen mdchte, hier iiber-
haupt noch von einer Verbindung zu sprechen. Aber wie auch
immer, es ist eine besondere Binigung da, und sie musste
auch als solche bemerkt worden sein, da sonst nimmermehr
der Begriff des Inbegriffs (der Vielheit) hiitte entstehen kénnen.
Ist also unsere Auffassung richtig, dann ist der Begriff der
Vielheit durch die Reflexion auf die besondere und in ihrer
Besonderheit wol bemerkbare Einigungsweise von Inhalten,
wie sie jeder concrete Inbegriff aufweist, in analoger Weise
entstanden, wie- der Begriff irgend einer anderen Art von
Ganzen durch Reflexion auf die ihnen eigenthiimliche Ver-
bindungsweise.

Wir wollen von nun an zur Bezeichnung der Verbindung,
welche den Inbegriff charakterisirt, den Namen collective
Verbindung verwenden.

') BRENTANO spricht hier von ,metaphysischer Verbindung ; STUMPF
(Ueber den psychologischen Ursprung der Raumvorstellung 1873 S. 9)
von dem Verhiltniss ,psychologischer Theile.
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Ehe wir unsere Entwicklungen fortsetzen, wird es gut
sein, einen naheliegenden Einwand abzuwehren. Wird die
Vielheit als ein (anzes definirt, dessen Theile durch collective
Verbindungen geeinigt sind, dann ist diese Definition, so
konnte man uns entgegenhalten, eine blosse Diallele. Denn
sprechen wir von ,Theilen*, so stellen wir doch eine Vielheit
vor, und da die Theile nicht individuell bestimmt sind, so
stellen wir diese Vielheit allgemein vor. Wir erklidren somit
Vielheit durch sich selbst.

Indessen so viel Scheinbarkeit dieser Einwand auch haben
moge, wir konnen seine Triftigkeit nicht zugeben. Zunichst
sei bemerkt, dass wir es nicht auf eine Definition des
Begriffes Vielheit, sondern auf eine psychologische
Charakteristik der Phaenomene abgesehen haben, auf
welchen die Abstraction dieses Begriffes beruht. Alles was
diesem Zwecke dienen kann, miissen wir daher willkommen
heissen. Der Plural , Theile® implicirt nun allerdings (abge-
sehen von seiner Correlation zum Begriffe des Ganzen) die
allgemeine Vorstellung einer Vielheit; aber er driickt nicht
aus, was diese Vielheit als Vielheit besonders charakterisirt.
Indem wir hinzusetzten, die Theile seien collectivisch verbunden,
wiesen wir auf den Punkt hin, auf welchem unser besonderes
Interesse ruht und vermoge dessen die Vielheit eben als Viel-
heit anderen Ganzen gegeniiber charakterisirt wird.
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II. Capitel.
Kritische Entwicklungen.

Auf die Frage nach der Art der Einigung, welche im
Inbegriffe vorliegt, ist die kiirzeste Antwort der directe Hin-
weis auf die Phaenomene. Und wirklich handelt es sich hier
um letzte Thatsachen. Hiemit sind wir aber nicht der Auf-
gabe enthoben, diese Verbindungsart genauer zu betrachten,
ihre charakteristischen Verschiedenheiten von anderen hervor-
zuheben, zumal falsche Charakteristik und Verwechslungen
mit anderen Relationsgattungen hiufig genug vorgekommen
sind. Wir wollen zu diesem Zwecke eine Reihe mdglicher
und zum :Theil wirklich aufgestellter Theorien priifen, deren
jede die collective Einigung in einer anderen Weise charak-
terisirt und - mit Beziehung darauf auch in einer anderen
Weise den Ursprung der Begriffe Vielheit und Zahl zu er-
kldren versucht.

Die collective Einigung und die Einiguug der Theilphaenomene im
jeweiligen Gesammtbewusstsein.

Die Verbindung der Vorstellungen zu einem Inbegriff,
konnte man sagen, verdient doch kaum den Namen einer
Verbindung. Was liegt denn vor, wenn wir von einem In-
begriff beliebiger Gegenstinde sprechen? Nichts weiter, als
dass . diese Gegenstinde zusammen in unserem Bewusstsein
da sind. Die Einheit der Vorstellungen des Inbegriffs be-

steht also pur in der Angehorigkeit zu dem sie umfassenden
Husserl, Philosophie der Arithmetik. L 2
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Bewusstsein. Immerhin ist dies aber eine Thatsache, auf die
man achten kann; und so entstehen denn mit Reflexion auf
sie jene Begriffe, um deren Analyse es sich hier handelt.

Diese Ansicht ist offenbar irrthiimlich. Gar mannigfache
Phaenomene bilden in jedem Momente den Bestand unseres
Gesammtbewusstseins; aber es gehdren besondere Interessen
dazu, gewisse Vorstellungen aus dieser Fille herauszuheben
und collectivisch zu einigen. Und dies geschieht, ohne dass
etwa alle iibrigen Vorstellungen aus dem Bewusstsein ent-
schwinden. Wire jene Ansicht richtig, dann gibe es in
jedem Momente nur einen einzigen Inbegriff, bestehend in
der Gresammtheit der vorhandenen Theilinhalte unseres Ge-
sammtbewusstseins; wihrend wir doch jederzeit und nach
Willkiir mannigfache Inbegriffe bilden, einen bereits gebil-
deten durch Hinzufiigen neuer Inhalte erweitern, durch Hin-
weglassung anderer verengen konnen, ohne dass etwa die aus-
geschiedenen aus dem Bewusstsein treten miissten; kurz wir
sind uns einer Spontaneitit bewusst, die sonst undenkbar
wire.

Jene Ansicht enthilt aber, in ihrer allgemeinen und un-
bestimmten Fassung, iiberdies eine Absurditit. In der That,
gehoren nicht Continua zu dem Bestande unseres Bewusst-
seins mit ihrer unendlichen Menge von Punkten? Wer hitte
sie jemals in der Weise eines Inbegriffs wirklich vorgestellt?

Es ist wichtig hervorzuheben, dass einem Inbegriffe (einer
eigentlichen Vielheitsvorstellung) nur solche Inhalte als Ele-
mente angehtren konnen, deren wir uns als fiir sich be-
merkte bewusst sind; alle anderen Inhalte aber, die nur
als nebenbei bemerkte da sind, und die entweder iiberhaupt
nicht fiir sich bemerkt werden konnen (wie die Punkte der
Continua), oder die bloss momentan nicht fiir sich bemerkt
werden, alle diese konnen nicht die Elemente abgeben, aus
denen ein Inbegriff sich constituirt.

Dies Alles wird wol leichte Zustimmung finden, und der
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Vertreter der eben kritisirten Ansicht diirfte seine Behaup-
tungen alsbald dahin restringiren, dass unter dem ,umfassen-
-den Bewusstsein®, welches die Vorstellungen zu einer Vielheit
einige, ein besonderer Bewusstseinsact zu verstehen sei und
nicht das Bewusstsein im weitesten Sinne als Gesammtheit
unserer psychischen Phaenomene; so dass es sich darnach um
Einheit in einem heraushebenden und zusammenfassenden
Acte des Vorstellens oder um eine Einheit des Interesses oder
Aehnliches handeln wiirde. Auf eine genauere Erwigung
der solcherart corrigirten Lehre wollen wir spiterhin noch
zuriickkommen.

Das collective Zusammen und das zeitliche Zugleich.

Wir gehen nun zu der Betrachtung einer neuen Theorie
iiber, welche folgendermassen argumentirt:

Ist uns ein Inbegriff von Inhalten gegenwiirtig, was sollten
wir anderes bemerken als dies, dass jeder Inhalt da ist, zu-
gleich mit jedem anderen. Die zeitliche Coexistenz der.
Inhalte ist unerlisslich fiir die Vorstellung ihrer Vielheit.
Nun erfordert zwar ein jeder zusammengesetzte Denkact die
Coexistenz seiner Theile; aber wihrend in anderen Féllen
‘neben der Gleichzeitigkeit noch besondere Beziehungen oder
Verbindungen vorhanden sind, welche die Theile einigen, so
ist es eben die auszeichnende Eigenthiimlichkeit bei der Vor-
stellung des Inbegriffs, dass sie nichts weiter enthilt als
die gleichzeitigen Inhalte. Daher bedeute auch Vielheit in
abstracto nichts anderes als: gleichzeitiges Gegebensein irgend
welcher Inhalte.

Diese Ansicht verfillt, wie man leicht einsieht, eben
denselben Einwinden wie die vorhergehende, iiberdies aber
manchen anderen. Es wire iiberfliissig die ersteren zu wieder-
holen; von den letzteren geniigt es hervorzuheben, dass In-
halte gleichzeitig vorstellen moch nicht heisst, Inhalte als

gleichzeitige vorstellen. Damit z. B. die Vorstellung
9%
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einer Melodie zu Stande komme, miissen die einzelnen Tone,
welche sie zusammensetzen, auf einander bezogen werden.
Jede Beziehung erfordert aber das gleichzeitige Vorhanden-
sein der bezogenen Inhalte in einem Bewusstseinsacte. Es
miissen also auch die Tone der Melodie gleichzeitig vorge-
stellt werden. Keineswegs aber als gleichzeitige; ganz im
Gegentheil erscheinen sie uns als in einer gewissen zeitlichen
Aufeinanderfolge befindlich.

Nicht anders ist es in dem Falle, wo wir eine Vielheit
von Gegenstinden vorstellen. Dass wir die Gegenstidnde
gleichzeitig vorstellen miissen, ist gewiss; dass wir sie aber
nicht als gleichzeitige vorstellen, vielmehr besondere Reflexionen
erforderlich sind, um jene Gleichzeitigkeit des Vorstellens
der Objecte zu bemerken, dies beweist unmittelbar der Hin-
weis auf die innere Erfahrung.

Wir sehen auf diese Weise, dass das collective Zusammen
nicht als ein zeitliches Zugleich beschrieben werden darf.

Collection und Succession.

Eine dritte Ansicht griindet sich ebenfalls auf die Zeit
als einen unaufhebbaren psychologischen Factor. In directem
Gegensatze zu der vorhergehenden argumentirt sie wie folgt:

Vermoge der discursiven Beschaffenheit unseres Denkens
‘konnen iiberhaupt nicht mehrere von einander verschiedene
Inhalte zugleich gedacht werden. Unser Bewusstsein kann
in jedem Momente nur mit einem Gegenstande beschiftigt
sein. Jede beziehende und hohere Geistesthitigkeit wird nur
dadurch moglich, dass die Gegenstinde, auf die sie geht,
zeitlich nacheinander gegeben sind. So ist denn jedes
‘complicirte Denkgebilde, jedes aus irgend welchen Theilen
‘zusammengesetzte Ganze ein aus einfachen Factoren successive
‘gewordenes; wir haben es stets mit schrittweisen Processen
und Operationen zu thun, welche in der Zeit verlaufend, sich
immer mehr verschlingen und erweitern. Im Besonderen setzt
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also auch jede Collection ein Colligiren, jede Zahl ein Zihlen
voraus, und hiemit ist notwendigerweise eine zeitliche An-
ordnung der zusammengefassten Gegenstinde bzw. der ge-
zihlten Einheiten gegeben. Aber noch mehr als dies. Die
zeitliche Aufeinanderfolge und nichts sonst ist es, was die
Vielheit als Vielheit charakterisirt., Allerdings ist eine Suc-
cession {iiberall vorhanden, wo {iiberhaupt Inhalte in irgend
welche, einfache oder complicirte, Beziehung treten und sich
50 zu einem Vorstellungsganzen zusammenfiigen; aber immer
konnen wir dann zugleich auch von einer Vielheit sprechen;
und dies kann doch nicht geschehen mit Bezug auf irgend
welche von Fall zu Fall wechselnde Relationen, sondern auf jene
einzige, die iiberall auftritt, niimlich die zeitliche Folge. In
dem Falle der denkbar losesten Verbindung, wo beliebige,
sonst beziehungslose (resp. in Abstraction von etwaigen Be-
ziehungen aufgefasste) Inhalte .bloss zusammen, d. h. als Viel-
heit gedacht werden, da ist die Succession, mit der die In-
halte in das Bewusstsein traten, die einzige Beziehung, welche
die Inhalte noch verkniipft. Was also die Vielheit gegeniiber
anderen und innigeren Zusammensetzungsformen kennzeichnet,
ist der Umstand, dass bei ihr blosse Succession die In-
halte in Beziechung setzt, bei jenen aber nebstbei noch andere
Relationen. Demgemiss folgt auch: Vielheit in abstracto
ist nichts weiter als Succession, Succession irgend
welcher fiir sich bemerkter Inhalte. Die Zahlbegriffe aber
reprisentiren die bestimmten Vielheits- oder Successionsformen
in abstracto.

Um die Aufmerksamkeit nicht durch wenig fruchtbare
Einzelkritiken zu zersplittern, habe ich es vorgezogen, statt
die einzelnen Autoren, welche solche oder #hnliche Theorien
vertreten haben, der Reihe nach zu kritisiren, vielmehr die
Ansicht selbst, welche ihnen mebr oder minder deutlich vor-
schwebt, so klar und consequent als irgend méglich darzu-
stellen und an ihr die Kritik zu iiben.
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Die Ansicht, die hier bekimpft werden soll, fusst auf
wesentlichen psychologischen und logischen Irrthiimern.

Zunichst beruft sie sich auf die psychologische That-
sache der Enge des Bewusstseins, dieselbe jedoch iibertreibend
und falsch interpretirend. Es ist wahr, die Zahl der beson-
deren Inhalte, welchen wir in jedem Augenblicke mit Auf-
merksamkeit zugewendet sein konnen, ist eine hochst be-
schrinkte, ja sie schrumpft bei hochster Concentration des
Interesses auf einen einzigen zusammen. Aber unwahr ist
es, dass wir in einem und demselben Momente nie mehr als
mit einem Inhalte beschéftigt sein konnen. Ja gerade
die Thatsache des beziehenden und verkniipfenden Denkens,
sowie tiberhaupt aller complicirteren Geistes- und Gemiiths-
thiitigkeiten, auf welche jene Theorie sich beruft, lehrt evi-
dent die vollige Absurditit ihrer Auffassung. Ist jederzeit
nur Ein Inhalt unserem Bewusstsein gegenwiirtig, wie sollten
wir auch nur die einfachste Beziehung bemerken konnen?
Stellen wir den einen Beziehungspunkt vor, so ist der andere
entweder noch nicht oder nicht mehr in unserem Bewusstsein.
Einen Inhalt, dessen wir uns nicht bewusst sind, der also fiir
uns iiberhaupt nicht ist, konnen wir nun doch nicht ver-
kniipfen mit dem einzigen, der uns gegenwirtig und wirklich
gegeben ist. Bei dieser Interpretation der Enge des Bewusst-
seins wiirde also der Hinweis auf das zeitliche Nacheinander
der zu beziehenden Vorstellungen, statt die Moglichkeit des
beziehenden Denkens zu begriinden, ganz im Gegentheil dessen
Unmiglichkeit zur Evidenz bringen.

Aber lehrt denn nicht die Erfahrung (so antwortet viel-
leicht der Gegner), dass wir thatsichlich immer nur eine
gegenwirtige Vorstellung haben konnen, und dass es sehr
wol moglich ist, sie mit vergangenen in Beziehung zu bringen ?
Damit, dass eine Vorstellung vergangen ist, hort sie also
keineswegs auf zu sein.

Man sieht leicht ein, dass eine solche Antwort auf Mis-
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deutungen der Erfahrung beruhen wiirde. Man darf nicht
verwechseln gegenwiirtige Vorstellungen mit Vorstellungen
von Gegenwirtigem und vergangene Vorstellungen mit Vor-
stellungen von Vergangenem. Nicht jede gegenwiirtige Vor-
stellung ist, wie wir hier von neuem betonen miissen, eine
Vorstellung von Gegenwirtigem. Gerade alle Vorstellungen,
die auf Vergangenes gehen, bilden eine Ausnabhme; denn sie
alle sind in Wahrheit gegenwirtige Vorstellungen. Erinnern
wir uns z. B. eines Liedes, das wir gestern gehort haben,
so ist diese Erinnerungsvorstelluﬁg doch eine gegenwiirtige
Vorstellung; nur wird sie von uns auf Vergangenes bezogen.
Behilt man dies im Auge, dann wird man natiirlich keinerlei
Schwierigkeit mehr darin finden, dass wir Vorstellungen gegen-
wirtiger Inhalte und solche vergangener Inhalte in' Beziehung
zu bringen vermdgen. Indem wir dies thun, sind sie ja alle
gleichzeitig in unserem Bewusstsein vorhanden, sie sind ins-
gesammt gegenwirtige Vorstellungen. Dagegen konnen wir
vergangene Vorstellungen weder unter einander noch mit
gegenwirtigen beziehend verbinden; denn als vergangene sind
sie unwiederbringlich und fiir immer dahin,

Die vermeintliche Erfahrungsthatsache, welche der Gegner
im Auge hat, kime also darauf zuriick, dass, wenn immer
wir eine Mehrheit von Inhalten vorstellen, stets nur einer ein
gegenwirtiger wire, wihrend alle anderen grissere oder ge-
ringere zeitliche Unterschiedenheiten aufwiesen. Natiirlich
wiirde dann jedes aus gesonderten (fiir sich bemerkten) Theilen
zusammengesetzte Vorstellungsganze entstanden sein miissen
durch successive Acte des Bemerkens und Beziehens der
einzelnen Theilinhalte, wihrend das Ganze selbst, als ein
fertiges und gewordenes, alle Theile zu gleicher Zeit ent-
hielte, nur versehen mit ungleichen zeitlichen Bestimmtheiten.

Es ist nun allerdings sicher, dass schon bei einer sehr
miissigen Anzahl von Inhalten ein zusammenfassendes Bemerken
derselben nur dadurch méglich ist, dass sie successive oder
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in ganz kleinen Gruppen aufgefasst und festgehalten werden.
Sollten wir aber bei zwei oder drei sehr distincten Inhalten
nicht die Fihigkeit besitzen, sie in einem Acte aufzufassen
und verbunden festzuhalten, ohne dass ein successives Fort-
schreiten von einem zum anderen erforderlich wire? Ich
wiirde es nicht wagen, diese Frage so zuversichtlich zu ver-
neinen. )

‘Wie auch immer, wir konnen es als eine Thatsache an-
erkennen, dass fiir die Entstehung der Mengenvorstellungen
(einige wenige vielleicht ausgenommen) und aller Zahlvor-
stellungen die zeitliche Succession ein unerlissliches psycho-
logisches Erfordernis bildet. Man ist daher ganz berechtigt,
wenn nicht alle, so doch fast alle Mengen und Zahlen als
Resultate von Processen, und sofern unser Wille hiebei be-
theiligt ist, als Resultate von Thitigkeiten, von Operationen
des Colligirens bzw. Zihlens zu bezeichnen.

Aber das ist auch Alles, was wir zugestehen kdnnen.
Nur dies eine und nicht mehr ist bewiesen, dass die Succession
in der Zeit eine unaufhebbare psychologische Vorbe-
dingung fiir die Bildung weitaus der meisten Zahlbegriffe

1) Vielleicht wundert sich mancher Leser, dass ich mich hier zwei-
{elnd ausdriicke, wo doch bestittizende Beispiele selbst fiir erheblich
grossere Anzahlen so leicht beizubringen seien. Thatsiichlich erfassen
wir z. B. im Dominospiel Gruppen von zehn bis zwolf Punkten in einem
Blick, ja wir agnosciren sogar ganz unmittelbar deren Zahl. Es ist in-
dessen wol zu beachten, dass in solchen Fillen weder von einem wirk-
Lchen' Colligiren noch von einem wirklichen Zshlen die Rede sein kann.
Mit der charakteristischen sinnlichen Erscheinung ist hier der Zahlname
direct associirt, und er wird nun durch sie ohne jede begriffliche Ver-
mittlung jederzeit zuriickgerufen. Bei so grossen Mengen ist, wie Jeder
erproben kann, eine directe und eigentliche Collection und Zghlung eine
Unmiglichkeit. Bei ganz kleinen Gruppen von zwei oder drei Objecten
ist. die Sache zweifelhaft, weil die successiven Auffassungen der Elemente
so schnell erfolgt sein konnten, dass sie selbst der geschirften Aufmerk-
samkeit entgehen mussten. Daher die vorsichtige Ausdrucksweise im
Text.
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und concreten Vielheiten — so gut wie aller complicirteren
Begriffe iiberhaupt — bildet. Sie haben ein zeitliches Werden,
und durch dieses erhilt jeder Bestandtheil des gewordenen
Ganzen eine andere zeitliche Bestimmtheit in unserer Vor-
stellung. Ist aber damit auch erwiesen, dass die zeitliche
Ordnung in den Inhalt jener Begriffe eingehe oder gar die
besondere Relation sei, welche die Mehrheiten als solche
anderen Zusammensetzungsbegriffen gegeniiber charakterisire ?
Hiufig genug begniigte man sich mit solch’ diirftigen Argu-
mentationen, ohne zu bedenken, dass die Zeit genau in gleicher
Weise fiir jedes hohere Denken die Grundlage bilde und
man z. B. mit eben demselben Rechte folgern konnte, die Be-
ziehung zwischen Praemissen und Schlusssatz sei identisch
mit ihrer zeitlichen Aufeinanderfolge. Indessen von dieser
offenbaren Unzutriglichkeit ist die Fassung, welche wir der
Zeit-Theorie fiir unsere Zwecke gaben, bereits befreit. Ihre
Behauptung geht nur dahin, dass der Fall des Inbegriffes (der
concreten Vielheit) vor demjenigen irgend eines anderen zu-
sammengesetzten Ganzen dadurch ausgezeichnet sei, dass bei
ihm blosse Succession der Theilinhalte vorliege, bei anderen
Ganzen jedoch tiberdies noch irgend welche andere Ver-
bindungen. Sie argumentirt also nicht schlechtweg: weil das
Zighlen zeitliche Succession der Vorstellungen erfordert, ist
die Zahl die zusammenfassende Form des Successiven in ab-
stracto; sondern sie meint auch zeigen zu konnen, dass die
zeitliche Aufeinanderfolge das einzig (Gemeinsame in allen
Fillen der Vielheit bilde und darum die Grundlage fiir die
Abstraction dieses Begriffes bilden miisse.

Aber auch so gefasst, konnen wir der Theorie nicht bei-
stimmen. Wire sie im Rechte, dann fehlte doch jeder ver-
stindliche Unterschied zwischen den Begriffen Vielheit und
Succession, die wol Niemand ernstlich identificiren wird.
‘Welchen Sinn hitte es denn sonst von einer Vielheit gleich-
zeitiger Inhalte zu sprechen? Die Entstehung des Begriffes
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der zeitlichen Coexistenz wiire von diesem Standpunkte aus
ein unfasshares Rétsel.

Und in gleicher Weise konnen wir iiberhaupt jeden irgend
erdenklichen Versuch, die Begriffe der Vielheit und Anzahl
durch den Hinweis auf die zeitliche Folge aufzuhellen, als
von vornherein aussichtslos bezeichnen. Folgende einfache
Betrachtung bringt dies zur Evidenz. Soll die zeitliche Folge
in welcher Form auch immer zum Inhalte der genannten Be-
griffe einen Beitrag leisten, dann wiirde es nicht geniigen,
dass sie in den zugehorigen concreten Fillen iiberall zu con-
statiren sei, sondern sie miisste auch wirklich in allen Fillen
den Gegenstand besonderer Beachtung bilden. Dies aber
trifft sicher nicht zu. Wir achten nicht immer auf die zeit-
lichen Beziehungen, und eben darum sind wir befihigt zu
unterscheiden zwischen einer Vielheit schlechthin und einer
Vielheit aufeinanderfolgender (oder gleichzeitiger) Inhalte.
Immer wieder ist dieser Fehler auf der einen Seite begangen,
auf der anderen geriigt worden; zeitlich succedirende Inhalte
wahrnehmen, heisst noch nicht, Inhalte als zeitlich succe-
dirende wahrnehmen, ein Satz, den wir auch in Betreff gleich-
zeitiger Inhalte gelegentlich (S. 20) betonen mussten. Von
besonderer Wichtigkeit aber ist es, zu beachten — und dies
ist ein Punkt, der in der Regel iibersehen wird — dass, selbst
wo wir auf ein zeitliches Folgen von Inhalten merken, keines-
wegs schon bestimmte Vielheiten herausgehoben sind. Dies
leisten erst gewisse zusammenfassende psychische Acte. Sie
iibersehen, heist eben das ausser Acht lassen, was die wahre
und alleinige Quelle des Begriffes der Vielheit, sowie der
Zahlbegriffe bildet. Beispiele mogen dies Alles verdeutlichen.

Die Uhr schligt ibr einférmiges Tik-Tak; ich hore die
einzelnen Schlige, aber es braucht mir nicht beizufallen, auf
ihre zeitliche Folge zu achten. Und selbst wenn ich darauf
achte, so ist damit noch nicht irgend eine Anzahl von Schligen
herausgehoben, durch ein zusammenfassendes Bemerken zu
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einem Inbegriff geeinigt. Oder ein anderes Beispiel: Dié
Augen schweifen nach verschiedenen Richtungen umber, bald
diesen, bald-jenen Gregenstand fixirend und solcherart nach-
einander mannigfaltige Vorstellungen anregend. Aber ein
besonderes Interesse ist notwendig, wenn die zeitliche Folge
fiir sich bemerkt werden soll. Und um alle oder einige der
bemerkten Gegenstinde fiir sich festzuhalten, auf einander zu
beziehen und in einen Inbegriff zusammenzufassen, dazu ge-
héren abermals besondere Interessen und besondere, auf diese
herausgehobenen Inhalte und keine anderen gerichtete Acte
des Bemerkens. Selbst wenn also die zeitliche Folge, in
welcher die Gegenstinde colligirt werden, stets beachtet
wiirde, bliebe sie immer noch unfihig, fiir sich allein die Ein-
heit des collectiven Ganzen zu begriinden.?) Da wir aber
nicht einmal zugestehen konnen, dass das zeitliche Nach-
einander auch nur als constanter und allezeit beachteter

1) Durch Uebersehen dieses Umstandes ist auch der neueste Zer-
gliederer des Zahlbegriffes, W, BRIX, in Irrthiimer verfallen, in seinem
psychologisch unhaltbaren Versuch, ,die Zahl der Zeitanschauung oder
Anzahl® als die zweite genetische Stufe in der Entwicklung des Zahl-
begriffes zu fassen, dessen erste durch ,die Zahl der Raumanschauung®
reprasentirt sein soll. (WUNDT, Philes. Studien V, S. 671 u. ff.) Aus
der Moglichkeit, die successive Setzung von Hinheiten beliebig weit fort-
zusetzen, zieht BRIX nimlich den sehr gewagten Schluss (a.a. O. S. 675),
dass auf solchem Wege beliebig grosse Zahlen gebildet werden konnten.
Aber das blosse Nacheinander der wiederholten Setzungen gewihrleistet
doch noch keine Synthesis, ohne welche die collective Einheit der Zahl
undenkbar ist. Eben an der Unfihigkeit des wirklichen Vollzuges solcher
Synthesis scheitert thatsichlich, wie wir noch erdrtern werden, jeder
Versuch, die hoheren Mengen und Zablen in eigentlicher Vorstellung zu
bilden. Durch einfachsten Versuch hitte sich BRIX davon iiberzeugen
kdnnen, dass schon neunzehn Einheitssetzungen von zwanzig nicht scharf
zu unterscheiden sind, es sei denn durch indirecte Mittel der Symboli-
sirung, welche fiir die wirklichen Synthesen surrogiren. Ohne die Mdg-
lichkeit solcher Unterscheidung kann aber natiirlich von einer wirklichen
Bildung der betreffenden Zahlen in Form von Folgen gesetzter Einheiten
nicht gesprochen werden.
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Bestandtheil in die Vorstellung eines jeden Inbegriffs ein-
gehe, so ist klar, dass es um so weniger in den entsprechen-
den Allgemeinbegriff (Vielbeit, Zahl) irgendwie eintreten
kann.

Mit vollem Recht sagt HERBART ): ,Die Zahl hat mit
der Zeit nicht mehr gemein, als hundert andere Vorstellungs-
arten, die auch nur allmilig konnten erzeugt werden®; und
ebenso drastisch als zutreffend driickt denselben Gedanken
BENEKE ?) aus: ,,Dass iliber dem Zihlen Zeit verfliesst, kann
keinen Beweis abgeben: denn woriiber verflisse wohl nicht
Zeit.*

Wiirde es sich blos darum handeln, das Phaenomen zu
beschreiben, welches vorliegt, wenn wir eine Vielheit vor-
stellen, dann miissten wir gewiss der zeitlichen Modificationen,
welche die einzelnen Inhalte erleiden, Erwéhnung thun, ob-
gleich sie in der Regel nicht besonders beachtet werden. Aber
abgesehen davon, dass ebendasselbe fiir jedes zusammengesetzte
Ganze gilt, so muss doch iiberhaupt unterschieden werden
zwischen dem Phaenomen als solchem und dem, wozu es uns
dient oder was es uns bedeutet; und demgemiss auch zwischen
der psychologischen Beschreibung eines Phaenomens und der
Angabe seiner Bedeutung. Das Phaenomen ist die Grund-
lage fiir die Bedeutung, nicht aber sie selbst. Ist ein Inbe-
griff von Gegenstinden A, B, C, D in unserer Vorstellung,
dann wird, mit Riicksicht auf den successiven Process, durch
welchen das Ganze entsteht, schliesslich vielleicht nur D als
Empfindungsvorstellung gegeben sein, die iibrigen Inhalte
aber bloss als Phantasievorstellungen in zeitlich und auch
sonst inhaltlich modificirter Weise. Gehen wir vmgekehrt
von D aus gegen A hin, dann ist das Phaenomen ein anderes.
Alle diese Unterschiede hebt die logische Bedeutung auf.

1) Psychologie als Wissenschaft. Konigsberg 1824, 1II, 162,
) System der Logik. Berlin 1842, I, 279.
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Die modificirten Inhalte dienen als Zeichen, als Vertreter fiir
die unmodificirt gewesenen. Indem wir die Inbegriffsvorstellung
bilden, achten wir nicht darauf, dass mit den Inhalten im
Fortgange des Colligirens Verinderungen vorgehen; wir
meinen sie wirklich festzuhalten und zu einigen, und so ist
denn der logische Inhalt jener Vorstellung nicht etwa D,
jingst vergangenes C, friiher vergangenes B, bis zu dem am
stirksten verinderten A, sondern nichts Anderes als (A, B,
C, D); die Vorstellung befasst jeden einzelnen der Inhalte
ohne Riicksicht auf die zeitlichen Unterschiede und die darauf
gegriindete zeitliche Anordnung.

Wir sehen also, die Zeit spielt fiir unsere Begriffe nur
die Rolle einer psychologischen Vorbedingung und dies
in doppelter Weise:

1) Es ist unerldsslich, dass die in der Vorstellung der
Vielheit bzw. Anzahl geeinigten Theilvorstellungen zugleich
in unserem Bewusstsein vorhanden sind.

2) Fast alle Vielheitsvorstellungen und jedenfalls alle
Zahlvorstellungen sind Resultate von Processen, sind aus
den Elementen successive. entstandene Ganze. Insofern
trigt jedes Element eine andere zeitliche Bestimmtheit
an sich.

Wir erkannten aber, dass weder die Gleichzeitigkeit,
noch die Aufeinanderfolge in der Zeit in den Inhalt der
Vielheits- und somit auch der Zahlvorstellungen irgendwie
eintreten.

Bekanntlich schien bereits ARISTOTELES Zeit und Zahl
in nahen Zusammenhang zu bringen, indem er definirte: die
Zeit ist die Zahl der Bewegung nach friither und spiter.
Indessen erst seit KANT ist es allgemeiner iiblich geworden,
die ,Anschauungsform‘ der Zeit als das Fundament des Zahl-
begriffes zu betonen. Gewiss geschah dies weit mehr zufolge
der Autoritit seines Namens als der Kraft seiner Argumen-
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tationen. Einen ernstlichen Versuch einer logischen oder
psychologischen Analyse des Zahlbegriffes finden wir bei KaNT
nicht. Hinheit, Vielbeit und Allheit bilden nach seiner
Metaphysik die Kategorien der Quantitit. Die Zahl ist das
transscendentale Schema der Quantitat. Ausfiihrlich spricht
sich KANT in der Kritik der reinen Vernunft?) folgendermassen
aus: ,Das reine Schema der Grdsse aber (quantitatis), als
eines Begriffes des Verstandes ist die Zahl, welche eine Vor-
stellung ist, die die successive Addition von Einem zu Einem
(gleichartigen) zusammenbefasst; also ist die Zahl nichts
Anderes als die Einheit der Synthesis des Mannigfaltigen
einer gleichartigen Anschauung iiberhaupt, dadurch dass ich
die Zeit selbst in der Apprehension der Anschauung er-
zeuge‘.

Die Stelle ist dunkel und will sich auch nicht recht mit
den Erklirungen, welche KANT von der Function des Schema
giebt, zusammenreimen. Diese selbst sind freilich nicht gerade
uniform. So sagt er:?) ,,Wir wollen diese formale und reine
Bedingung der Sinnlichkeit, auf welche der Verstandesbegriff
in seinem Gebrauch restringirt ist, das Schema dieses Ver-
standesbegriffes . . . nennen. Hingegen heisst es einige Zeilen
weiter: ,,Die Vorstellung .. von einem allgemeinen Verfahren
der Einbildungskraft, einem Begriff sein Bild zu verschaffen,
nepne ich das Schema zu diesem Begriffe®.

Uebertriigen wir diese letztere Bestimmung auf das Schema
der Quantitit, dann miissten wir sagen: die Zahl ist die Vor-
stellung von einem allgemeinen Verfahren der Einbildungs-
kraft, dem Begriff der Quantitdt sein Bild zu verschaffen.
Indessen mit diesem Verfahren kann doch nur das Zihlen
gemeint sein. Ist es aber nicht klar, dass ,Zahl‘ und
, Vorstellung des Zihlens’ nicht dasselbe ist? Es ist ferner

1) KANT's simmtliche Werke herausgegeben von Hartenstein III,
8. 144.
?) a. a. 0, S. 142,
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nicht eben leicht einzusehen, wie wir a priori, von der Kate-
gorie der Quantitit aus, vermittelst der Zeitvorstellung (als
des gemeinsamen Schema aller Kategorien) zu den einzelnen
bestimmten Zahlbegriffen gelangen sollten; und noch weniger
leuchtet die Notwendigkeit ein, die uns bestimmt, einer
concreten Vielheit eine gewisse und stets dieselbe Zahl zuzu-
schreiben, die eben, von welcher wir sagen, sie komme ihr zu.
Die Lehre vom Schematismus der reinen Verstandeshegriffe
scheint hier, wie auch sonst, den Zweck zu verfehlen, fiir den
sie besonders gescbaffen wurde.

Wir konnen davon absehen, die Philosophen, welche
nach KANT den Zahlbegriff auf die Vorstellung der Zeit griin-
deten, aufzuzihlen. Anhinger des extremen Empirismus, wie
z. B. ALEXANDER BAIN?) beriihren sich hier mit denjenigen
des Kant’schcn Apriorismus. Von mathematischer Seite seien
hier zwei berithmte Namen erwihnt. S1IR W. RowAN HAMILTON
nennt die Algebra geradezu ,the science of pure time®, auch
,,the science of order in progression®. ?) In Deutschland ist
es H. von HELMHQLTZ, welcher in seiner Abhandlung , Ueber
Zzhlen und Messen® %) denselben Standpunkt vertritt. Wir
werden noch spiter Anlass finden, uns mit dieser Abhand-
lung griindlich zu beschiftigen. %)

Schliesslich sei noch bemerkt, dass die meisten unter den
Forschern, welche fiir die Entwicklung der Zahlbegriffe, sowie
der Grundsitze der Arithmetik die Vorstellung der Reihe
statt der der Menge zu Grunde legten, durch die Zeit-Theorie
wesentlich beeinflusst waren,

1) BAIN, Logic. Part. IL. p. 201, 203. Man vgl. die treffende Kritik
der BAiN'schen Lehren in S16wART’s Logik. II, 8. 39 ff.

?) Vgl. H. HANKEL, Theorie der complexen Zahlensysteme S, 17.

%) Philosophische Aufsitze. EDUARD ZELLER zu seinem fiinfzig-
jéhrigen Doctor-Jubildum gewidmet. 1887.

%) Vgl. den Anhang zum I. Theile d. W.



32 Capitel II. Kritische Entwicklungen.

Die collective und die riiumliche Synthesis.

A. F. A. Laxee’s Theorie. Wéhrend KANT die Zahl in
eine enge Beziehung zur Zeitvorstellung setzte, meint F. A. LANGE,
dass Alles, was bei jenem die Zeit leiste, weit einfacher und
sicherer aus der Raumvorstellung abgeleitet werden
konne. ,,Schon BAUMANNY, sagt er,?) ,hat gezeigt, dass die
Zahl weit besser mit der Raumvorstellung als mit derjenigen
der Zeit in Einklang stehe. . . . Die iltesten Ausdriicke fiir
die Zahlworter bezeichnen, soweit wir ihren Sinn kennen,
iiberall Gegenstinde im Raum mit bestimmten Eigenschaften,
welche der Zahl entsprechen, so z. B. Viereckiges der Zahl
vier. Wir sehen daraus auch, dass die Zahl urspriinglich nicht
etwa durch systematisches Hinzufiigen von Einem zu Einem
entsteht, sondern dass jede der kleineren, dem spiter ent-
stehenden System zu Grunde liegenden Zahlen durch einen
besonderen Act der Synthesis der Anschauungen gebildet
wird, worauf dann erst spiterhin die Bezichungen der Zahlen
zu einander, die Moglichkeit des Addirens u. s. w. erkannt
werden‘‘.

,,Bs ist der Raumvorstellung eigen, dass sich innerhalb
der grossen, allumfassenden Synthesis des Mannigfaltigen mit
Leichtigkeit und Sicherheit kleinere Einheiten der verschieden-
sten Arten aussondern lassen. Der Raum ist daher das Ur-
bild nicht nur der continuirlichen sondern auch der discreten
Grossen, und zu diesen gehdrt die Zahl, wihrend wir die Zeit
kaum anders [wie] als Continuum denken konnen. Zu den
Eigenschaften des Raumes gehoren ferner nicht nur die Ver-
héltnisse, welche zwischen den Linien und Flichen geome-
trischer Figuren stattfinden, sondern nicht minder die Ver-
héltnisse der Ordnung und Stellung discreter Grossen.
‘Werden solche discrete Grossen als unter sich gleichartig

1) Logische Studien. 1877. S. 140.
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betrachtet und durch einen neuen Act der Synthesis zu-
sammengefasst, so entsteht die Zahl als Summe¥.?)

sJeden Zahlbegriff erhalten wir“, sagt LANGE an einem
anderen Orte, ) ,,urspriinglich als das sinnlich bestimmte Bild
einer Gruppe von Gegenstinden, seien es auch nur ubsere
Finger oder die Knopfe und Kugeln einer Zihlmaschine.

Unsere Kritik wird nicht erst weit nach Anhaltspunkten
suchen miissen. Besonderen Anstoss erregt das letzte Citat;
denn der uns wolbekannte Allgemeinbegriff der Zahl er-
scheint hier als ein individuelles Phaenomen, als das sinnlich
bestimmte Bild einer Gruppe von Raumdingen. Indessen
mag hier wol nur eine ungenaue Ausdrucksweise vorliegen;
die Meinung geht wahrscheinlich dahin, dass die Zahl etwas
in der Weise einer sinnlichen Eigenschaft an derartigen
‘Gruppen Bemerkbares und durch Abstraction Herauszuheben-
des ist. Es tritt hier deutlich der Einfluss J. ST. MILL’s
hervor, welcher, wie wir oben®) horten, die Zahl als eine
sinnliche Eigenschaft betrachtet, die er in eine Parallele setzt
mit der Farbigkeit, Wigbarkeit u. s. w. - W&hrend aber MiLL
Huf eine weitere Erklirung des Zahlunterschiedes ausdriicklich
Verzicht leistet, indem er ihn, wie es scheint, als etwas Letztes,
nicht weiter Definirbares betrachtet — genau so wie eben
.den Unterschied der Farbe oder des Gewichtes — glaubt
LANGE dessen Quelle in der Natur und den Eigenschaften
der Raumvorstellung nachweisen zu konnen. Die Synthesis,
auf welche der Begriff der Zahl sich griindet (in unserer
Ausdrucksweise die ,collective Verbindung’), ist ihm eine
Synthesis rdumlicher Anschauungen. Ganz in derselben Art
wie die Geeometrie soll demgemiss die Arithmetik auf rium-
licher Anschauung beruhen. Eigenthiimlichkeiten dieser letz-
teren sollen es sein, welche die einleuchtende Wahrheit der

) Logische Studien. 1877. S. 141.
2) Geschichte des Materialismus II3, 26.
%) Vgl die Citate S. 11.
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 3
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arithmetischen Axiome und den ihnen innewohnenden Cha-
rakter absoluter Notwendigkeit begriinden.?)

Diese Theorie iberrascht durch die Kiihnheit, mit der
sie dem klaren Zeugniss der inneren Erfahrung Trotz bietet.
Sind denn bloss rdumlich vertheilte Inhalte zdhlbar, wird man
sofort fragen? Sprechen wir nicht z. B. von vier Cardinal-
tugenden, von zwei Praemissen eines Schlusses? Welche
riumliche Stellung oder Ordnung ist bei irgend welchen
psychischen Acten oder Zustinden, indem wir sie ziihlen,
die Grundlage der Zahlbezeichnung?

Vor diesem Einwande wiirde LANGE freilich nicht zuriick-
schrecken; fithrt er doch nicht bloss das mathematische,
sondern alles logische Denken auf Raumanschanung zuriick,
alles Psychische ist ihm localisirt. Es ist hier nicht der Ort,
diese eigenthiimliche Ansicht, welche mir g#nzlich haltlos
erscheint, einer umfassenden Kritik zu unterwerfen. Nur die-
jenigen Punkte sollen hervorgehoben werden, die speciell die
arithmetischen Probleme betreffen.

Selbst wenn wir die LiaNGE’sche Grundansicht zugiben,
wire in Beziehung auf die Raumvorstellung nicht mehr be-
wiesen, als friiher in Beziehung auf die Zeitvorstellung zuge-
standen ward; sie wiirde eine unaufhebbare psychologische
Vorbedingung fiir die Entstehung des Zahlbegriffes bilden,
aber dies nicht mehr und nicht anders als fiir die Entstehung
aller anderen Begriffe. Kime aber auch allen Inhalten, die
wir denkend verbinden, riumliche Bestimmtheit zu, so bliebe
es immer noch zweierlei: rdumlich bestimmte Inhalte vor-
stellen und Inhalte nach ihren rdumlichen Bestimmtheiten
vorstellen. Allerdings ist hiemit noch nicht ausgemacht, ob:
nicht trotzdem die Raumvorstellung fiir den Inhalt des.
‘Zahlbegriffes einen besonderen Beitrag leiste. Man sieht
leicht, dass dies nicht der Fall ist. Vergegenwirtigen wir:

1) Logische Studien S. 140.
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uns an irgend welchem Beispiele, wie wir rdumliche Objecte
collectivisch zusammenfassen oder zihlen. Achten wir da
stets und notwendig auf die Verhiltnisse der Stellung und
Ordnung? Gewiss nicht. Unendlich viele Stellungen und
Ordnungen giebt es, die Zahl aber bleibt unveriindert.
Zwei Aepfel bleiben zwei Aepfel, ob wir sie nihern oder
entfernen, ob wir sie nach rechts verschiebhen oder nach
links, nach oben oder nach unten. Die Zahl hat eben mit
der riumlichen Lage nichts zu thun. MOgen immerhin die
Relationen der Stellung und Ordnung bei der Vorstellung
einer Vielheit von Raumgegenstinden im Phaenomen impli-
cite mitvorgestellt sein; sicher ist es, dass sie bei der
Zusammenfassung und Zihlung nicht die Objecte des aus-
sondernden und den Inhalt des Zahlbegriffes bestimmenden
Interesses bilden.

Laxge betont aber nicht bloss die r#umliche Natur
der geziihlten Inhalte und deren r#umliche Beziechungen;
es miissen nach ihm, damit die Zahlvorstellung entstehe,
die einzelnen Inhalte auch als unter sich gleichartig be-
trachtet und durch einen besonderen Act der Synthesis
einheitlich zusammengefasst werden. Den ersten Theil der
Behauptung lassen wir dahingestellt; die Frage, ob mit
dem Zihlen notwendig ein Vergleichen Hand in Hand
gehe, soll spéterhin genauer erwogen werden. Wichtiger
ist fiir uns der zweite Punkt, nimlich der Hinweis auf be-
sondere Acte der Synthesis, durch welche die Zahlvor-
stellungen zu Stande kommen. LANGE scheint es also selbst
gefiihlt zu haben, dass die ,allumfassende Synthesis“ des
Raumes, mit anderen Worten, dass die riumlichen Beziehungen
oder Verbindungen nicht hinreichen, um die Einigung der
gezihlten Inhalte in der Zahl zu charakterisiren. Gleichwol
ist er von einer klaren Einsicht so weit entfernt, dass er
wiederholt die Raumvorstellung als das ,,Urbild aller Syn-

thesis* und im Besonderen als das ,,Urbild der discreten
3*
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Grossen‘* (und zu diesen gehore die Zahl) bezeichnet. Die
Unklarheit des Gedankens verriit sich schon an der Ver-
schwommenheit der Ausdriicke. Was soll dieser eigenthiim-
liche Ausdruck ,,Urbild“ besagen? Es muss wol eine Art
bildlicher Aehnlichkeit gemeint sein. Wie soll aber eine
bildliche Aehnlichkeit vorhanden sein zwischen der Synthesis
der ,,discreten Grossen® (also Vielheit und Zahl), welche in
einem einigenden psychischen A cte besteht, und der Syn-
thesis der Raumvorstellung, welche die Verbindung von
Theilen einer Anschauung, also cine Verbindung im Vor-
stellungsinhalte ist?

LaNGE's Ansicht wird uns etwas verstiindlicher, wenn
wir den Zusammenhang beachten, in welchem die citirten
Stellen sich befinden. Er streift die Fragen nach der Ent-
stehung und dem Inhalt der Zahlvorstellungen bei Gelegen-
heit ausgedehnter metaphysischer Betrachtungen iiber den
von KANT eingefithrten ,iiusserst folgenreichen Begriff der
Synthesis¢. Einige Bemerkungen iiber die KANT’sche Lehre
von der Synthesis, an welche LANGE ankniipft, diirften hier
am Platze sein, zumal sie auch fiir die von uns angestrebte
Charakteristik der collectiven Synthesis von Interesse ist.

Den Terminus Synthesis (Verbindung) gebraucht KanT
in einem doppelten Sinne: erstens in dem Sinne der Einheit
der Theile eines Ganzen, sei es der Theile einer Ausdehnung,
sei es der Eigenschaften eines Dinges, sei es der Einheiten einer
Zahl u. s. w.; zweitens in dem Sinne der geistigen Thiitigkeit
(,, Verstandeshandlung®) des Verbindens. Es handelt sich hier
um eine Aequivocation durch Uebertragung; denn beide Be-
deutungen stehen bei KANT dadurch in enger Beziehung,
dass nach seiner Ansicht ein jedes Ganze, welcher Art es
auch immer sei, ein durch die Selbstthitigkeit des Geistes
aus seinen Theilen Gewordenes ist. Synthesis bedeutet ihm also
zugleich das Verbinden (den Beziehungsact) und das Resultat
des Verbindens (den Beziehungsinhalt). Indem er nun beide
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Bedeutungen vermengt, gelangt er dazu, die Verbindung iiber-
haupt, auch dort, wo nur eine Verbindung in dem Sinne eines
primiren Vorstellungsinhaltes gemeint sein konnte, geradezu
als ,,Actus der Selbstthiitigkeit®, als ,Verrichtung des Ver-
standes® zu bezeichnen.?) Dadurch wird auch KANT’s eigen-
thiimliche Ansicht iiber die Entstehung der Vorstellung der Ver-
bindung verstindlich. Besteht alle Verbindung nur durch ver-
bindende Acte, und liegt nur in ihnen deren Einheit, dann kann
selbstredend die Vorstellung der Verbindung nur erlangt sein
durch Reflexion auf solche Acte. Dies ist denn auch KaNT’s
Meinung. Freilich driicken wir uns gewohnlich so aus, als kéimen
die Beziehungen und Verbindungen den Objecten selbst zu, als
wiirde es sich bei den Relationen nicht anders als bei den
absoluten Inhalten nur um ein passives Aufnehmen und Be-
merken handeln. Nach KANT wire dies nur Schein. Er
sagt ausdriicklich: ,,Verbindung liegt nicht in den Gegen-
stinden und kann von ihnen nicht etwa durch Wahrnehmung
entlehnt und in den Verstand dadurch allererst aufgenommen
werden, sondern ist allein eine Verrichtung des Verstandes,
der selbst nichts weiter ist, als das Vermdgen a priori zu
verbinden. . . . ?) Und ebenso heisst es an einer anderen
Stelle, ,,dass wir uns nichts als im Objecte verbunden vor-
stellen konnen, ohne es vorher selbst verbunden zu haben
und unter allen Vorstellungen die Verbindung die einzige
ist, die nicht durch Objecte gegeben, sondern nur vom Sub-
jecte verrichtet werden kann, weil sie ein Actus der Selbst-
thitigkeit ist®. 3)

Von dieser KaNT'schen Lehre geht LaANGE aus. Die
oben erwidhnte Aequivocation im Begriffe Synthesis hat er
nicht beseitigt, und sie trug ohne Zweifel zu den vielfachen

1) Man vgl. das weiter unten folgende Citat.

?) Kritik d. r. V. § 16 d. 2. Auflage. S. W. IIL. Bd. S. 117 der
Hartenstein’schen Ausgabe.

%) Ebendaselbst § 15 S. 114
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Unklarheiten seiner eigenen Aufstellungen wesentlich bei. So
spricht er einerseits von synthetischen Begriffen, von der Syn-
thesis der Raumvorstellung u. dgl., andererseits von der Syn-
thesis als einem ,schaffenden Acte unseres Geistes”, von
besonderen Acten der Synthesis der Anschauungen, welche
die Zahlvorstellungen liefern!) u. s. w. In anderer Hinsicht
weicht er aber nicht unerheblich von KAxT’s Auffassung ab,
wonach der Begriff der Synthesis nicht durch Analyse und
Abstraction aus den primiren Inhalten, sondern nur im
Hinblick auf die Verstandeshandlung des Verbindens ge-
wonnen werde. LANGE gieng vielleicht von der Be-
obachtung aus, dass diese Ansicht mit der Erfahrung in
gewissem Widerspruch stehe. Bei den meisten zusammen-
gesetzten Vorstellungen bemerken wir, wenn sie uns analysirt
gegeben sind, sehr wol die Verbindung ihrer Theilinhalte
aber nicht das Mindeste von einer zusammensetzenden, jene
inhaltliche Verbundenheit erst schaffenden Thitigkeit. Z. B.
die Verbindung der Farbe und der Ausdehnung eines Dinges
ist nicht und implicirt auch nicht die Vorstellung einer
psychischen Activitit, sondern ist etwas der Anschauung selbst
Angehoériges und in ihr Bemerkbares. Dasselbe gilt bei
den Relationen des Abstandes, der Richtung u. s. w. Wollte
LANGE nun gleichwol den KaANT’schen Gedanken, dass jede
Verbindung auf einer verbindenden Thitigkeit beruhe, fest-
halten, dann blieb nur die Annahme iibrig, dass in solchen
Fillen die verbindende Thitigkeit, obwol wir von ihr nichts
wahrnehmen, doch vorhanden sei, dass sie also eine unbewusste
sei, wihrend das, was sie schopferisch bewirke, die Vor-

) Vgl. neben den obigen Citaten die Gesch. d. Materialism. IT. Bd.
S. 119—121 4. 8. Aufl. In den Log. Studien S. 136 erklirt er, wir
bitten ,in diesem Ausdruck [Synthesis] zunichst nicht viel mehr als eine
Fixirung der Thatsache, dass sich in allen unseren’ Vorstellungen Einheit
und Mannigfaltigkeit findet . . . Wenige Zeilen spiter ist aber von der
Thatsache der Synthesis als von einem ,Vorgange’ die Rede, ,durch
welchen wir als Subject erst entstehen“.
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stellung der Verbindung in unser Bewusstsein falle. Jeden-
falls ist dies der Weg, den LANGE einschligt; und er verfolgt
ihn bis in’s Extrem. Die Vorstellung der Verbindung gewinnen
wir nach ihm, sowie jede andere Vorstellung, durch Analyse
und Abstraction aus den primiren Inhalten. Was aber die
von KANT ausschliesslich und einseitig betonten synthetischen
Acte anbetrifft, durch welche die inhaltlichen Verbindungen
erst geschaffen sein sollen, so werden sie in den transscenden-
talen Hintergrund des Lebens verlegt, der dem Bewusst-
sein vorhergeht, weshalb sie natiirlich zur Entstehung des
Begriffes der Verbindung nichts beitragen kdnnen.

Wie KaANT verfolgt hier auch LANGE hauptsichlich meta-
physische Tendenzen. Das Bewusstsein selbst und damit Sub-
jectivitit soll aus den unbewussten Eindriicken erst durch
einen Vorgang hochster Synthesis entstehen. So ist die Ein-
heit des Bewusstseins erkldrt. Thr correspondirt nun als
hichste Synthesis des Bewusstseinsinhaltes die ,,allumfassende
Synthesis“ der Raumvorstellung; denn ,,der Raum ist die Form
aller Objecte® (p. 148). Wie fernerhin jene oberste Synthesis
in dem Ganzen der Raumvorstellung, so objectivirt sich jeder
einzelne synthetische Act in anschaulichen Synthesen von
Raumbildern. Alle Verbindung ist also im Grunde ge-
nommen riumliche Verbindung und Beziehung. - ,In der
Raumvorstellung sagt LANGE ausdriicklich, ,finden wir die
Anschauung zu den Begriffen des Zusammenhanges und der
Trennung, der Aequivalenz und der Verhiltnisse eines Ganzen
zu seinen Theilen, eines Dinges zu seinen Eigenschaften®. 1)
Daber ist alles logische und mathematische Denken ein Denken
in Raumbildern; daher ist inshesondere ,der Raum iiberall
der Ursprung alles Apriorischen. In der That handelt es
sich in den apriorischen Wissenschaiten (der formalen Logik
und Mathematik) jederzeit um ein Fortschreiten innerhalb

- 1) Log. Stud. S. 148,



40 Capitel II. Kritische Entwicklungen.

einer Kette in sich zusammenhingender Relationen. Jedes
Axiom beurtheilt Verhiltnisse zwischen Verhiiltnissen. Wenn
nun der Raum auch in dem Sinne Form allen Inhaltes ist,
dass nicht bloss kein absoluter Inhalt, sondern auch kein Re-
lationsinhalt denkbar ist, der nicht in den Eigenschaften der
Raumvorstellung, in ibren Beziehungen und Verbindungen
seine Anschauvungsgrundlage hétte, dann intervenirt freilich
bei einer jeden apriorischen Erkenntnis die Raumvorstellung
als unentbehrliche Vermittlerin.

Nach alledem versteht man die eigenthiimlichen Ausdriicke
Laneg’s, der Raum sei das Urbild aller Synthesis und im
Besonderen das Urbild der Zahlen; man versteht, welch
bedeutsame Rolle der Raumvorstellung nicht bloss fiir die Ent-
stehung der Zahlvorstellungen, sondern auch fiir die ganze
philosophische Theorie der arithmetischen Wissenschaft als
einer apriorischen und somit auf Raumanschauung begriin-
deten zugedacht ist.

Absichtlich bin ich viel tiefer, als es fiir unsere aller-
nichsten Zwecke erforderlich war, auf die Darlegung der
Ansichten LANGE’s eingegangen. Die nun folgende Kritik
widerlegt, obschon sie ausschliesslich auf die uns hier allein
interessirenden Punkte reflectirt, auch die LANGE’sche Theorie
der arithmetischen Erkenntnis, eine Theorie, die bekanntlich
Schule gemacht hat und mit Riicksicht auf die weiteren Ziele
unserer Untersuchungen nicht iibergangen werden konnte.

Die Lehre von der Synthesis, die wir eben kennen ge-
lernt haben, ist unhaltbar und beruht auf wesentlichen Mis-
verstindnissen. KANT iibersah, dass viele inhaltliche Ver-
bindungen uns gegeben sind, bei denen von einer synthetischen,
die inhaltliche Verbundenheit schaffenden Thitigkeit nichts
zu merken ist. LANGE wieder nimmt gar keine Riicksicht
auf diejenigen Fille, wo zusammengesetzte Vorstellungen
ihre Binheit einzig und allein synthetischen Acten verdanken,
wihrend im prim#iren Inhalte eine Verbindung nicht vor-
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handen ist oder nicht in Betracht kommt. Nach ihm soll
alle Verbindung im Inhalte und zwar vermdge der allen In-
halt umspannenden Raumform statthaben. Dies ist falsch.
Gerade die Begriffe Vielheit und Zahl widerstreben dieser
Auffassung. Die Verbindung der colligirten Inhalte in der
Vielheit, der gezdhlten in der Zahl ist nicht eine riumliche
Verbindung, so wenig sie als eine zeitliche (und wie wir so-
gleich hinzufiigen konnen, so wenig sie als eine andere Ver-
bindung im priméiren Inhalte) aufgefasst werden kann. Ist
der Raum allumfassende Form, dann einigt er nicht bloss
die eben gezihlten, sondern diese mit allen iiberhaupt vor-
handenen Inhalten. Was macht aber z B. die besondere
Einheit der gerade gebildeten Collection von fiinf Dingen
aus, um derentwillen ihrer eben fiinf sind? TUnd mogen die
Verkniipfungen dieser fiinf Dinge sein welche auch immer —
konnen wir nicht im nichsten Moment von denselben bloss
zwel, drei oder vier durch einen einigenden Act des Interesses
herausheben, ohne die factisch vorhandenen inhaltlichen Ver-
bindungen (z. B. Abstéinde, physische Verbindungen oder dgl.)
im geringsten zu tangiren?

Man sieht, dass die Synthesis unserer Begriffe nicht im
Inhalte, sondern nur in gewissen synthetischen Acten liegen
und daher auch nur in Reflexion auf sie bemerkt werden
kann. LANGE selbst muss dies wol gefiihlt haben, da er auf
besondere Acte der Synthesis der Anschauungen Gewicht
legt. Aber wie reimt sich dies mit seinen sonstigen Lehren?
Diese Acte sind doch nicht als etwas Riumliches zu fassen.
Es wire jedenfalls eine pure Absurditit, solches anzunehmen.

So ist es klar, dass weder die Zahlbegriffe noch die Zahl-
verhiltnisse, geschweige denn die ganze Arithmetik mit der
Raumvorstellung etwas zu schaffen haben. Der Satz, der
Raum sei das Urbild der Zahlen, hat, wie wir ihn auch drehen
und wenden mogen, keine Bedeutung. Weder hat es Sinn,
von einer bildlichen Gleichheit zu sprechen, da auf der einen
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Seite eine Synthesis im Inhalte, auf der andern eine active
Synthesis besteht, noch hat es einen Sinn, im Raume die
Anschauungsgrundlage fiir die Zahlvorstellungen und Zahl-
relationen zu suchen.

Schliesslich miissen wir auch noch fragen, woher wir den
Begriff synthetischer Acte nehmen sollen, mit dem auch
LANGE so viel operirt, wenn alle synthetische Thétigkeit in
das unbewusste Jenseits, deren Resultat aber, die Vorstellung
der Verbindung, in den primiren Bewusstseinsinhalt verlegt
wird, aus dem wirihn einfach durch Analyse und Abstraction
entnehmen. Es ist dabei auch hervorzuheben, dass die ganze
bei LANGE wie bei KANT zu Grunde liegende Anschauung,
wonach ein Relationsinhalt Resultat eines Relationsactes
sei, psychologisch unhaltbar ist. Die innere Erfahrung —
und diese allein ist hier entscheidend -— lehrt nichts von
solchen schopferischen Processen. Unsere Geistesthitigkeit
macht nicht die Relationen; sie sind einfach da und werden
bei gehdriger Richtung des Interesses bemerkt so gut als
irgend welche andere Inhalte.”) Im eigentlichen Sinne schépfe-
rische Acte, welche als ein von ihnen verschiedenes Resul-
tat irgend einen neuen Inhalt schaffen, sind psychologische
Undinge. Freilich unterscheidet man ganz allgemein die be-
zichende Greistesthdtigkeit von der Beziehung selbst (das
Vergleichen von der Gleichheit u. s. f.). Aber wo man solcher
Art von beziehender Thitigkeit spricht, versteht man darunter
entweder das Auffassen des Relationsinhaltes; oder das die
Bezichungspunkte heraushebende und umfassende Interesse,
die unerlissliche Vorbedingung dafiir, dass die jene Inhalte
verbindenden Relationen bemerkbar wiirden. Aber wie auch
immer, man wird nie behaupten konnen, dass der betreffende
Act seinen Inhalt schopferisch erzeuge.

Vielleicht antwortet man uns gerade durch den Hinweis

1) Vgl Stumpf, Tonpsychologie I, S. 104 u. f.
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auf die synthetischen Acte, die wir oben bei den Zahlvor-
stellungen constatirt haben, und welche, wie wir noch sehen
werden, identisch sind mit unseren ,collectiven’ Verbin-
dungen. Bei ihnen sei es doch der Act allein, der die Ver-
bindung schaffe. — In gewissem Sinne ist dies wol richtig.
Die Verbindung besteht ndmlich einzig und allein in dem
einigenden Acte selbst und somit auch die Vorstellung der
Verbindung in der Vorstellung des Actes. Nicht aber besteht
neben dem Acte ein von ihm selbst verschiedener Beziehungs-
inhalt als dessen schépferisches Resultat, wie es die von uns
bekimpfte Ansicht iiberall voraussetzt.?)

Nur ein Argument haben wir noch nicht beriicksichtigt,
nimlich dass die #ltesten Ausdriicke fiir die Zahlworter auf
Gegenstinde im Raume hinweisen mit Eigenschaften, welche
der Zahl entsprechen. Es wire sehr gewagt, daraus zu
schliessen, dass der menschliche Intellect bei aller Zihlung
notwendig auf Riumlichkeit eingeschrinkt war, nachdem
andere Erklirungen so nahe liegen. Die Menschen fanden
eben auf den primitiveren Culturstufen nur Anlisse, Gruppen
von Raumobjecten zu zihlen, und so mochte ihr Zahlbegriff
mit dem iibereinstimmen, den wir jetzt nur durch den zu-
sammengesetzten Namen ,Anzahl von Raumobjecten’ bezeichnen
kénnen. Die fortgeschrittenere Cultur iibernahm die alten
Worte, deren Bedeutung sich aber inzwischen auf dem Wege
metaphorischer Uebertragung weit iiber das riumliche Gebiet

) Die hier geriigten Irrthiimer filhrten LANGE zu sonderbaren Con-
sequenzen. In der Raumvorstellung soll der Ursprung der Kategorien
liegen; seine REigenschaften bilden die ,Norm unserer Verstandes-
functionen® u. s. w. ,So zeigt sich¥ fasst LANGE schliesslich zu-
sammen (2. a. 0. S. 149), ,die Raumvorstellung mit ihren fiir unseren
Verstand constitutiven Eigenschaften aly die bleibende und
bestimmende Urform unseres geistigen Wesens, als das wahre objective
Gegenbild unseres transscendentalen Ich“. So wie man sich bemiiht,
mit diesen Sitzen einen klaren Sinn zu verbinden, zerfliessen sie in
nichts.
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hinaus erweitert hatte. Wie die meisten Begriffe haben eben
auch die Zahlbegriffe eine historische Entwicklung durch-
gemacht.

B. BauMANN’s Theorie. Analoge Irrthiimer in Be-
ziehung auf das Wesen der Zahlbegriffe finden sich auch bei
BAUMANN, von welchem LANGE in seiner Theorie der arith-
metischen Begriffe und Erkenntnisse nicht wunbetriichtlich
beeinflusst war. BAUMANN macht den Antheil unserer psy-
chischen Activitit an der Bildung der Zahlbegriffe wiederholt
und lebhaft geltend. Er sagt z. B. ,,Die Zusammenfassung von
1,1, 1 in drei ist ein neuer Act des Geistes, keinem verstindlich,
der ihn nicht machen kann, d. h. das blosse Sehen von
einem und einem und einem Ding giebt noch nicht die 3zahl,
sondern diese neue Zusammenfassung will erst gemacht
sein.“ 1) So entspringen die arithmetischen Begriffe iiberhaupt,
die der Zahlen wie die der Rechnungsoperationen, durch ein
»geistiges Thun, welches sich nur in innerer Anschauung er-
regen und ergreifen ldsst.?) Wihrend wir so in uns
,rein geistige Vorstellungen der Mathematik* erzeugen, soll
auf der anderen Seite die Hussere Erfahrung ,das Mathe-
matische unabhiingig von unserem Geiste in sich tragen und
dieses unverkennbar darbieten®, *) ein Umstand, durch welchen
BauMANN die Anwendbarkeit der Mathematik auf die Aussen-
welt erklirt. Im Besonderen heisst es beziiglich der Zahl,
sie sel ,im Raume so gut und noch mehr enthalten als in
der Zeit“. , Wir finden die Zahl wieder in der #Husseren
Welt, wenden sie nach ihren Andeutungen an und sie bewiihrt
sich praktisch d. h. durch den Erfolg der Berechnung. Sie

') BAUMANN, Die Lehre von Raum, Zeit und Mathematik in der
neueren Philosophie. Berlin 1869, II, 571.

% a. a. 0. S, 669.

3 a. a. O. 8. 675.
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ist so mit dem Raume zusammen und iiberall mit ihm; daher
die Geometrie auch auf arithmetische Ausdriicke gebracht
wird“.?) Auf die letzteren Citate hat LANGE ausdriicklich
Bezug genommen. ?)

Dem ,Mathematischen in uns® entspricht also nach
BAUMANN ein Mathematisches ausser uns, dieses wird durch
jenes erkannt ganz im Einklange mit dem uralten Spruche
des EMPEDOCLES: ,,Gleiches wird durch Gleiches erkannt.
So weit diese Theorie die Zahlen betrifft, und dies allein
geht uns hier' an, fusst sie auf einer irrthiimlichen Auffassung
des Abstractionsprocesses, welcher diese Begriffe liefert. Ge-
wiss hat BAUMANN Wahres im Auge, indem er das innere
Thun bei der Zahlenconception so kriftig hervorhebt. Es ist
unzweifelhaft, dass es sich bei der Bildung von Zahlen, wie auch
von Vielheiten in concreto, nicht um ein passives Aufnehmen
oder ein bloss heraushebendes Bemerken eines Inhaltes handelt;
wenn irgendwo, so liegen hier spontane Thitigkeiten vor, die
wir an die Inhalte kniipfen. Je nach Willkiir und Interesse
konnen wir gesonderte Inhalte zusammenfassen, von den eben
zusammengefassten wiederum Inhalte fortlassen oder neue
hinzufiigen. Ein einheitliches, die simmtlichen Inhalte um-
spannendes und sie verkniipfendes Interesse und zugleich mit
und in ihm (in jener gegenseitigen Durchdringung, die psy-
chischen Acten eigen ist) ein Act einheitlicher Auffassung
hebt die Inhalte heraus, und das intentionale Object dieses
Actes ist eben die Vorstellung der Vielheit oder des Inbe-
griffs jener Inhalte. In dieser Weise sind die Inhalte zugleich
und zusammen gegenwirtig, sind sie Eins, und mit Reflexion
auf diese Einigung gesonderter Inhalte durch jenen complexen
psychischen Act entstehen die Allgemeinbegriffe Vielheit
und bestimmte Zahl.

) a, a. O. 1I, 668—71, 675,
%) Log. Stud. S. 140.
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Entspricht nun dies alles der Wahrheit, dann ist es klar,
dass BAUMANN von richtigen Bemerkungen ausgeht, aber mit
unhaltharen endet. Einerseits sollen die Zahlen in gewisser
Art rein geistige Schopfungen sein; und dies trifft wirklich
zu, indem die Zahlen auf psychischen Thiitigkeiten beruhen,
die wir an den Inhalten iiben. Nach dieser Hinsicht finden
wir bei BAUMANN mancherlei treffende Beobachtungen, und
so steht dem Anscheine nach seine Auffassung mit der unsrigen
in bestem Einklange. Wire dies aber wirklich der Fall,
wollte BAUMANN nicht mehr und nicht Anderes behaupten.
als dass in die Zahlbegriffe die Begriffe von geistigen Thitig-
keiten eingehen, wie wire es moglich, dass er auf der anderen
Seite ein Wiederfinden der Zahl in der Aussenwelt, ein Zu-
sammensein in und mit dem Raume lehrt? Bei #Husseren
Thitigkeiten scheidet man allerdings die Thitigkeit von dem
‘Werke, welches sie schafft, und welches draussen fortdauern
kann, wihrend sie selbst liingst dahin ist. Aber die psy-
chischen Thitigkeiten, welche die Zahlbegriffe begriinden,
schaffen in ihnen doch nicht neue primire Inhalte, die, los-
gelost von den erzeugenden Thitigkeiten, nun im Raume oder
in der Aussenwelt wiedergefunden werden konnten.

In welcher Weise sollten auch all’ die denkbaren Zahlen,
die wir durch willkiirlich combinirende Zusammenfassung
riumlicher Inhalte zihlen konnen, in dem Raume enthalten
sein? Was anschaulich vorhanden ist, was wir im Raume
vorfinden und bemerken kénnen, das sind doch nicht Zahlen
an und fiir sich, sondern nur Raumgegenstinde und deren
riumliche Bezichungen. Hiermit ist aber noch keine Zahl
gegeben; und wo uns eine Zahl gegeben ist, da sind esnicht die
riumlichen Synthesen und kénnen es nicht sein, welche die
Einigung des Geziihlten als solches bewirken. Das Zusammen-
sein von Gegenstdinden im Raume ist noch nicht die
collective Einigung in unserer Vorstellung, welche der Zahl
wesentlich ist. Welche Zusseren Gegenstinde und wieviele
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derselben wir colligiren und zihlen, das hingt allein von
unserem Interesse ab, und so wird die Einigung des Colli-
girten nur bestimmt und vollzogen durch einen psychischen
Act oben beschriebener Art. Im Raume Zahlen zu suchen
scheint nach alledem nicht minder absurd, als in ihm nach
Urtheilen Willensacten, Wiinschen u. dgl. zu fahnden. Raum-
objecte sind allenfalls die Inhalte solcher Acte, nicht aber diese
selbst; Raumobjecte sind allenfalls die geziihlten Gregenstéinde,
nicht aber die Zahlen. Es ist ebenderselbe Irrthum, in
welchen LANGE verfiel, als er die Raumanschauung als das
Urbild wie aller Synthesis, so auch der Synthesis der Zahlen
erklirte, und welche iiberhaupt seiner Liehre von der Synthesis
zu Grunde liegt.

Anmerkung. In ganz neuer und eigener Art finden wir
Zahl und Raumanschauung in Beziehung gesetzt in der Abhand-
luong von W. Brix ,Ueber den mathematischen Zahlbegriff«
(Wuxpr, Studien V, 671—72). ,Die Zahl der Raumanschauung®
soll eine erste, primitive Form des Zahlbegriffes und neben
der ,Zahl der Zeitanschauung® ein ,durchaus heterogenes und
selbstindiges Stadium in der genetischen Entwicklung“ des-
selben darstellen. ,Allerdings ist die Zahl auf dieser Stufe
noch kein Begriff. ... Sie ist vielmehr nichts weiter als
ein gewisses Schema der Wahrnehmung, eine Art An-
schauungsform in kentischem Sinne. Denn sie haftet noch vollig
an den Gegenstinden der Wahrnehmung, d. h. man z&hlt auf
dieser Stufe der Ausbildung nicht drei, vier, fiinf, sondern etwa
drei Hiuser, vier Pferde u. s. w. Deshalb erfordert sie auch
noch keinerlei Abstraction, sondern besteht lediglich wie
Du Bois-REYMOND es ausdriickt: ,in der Vorstellung vom Getrennt-
sein der Wahrnehmungsgegenstinde’. Sie deckt sich also
nahezu mit der Raumanschauung, da der Raum gerade
durch die einzelnen Gegenstiinde bestimmt erscheint, die in der
Zahlvorstellung zusammengefasst werden.“

Brix hat die Psychologie des Zahlbegriffes etwas zu leicht
genommen. Was bedeutet denn in den Ausdriicken: drei Hauser,
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drei Pferde, drei Aepfel u. s. w. das Wortchen drei? Die Vor-
stellung vom Getrenntsein der Gegenstiinde? Gut, dann muss dies
iiberall gleichartige Gretrenntsein als solches fiir sich bemerkt
worden sein, und die Abstraction ist da. Ein allgemeines Wort
ohne begriffliche Unterlage wire auch eine merkwiirdige psycho-
logische und logische Entdeckung. Man sieht iibrigens leicht ein,
dass die Erkldrung der collectiven Verbindung von Raumobjecten
als eines riumlichen Getrenntseins derselben unhaltbar ist, indem
sie einem Einwande unterliegt, den wir gegen die bisher betrach-
toten Theorien wiederholt urgiren mussten. Wenn wir aus n ge-
gebenen Raumdingen nach Belieben und in willkiirlicher Awuswahl
2,3, ...n—1 geistig herausheben — ich sage geistig, denn
physisch riicken wir sie ja nicht von der Stelle — und sie z#hlen,
#indert sich da etwas an der rdumlichen Anschauung, etwa (das
von BRIX als ein positives Moment derselben angesehene) ,Getrennt-
sein der Wahrnehmungsgegenstinde“ ? Das Aufwerfen dieser Frage
geniigt, um die Unhaltbarkeit der Ansicht klar zu machen. Und
wie unterscheiden sich zwei, drei, vier Rauminhalte als zwei, drei,
vier von einander? Riumliches Getrenntsein ldsst doch keine, der
Zahl parallellaufende specifische Unterscheidung zu. Die schénen
philosophischen Termini ,Schema der Wahrnehmung’, ,Anschauungs-
form’ helfen nur, die Unklarheit der Gedanken zu verhiillen,
und garnichts anzufangen wissen wir mit der sonderbaren Be-
merkung, dass diese Anschauungsform der riumlichen Zahl sich
nahezu mit der Raumanschauung decke. Wie die Behauptung im
Uebrigen in Binklang zu bringen ist mit der auf derselben Seite
der Brix’schen Abhandlung folgenden, dass ,die Zahl hier nur
als Bestimmung gilt fir den Raum der jeweiligen Wahrnehmung¥,
wollen wir auf sich beruhen lassen. Ein Citat jedoch modge hier
noch seine Stelle finden: ,Die Fihigkeit solche [Zahl] Vorstel-
lungen zu vollziehen, muss man daher wohl den meisten htheren
Organismen zugestehen — vielleicht wire die Vermuthung nicht
ganz grundlos, dass sie an das Sehvermdgen [!] gebunden ist —
denn auch Thiere setzen sich, wie Du Bors-REYMOND hervorhebt:
gegen mehrere Feinde anders zur Wehr als gegen einen Hund
[Feind ?], ,auch die Ente z&hlt’, wie HANKEL betont, ,ihre Jungen’.%
Man sieht, diese verdienten Mathematiker begehen hier die starke
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Verwechslung zwischen der Vorstellung einer bestimmten Menge
physischer Individuen und der Vorstellung ihrer Zahl; verwunder-
lich ist nur, dass Brix ihnen darin Folgenschaft leistet.

Colligiren, Zihlen und Unterscheiden.

Bei weitem wissenschaftlicher und plausibler als alle die
Theorien, welche beziiglich der Entstehung der Begriffe Viel-
heit und Anzahl bisher kritisirt wurden, ist diejenige, zu
deren Entwicklung wir jetzt iibergehen wollen. Damit aber
in aller Klarheit hervortrete, ob sie das leistet, was sie
verspricht, will ich mich bemithen, ihr eine so consequente
Ausbildung zu geben, als irgend moglich, und verzichte
lieber darauf, meine Darstellung und Kritik unmittelbar
an irgend eine der Formen, in welchen sie von diesem oder
jenem hervorragenden Autor de facto vertreten worden ist,
anzukniipfen. Folgende Argumentation diirfte viel Schein
fiir sich haben.

Von einer Vielheit kann nur da die Rede sein, wo von
einander verschiedene Gegenstinde vorliegen. Wiren sie
alle identisch, dann hitten wir ja keine Vielheit von Gegen-
stinden, sondern eben nur Einen Gegenstand. Diese Ver-
schiedenheiten miissen aber auch bemerkt worden sein, sonst
bildeten die verschiedenen Gegenstinde fiir unsere Auffassung
nur ein unanalysirtes Ganzes, und wir finden abermals kei-
nerlei Moglichkeit, um zu der Vorstellung einer Vielheit zu
kommen. Also Verschiedenheitsvorstellungen gehdren wesent-
lich mit zur Vorstellung eines jeden Inbegriffs. Indem wir
ferner jeden einzelnen Gregenstand desselben von den anderen
unterscheiden, ist mit der Vorstellung des Unterschiedes
auch die Vorstellung der Identitit jedes Gegenstandes mit
sich selbst notwendiger Weise mitgegeben. In der Vor-
stellung einer concreten Vielheit wird also jeder einzelne
Gegenstand sowol als ein von allen anderen verschiedener,

wie auch als ein mit sich identischer gedacht.
Husserl, Philosophie der Arithmetik, I. 4
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Dies festgestellt, liegt nun, wie es scheint, auch die Ent-
stehung des Allgemeinbegriffes der Vielheit klar zu Tage.
Was konnte auch in allen Fillen, wo wir von Vielheit
sprechen, sonst noch Gemeinsames vorhanden sein, als jene
Vorstellungen' der Verschiedenheit und Identitdt, nachdem
es bekanntlich bei der Abstraction des Vielheitsbegriffes
auf die Besonderheiten der einzelnen Inhalte durchaus nicht
ankommmt ? Wir erhalten also, ausgehend von irgend einer
concreten Vielheit, den allgemeinen Vielheitsbegriff, indem
wir jeden Inhalt auf jeden anderen unterscheidend beziehen,
hiebei aber, vollig abstrahirend von der besonderen Be-
schaffenheit der concret gegebenen Inhalte, einen jeden
bloss als irgend etwas mit sich selbst Identisches betrachten.
Auf diese Weise entsteht der Begriff der Vielheit gewisser-
massen als die leere Form der Verschiedenheit.

Mit dem Begriffe der Vielheit ist nun aber sofort auch
derjenige der Einheit gegeben, und sein Inhalt ist aus den
vorstehenden Betrachtungen mit Leichtigkeit zu entwickeln.
Indem wir im strengen Sinne des Wortes zédhlen, d. h. also die
Zahlenabstraction vollziehen, bringen wir jedes zu zihlende
Ding unter den Begriff der Einheit, wir betrachten es bloss
als Eins. Damit will nichts weiter gesagt sein als eben dies:
wir betrachten jedes bloss als etwas mit sich Identisches und
von allen anderen Verschiedenes. Wie das Unterscheiden
und Identischsetzen von einander unabtrennbare, sich gegen-
seitig bedingende Functionen sind, so sind auch die in Reflexion
auf diese Functionen gebildeten Allgemeinbegriffe der Vielheit
und Einheit von einander abhiingige, correlative Begriffe.

Aus dem Begriff der leeren Verschiedenheitsform ent-
springen durch die mannigfachen Determinationen, die er zu-
lisst, die Zahlbegriffe. Sie sind also nichts anderes als
die klassificatorisch gesonderten, allgemeinen Verschieden-
heitsformen.

Gedanken solcher oder dhnlicher Art finden wir besonders
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in den logischen Werken von JEVONS, SIGWART und SCHUPPE
wirksam.!) So erklirt SCHUPPE, ,,dass das Wesen der Zahl
undefinirbar ist, weil es direct aus dem Identititsprincip
fliesst. Mit diesem unmittelbar ist das Eine und das Andere
gesetzt, indem das Eine von dem Anderen unterschieden wird.
Hierin ist also die Mehrheit oder Vielheit gegeben...“ ,Rot
ist nicht griin und nicht blau, a ist weder b noch ¢, und b
ist weder a noch ¢, ¢ ist weder a noch b. Diese Urtheile
einfachster Art bilden bei der Praedicirung der Zahl die
Voraussetzung, und man kann, um ebendenselben Sinn aus-
gudriicken, statt der blossen Unterscheidung die Zahl aus-
sagen: rot, griin und blau sind — nicht etwa Eins — sondern
drei; man kann auch vollstindiger sagen: Drei Verschiedene
oder drei verschiedene Farben; aber es ist iiberfliissige Deut-
lichkeit . . .; ,sind drei Farben’ sagt dasselbe, wie ,drei ver.
schiedene Farben’. Was ich nicht unterscheiden kann, das
kann ich nicht z#hlen, das ist Eins.“ — Die Zahl, resp. die
Aussage der Mehrheit durch ein bestimmtes oder unbestimmtes
Zahlwort, ,,behauptet nur Verschiedenheit ohne die Unter-
schiede zu nennen‘.2)

Zum Theil noch niher steht JEVONS der oben entwickelten
Theorie: ,,Number is but another name for diversity. Exact
identity is unity, and with difference arises plurality“. ,,Plu-
rality arises when and only when we detect difference.?)

) Von mathematischer Seite moge hier Paul DU BOIS-REYMOND
genannt werden. ,Die Anzahl¥ sagt er in seiner Allgemeinen Functionen-
theorie 1882, I, 16, ,ist gleichsam der Rest, der in unserer Seele zu-
riickbleibt, wenn Alles, was die Dinge unterschied, verfliichtigt, und
nur die Vorstellung sich erhilt, dass die Dinge getrennt waren.“ Hier
wird freilich Unterschiedensein in dem Sinne von Getrenntsein gebraucht,
was kein notwendiger Bestandtheil einer Unterschiedstheorie der Zahl
ist. Im Uebrigen hilt DU B0ois-REYMOND diesen Gedanken nicht rein;
auch scheint er sich auf riumliche Objecte zu beschréinken.

%) Erkenntnistheoretische Logik S. 405 u. ff.

%) The principles of science. 2. ed. (Macmillian and Co., London 1883)

S. 156.
4%
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Hier ist, wie man sieht, ,number® in dem weiteren Sinne ge-
nommen, als gleichbedeutend mit ,plurality*.

Beziiglich der Art der Abstraction, die hier vorliegt,
sagt derselbe Autor: ,There will now be little difficulty in
forming a clear notion of the nature of numerical abstraction.
It consists in abstracting the character of the difference
from which plurality arises, retaining merely the fact....
Abstract number, then, is the empty form of difference;
the abstract number three asserts the existence of marks
without specifying their kind.** ,Three sounds differ from
three colours, or three riders from three horses; but they
agree in respect of the variety of marks by which they can
be discriminated. The symbols 1 -+ 1 -+ 1 are thus the empty
marks asserting the existence of discrimination.?)

Indessen fehlt es bei JEVONS an einer tieferen psycho-
logischen Fuudirung, die wir, hauptsiichlich mit freier Be-
nutzung SIGWART’scher Andeutungen, oben zu geben ver-
suchten.

Fiir den ersten Augenblick hat es den Anschein, als sei
die Theorie solcher Art auf unzweifelhaft sicheren Grund-
lagen aufgebaut, und so mochte die Kritik zuniichst bloss an
der Unbestimmtheit der Resultate Anstoss nehmen. Dass Viel-
heit, bzw. Anzahl in dem weiteren und unbestimmteren Sinne,
nichts weiter sei als ,,leere Form der Verschiedenheit”, damit
konnte man sich noch zufrieden geben. Aber diese Allgemeinheit
gentigt noch nicht, um den Inhalt der scharf geschiedenen
Zahlbegriffe: Zwei, Drei, Vier u. s. w. in Beziehung auf
einander scharf zu charakterisiren. ,Leere Formen der Ver-
schiedenheit® sind sie doch alle. Was unterscheidet Drei von
Zwei, Vier von Drei u. s. f.? Sollen wir etwa die bedenk-
liche Antwort geben: bei der Zwei bemerken wir eine
Unterschiedsrelation, bei der Drei zwei, bei der Vier drei
w s £.?

') a a O, 8. 159,
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Die Auskunft, die uns die letzte der citirten Stellen giebt,
ist offenbar sehr diirftig. Jene ,variety of marks“ bedeutet
entweder soviel als wiederum die Zahl, oder sie bedeutet so-
viel als ,Form der Verschiedenheit“. Aber wodurch charak-
terisiren sich psychologisch diese Formen gegen einander, so
dass sie in ihren besonderen Bestimmtheiten erfasst, von ein-
ander klar unterschieden und demgemiss auch mit verschie-
denen Namen benannt werden konnen? Hier liegt eine
wesentliche Unvollkommenheit der Theorie; sehen wir zu,
ob sich dieselbe beheben lisst.

Der Einfachheit halber betrachten wir nur einen Inbe-
griff von drei Gegenstinden A, B, C. In die Vorstellung
desselben miissen nach jener Theorie, die Unterschieds-
relationen

AB, BC, CA
eingehen (die Bogen mdgen diese Relationen andeuten); sie
sind zusammen in unserem Bewusstsein gegeben und bewirken
die Einigung der Gegenstinde zu dem collectiven Ganzen.
Mige man nun fiir A, B und C Inhalte welcher Art auch
immer setzen, stets bleiben diese Unterschiede als irgendwie
bestimmte vorhanden; sie bilden also die ,Form’ der Ver-
schiedenheit, welche fiir die Zahl Drei charakteristisch ist.

Hier erheben sich jedoch gewisse Einwéinde. Sind jene
Unterschiedsrelationen zusammen in unserer Vorstellung, dann
musste, falls die Grundansicht der Theorie richtig ist, doch
auch jede von jenen Unterschiedsvorstellungen als mit sich
identisch und verschieden von jeder anderen percipirt worden
sein; denn wiirden z. B. AB und BC nicht als verschieden
erkannt werden, dann flossen sie eben unterschiedslos zu-
sammen, und es konnten dann, wie man sofort sieht, auch
deren Fundamente nicht als von einander unterschiedene in
der Vorstellung des Inbegriffs auftreten. Es miissen also
auch die simmtlichen Unterschiede von den Unterschieden
in unserer Vorstellung sein, d. h.:



b4 Capitel II. Kritische Entwicklungen.

— — —_—
AB BC; BC CA: CA £B;

aber auch beziiglich ihrer giilte das Gleiche, u. s. f.

Unm also der ,Form der Verschiedenheit* habhaft zu
werden, kiimen wir in einen artigen regressus in infinitum.

Es giebt aber noch einen Ausweg, durch den man dieser
Oonsequenz entgehen kann. Wenn wir, konnte man erwiedern,
unterscheidend von A zu B und von diesem zu C iibergehen,
dann ist eine neue Unterscheidung des C von A nicht mehr
erfordert; indem wir nimlich die beiden Unterschiede AB
und BC, welche durch das eine Fundament B zusammen-
hiingen, vermittelst eines htheren Actes der Unterscheidung
auf einander beziehen, ist die Moglichkeit, dass C und A
zusammenfliesse, eo ipso ausgeschlossen. So ergiibe sich als
das wahre Schema:

—
£BC

Was nun auch immer A, B und C bedeuten mige, dieses
schematische Bild weist auf einen iiberall gleichartigen Process
hin. Abstrahiren wir daher von den Besonderheiten der
einzelnen Inhalte, einen jeden nur als irgend wie bestimmten
festhaltend, dann haben wir hier die gesuchte Form, welche
allen Vielheiten von drei Inhalten gemeinsam ist, und um
derentwillen wir denselben auch die Zahl Drei zuschreiben.

In dieser Weise konnte man alle Verschiedenheits-
formen, welche die Grundlage der Zahlbenennungen bilden
sollen, aufstellen. So wiire z. B. AB das Schema der ein-
fachsten Zahl, Zwei; dasselbe driickte aus, dass in allen
Fillen, wo eine Zweiheit vorliegt, ein Gegenstand und noch
ein von ihm verschiedener Gegenstand da sei. Legen
wir einem concreten Inbegriff die Zahl Zwei bei, so hiesse
dies: wir lenken unsere Aufmerksamkeit bloss darauf, dass
ein Inhalt und noch ein anderer Inhalt vorhanden ist; sie
rubte nicht auf der Besonderheit des Unterschiedes, sondern
auf dem blossen Factum eines solchen.
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Die schematische Form fiir die Zahl Vier wire

£BUGD
und man iibersieht nun leicht, wie sich die Formen weiter
compliciren. Immer liegen TUnterschiede vor, welche an
einander grenzen (d. h. ein Fundament gemeinsam haben)
und es so ermoglichen, insgesammt vermittelst unterscheiden-
der Acte hoherer Ordnung schliesslich in einem einzigen
Acte befasst zu werden.

Diese Schemata wiirden als die Abbilder jener geistigen
Vorgiinge gelten miissen, wie sie bei der Vorstellung irgend
eines Inbegriffes bzw. von zwei, drei, vier u. s. w. Inhalten
statthaben, und in Reflexion auf diese geistigen Vorgiinge,
deren wolcharakterisirte Verschiedenheit innerlich bemerkt
sein miisste, entstinden die Zahlbegriffe.

So zeigt es sich, dass die Unvollkomnienheiten, an welche
unsere Kritik oben Anstoss nahm, sich vollig beheben lassen.
Ja noch mehr. Die feinere Ausbildung, welche die Theorie
nun erhalten hat, scheint als Miterfolg die Losung vieler in
Betreff der Zahlbegriffe sich aufdringender Fragen unmittelbar
herbeizufiihren. So wiirde z. B. die ausserordentlich rasch
steigende Complication jener Formen uns verstindlich machen,
warum wir nur von den kleineren Zahlen eigentliche Vor-
stellungen erlangen, wihrend wir die grosseren bloss symbo-
lisch, gewissermassen auf Umwegen zu denken vermogen.

Die Unabhéngigkeit der Anzahl von der Ordnung der
gezdhlten Gegenstinde wire durch Anblick der schematischen
Form sofort zur Evidenz gebracht. Die Form bleibt ja offenbar
unge#indert, wie auch die A, B, C, . . mit einander vertauscht
werden mogen.

So konnte noch mancherlei zu Gunsten der Theorie an-
gefiilhrt werden. Eine besonders wichtige Bestittigung der-
selben scheint aber der Sprachgebrauch darzubieten. In
demselben Sinne sagen wir: A und B sind verschiedene
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Dinge — sind zwei Dinge. Rot, Griin und Blau sind drei,
das besagt, sie sind nicht etwa eine sondern drei verschiedene
Farben; ,aber das ist iiberfliissige Deutlichkeit und Nach-
driicklichkeit: sind drei Farben, sagt dasselbe, wie drei
verschiedene Farben“. So fasst auch ScuvpPPE — denn dies
ist sein Beispiel — den Sprachgebrauch als villig harmonirend
mit der Unterschiedsdeutung des Zahlbegriffes.

Nach alledem scheint hier eine wolbegriindete und folge-
richtig durchgefiihrte Theorie auf Zustimmung Anspruch zu
erheben. Gleichwol lehrt eine tiefeindringende Untersuchung,
dass dieselbe nicht haltbar ist. Liisst sich auch gegen die
Consequenz des Aufbaues ein triftiger Einwand nicht mehr
vorbringen, so hillt doch ihr psychologisches Fundament einer
scharfen Kritik nicht stand.

BEs ist richtig, von einem Inbegriffe kann nur da die Rede
sein, wo Inhalte vorliegen, die von einander verschieden sind.
Unrichtig ist aber die Behauptung, die bieran angeschlossen
wird: diese Verschiedenheiten miissten als solche vorgestellt
worden sein, sonst wiire in unserer Vorstellung nur eine unter-
schiedslose Einheit und keine Vielheit. Es ist wichtig, dass
man auseinander halte: zwel verschiedene Inhalte bemerken
und: zwei Inhalte als von einander verschiedene be-
merken. Im ersten Falle haben wir, vorausgesetzt, dass die
Inhalte zugleich einheitlich zusammengefasst werden, eine In-
‘begriffsvorstellung, im zweiten eine Unterschiedsvorstellung.
Unsere Auffassung geht da, wo ein Inbegriff gegeben ist. zu-
nichst bloss auf absolute Inhalte (niimlich die, die ihn zu-
sammensetzen); hingegen da, wo eine Unterschiedsvorstellung
(oder ein Complex solcher) gegeben ist, auf Verhiltnisse
zwischen Inhalten. Nur dies ist richtig: wo eine Mehrheit
von Gegenstinden wahrgenommen wird, da sind wir stets
berechtigt, auf Grund der einzelnen Inhalte evidente Urtheile
zu fillen, welche besagen, dass ein jeder der Inhalte von
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jedem anderen verschieden sei; aber unrichtig ist es, dass
wir diese Urtheile fillen miissen.

In Betreff der Begriffe Unterscheiden und Unterschied
herrschen iiberhaupt vielfache Unklarheiten, welche aus ge-
wissen Aequivocationen entsprungen sind, und zu den Irr-
thiimern, die ich hier beriihre, wesentlich beigetragen haben.

1) ,Unterschied’ oder ,Verschicdenheit’ bedeutet das
Resultat einer Vergleichung. Eine Vergleichung kann ent-
weder das Ergebnis liefern, dass die betrachteten Inhalte
gleich sind, oder dass sie verschieden, d. h. nicht gleich
sind. Hier bedeutet also Verschiedenheit etwas Negatives,
die blosse Abwesenheit einer Gleichheit. In diesem Sinne
spricht man von dem Vergleichen und Unterscheiden als
zusammengehdrigen, enge verbundenen Thitigkeiten. In der
That kommen iiberall, wo es sich um ein willkiirliches Ver-
gleichen handelt, Ergebnisse beiderlei Art vor, es werden affir-
mative Urtheile gefdllt, welche Gleichheiten anerkennen, und
nach anderen Seiten hin negative, welche solche verwerfen.
Auf dieses Affirmiren von Gleichheiten bezieht sich nun der
Ausdruck ,Vergleichen’, auf das Negiren von Gleichheiten der
Ausdruck ,Unterscheiden’ beim Gebrauche der Combination
,Vergleichen und Unterscheiden’.

In dem Falle, wo die Vergleichung von Inhalten in einer
gewissen Hinsicht zum Ergebnis der Ungleichheit fiihrt,
kann es aber eintreten, dass wenigstens eine Aehnlichkeit
oder ,Steigerung‘ u. s. w. bemerkt wird; dies sind wolcharak-
terisirte Relationsklassen, bei welchen, ganz so wie im Falle
der Gleichheit, die Relationsvorstellung einen reellen positiven
Vorstellungsinhalt reprisentirt. Man nannte nun auch diese
Relationen Verschiedenheitsrelationen, und insbesondere ist
der Name Unterschied oder Verschiedenheit fiir Abstéinde
in Continuis gebriduchlich. Wir sprechen in diesem Sinne
von Unterschieden des Ortes, der Zeit, der Intensitit und
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Qualitiit (Unterschied zweierlei Farben, Tine, Geriiche etc.)?)
Diese engere Bedeutung jemer Termini fithrte nun aber um-
gekehrt wieder dahin, auch die blossen Ungleichheitsfille,
da sie Unterschiede hiessen, so aufzufassen, als wiiren sie In-
baltsrelationen, d. h. als liige bei ihnen die Relation im Vor-
stellungsinbalt, wilhrend in der That nichts weiter gegeben ist,
als ein evidentes negatives Urtheil, welches das Vorhandensein
einer solchen (nimlich einer Gleichheitsrelation) negirt.

Es mag vom practischen Gesichispunkte der Vergleichung
aus immerhin niitzlich sein, die simmtlichen Ergebnisse. zu
denen sie fithren kann, unter die beiden Titel (Gleichheit und
Verschiedenheit zu ordnen; es darf jedoch nicht iibersehen
werden, dass dann unter dem letzteren Titel Relationsklassen
zusammenstehen, welche einander ihrer phaenomenalen Be-
schaffenheit nach fremd sind, withrend iiberdies ein Theil
derselben mit den unter dem anderen Haupttitel gefiihrten
Gleichheitsrelationen in naher Verwandtschaft steht. Vom
psychologischen Geesichtspunkte aus gehdren die Relationen
der Aehnlichkeit, (leichheit, metaphysischen Verbindung
u. 8. w., kurz alle Relationen, welche den Charakter von
Vorstellungsphaenomenen im engeren Sinne (also primiren
Inhalten, nicht aber vorgestellten psychischen Acten) tragen,
in eine Klasse.?) Zu ihnen gehort aber nicht die Verschieden-
heit im weitesten Sinne; denn sie ist nicht ein zugleich mit
den Fundamenten unmittelbar bemerkbarer Vorstellungsinhalt,
sondern ein auf Grund derselben gefilltes, resp. als gefillt
vorgestelltes, negatives Urtheil.

*) Damit hingt es wol auch zusammen, dass man zeitweise, insbe-
sondere bei physischen Inhalten, ,Unterschiedensein’ in gleichem Sinne ge-
braucht wie ,Gretrenntsein’ (in der Anschaming), Ausdriicke, die sich nicht
immer decken, wie aus dem Verhiiltniss von Ganzem und Theil zu ersehen.
‘Wir fassen dies daher nicht als eine wesentlich neue Art der Aequivocation.

% Wir werden sie primire Inhaltsrelationen nennen. Das Nihere
iiber die hier angedeutete Eintheilung, die sich als wichtig erweisen wird
zum Zweocke einer Charakteristik der collectiven Verbindung, im OCap. ITL
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2) Der Name Unterschieiden wird aber noch in einer
anderen Bedeutung gebraucht, welche mit der Analyse in
Zusammenhang steht. Dieser gemiss heisst ,unteréchieden’
dasjenige, was durch Analyse herausgehoben und besonders
bemerkt worden ist, und ,unterscheiden’ soviel als ,aus:
scheiden’, ,analysiren’.

Indem man nun den die Analyse begiinstigenden Be-
dingungen nachforschte, zeigte es sich, dass eine Mehrheit
von Theilinhalten umso leichter und sicherer ausgeschieden
wird, je grosser der Zahl und dem Grade (oder Abstande)
nach ihre Unterschiede unter einander und der Umgebung
gegeniiber sind. Diese Reflexionen, welche in Vergleichungen
und Unterscheidungen an den bereits analysirten Inhalten
bestanden, verleiteten nun hiufig zu der irrthiimlichen Ansicht,
als ob auch der Vorgang des Unterscheidens in dem Sinne
des Analysirens eine solche Urtheilsthiitigkeit des Unter-
scheidens (im Sinne des Unterscheidens verglichener Inhalte)
sei. Man schloss dann: damit mehrere Inhalte als aus-
geschiedene, d. h. analysirte, fiir sich bemerkte, im Be-
wusstsein sich erhalten konnen, miissen sie als von einander
unterschiedene, d.h. verglichene und ihren Unterschieden
nach besonders charakterisirte, gedacht werden. Dies ist
falsch, ja offenbar absurd. Die Urtheilsthitigkeit des Unter-
scheidens setzt evidentermassen bereits ausgeschiedene, fiir sich
bemerkte Inhalte voraus, es konnen also diese Inhalte nicht
erst dadurch bemerkbar geworden sein, dass sie von einander
unterschieden wurden.

Dieser Irrthum ist es nun, welchen die von uns bekémpfte
Theorie begeht, indem sie argumentirt: Die Verschiedenheiten
zwischen den Gegenstinden einer Vielheit miissen als solche
bemerkt worden sein, sonst kimen wir in unserer Vorstellung
nie iiber eine unanalysirte Einheit hinaus, und von Vielheit
wire keine Rede; es miissen also die Verschiedenheitsvor-
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stellungen explicite in der Vorstellung der Vielheit enthalten
sein.

Richtig ist: wiren die Inhalte nicht von einander ver-
schieden, so giibe es keine Vielheit. Richtig ist ferner: die
Unterschiede, wenn sie Abstinde waren, mussten ein gewisses
Mass iiberschritten haben; sonst wire eben keine Analyse
eingetreten. Unrichtig aber ist die Supposition, als wiirde
jeder Inhalt zu einem besonderen, d. h. fiir sich bemerkten
erst durch die Auffassung seiner Unterschiede von anderen
Inhalten; wihrend doch evident ist, dass jede Unterschieds-
vorstellung bereits fiir sich bemerkte und in diesem Sinne
unterschiedene Inhalte als ihre Fundamente voraussetzt.

Damit eine concrete Inbegriffsvorstellung entstehe, ist es
nur erfordert, dass ein jeder der darin befassten Inhalte ein
fiir sich bemerkter, ein ausgeschiedener sei; es liegt jedoch
keine unbedingte Notigung vor, auf die Unterschiede der
Inhalte zu achten, obschon dies hiufig genug vorkommen
wird.

Ganz Analoges, wie in Betreff der Vorstellung des Unter-
schiedes ausgeflihrt worden ist, gilt auch von derjenigender Ide n-
titit. Beides sind Begriffe, welche aus der Reflexion auf gewisse
Urtheilsthitigkeiten entspringen; Urtheilsthitigkeiten, welche
im practischen Lieben eine weitreichende Bedeutung besitzen
und auch mit dem Vorstellen einer Mehrheit parallel einher-
gehen moOgen. Dass sie dies aber immer und notwendig
thun, dass sie iiberhaupt ,constante und in jedem Denkacte
sich wiederholende Thatigkeiten“ repriisentiren, in denen ,,das
in allen Acten gleiche und identische Selbstbewusstsein sich
verwirklicht*; !) und vor allem, dass die Begriffe von Einheit,
Vielheit, bestimmte Zahl mit Beziehung auf sie gewonnen
werden — all’ das konnen wir nicht fiir begriindet erachten
durch die uns dargebotenen Argumentationen. Hier, wie

) SrewarT, Logik II, 87,
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sonst bei Analysen elementarer Begriffe, unterlag man allzusehr
der Versuchung, Resultate nachtriglicher Reflexionen iiber
ihren Inhalt als etwas urspriinglich in ihm Enthaltenes oder
als notwendiges Moment seiner Entwicklung anzusehen.

Hat sich nun auch die fiir den ersten Anblick so ein-
leuchtende Argumentation, welche mit unausweichlicher Not-
wendigkeit auf die Unterschiedstheorie hinzudringen schien,
als hinfillig erwiesen, so ist hiemit die Frage noch nicht
entschieden, ob nicht trotz alledem Unterschiedsvorstellungen
wesentliche Bestandtheile der Zahlbegriffe bilden. Bloss die
Ansicht ist bisher widerlegt worden, als konnte die Vor-
stellung einer Mehrheit in concreto nicht zu Stande kommen,
ohne dass die einzelnen Objecte durch unterscheidende
Urtheilsthétigkeiten erst auseinander gehalten wiirden. Daraus
folgt nur so viel, dass keinesfalls eine sozusagen apriorische
Notigung bestehe, bei der Entwicklung der Zahlbegriffe auf
Unterschiedsvorstellungen zu recurriren und in Consequenz
davon, eben diese Begriffe mit jenen pyramidenartig auf ein-
ander gebauten Unterschieden hoherer Ordnung zu identifi-
ciren. Immerhin wire es noch denkbar, dass die Richtung
des Interesses bei der Zahlbildung gerade den Unterschieden
der zu zidhlenden Objecte zugewendet sei.

Entscheidend ist aber der Hinweis auf die innere Er-
fahrung. Sie zeigt mit aller Deutlichkeit, dass weder die
Vorstellung einer concreten Vielheit, noch diejenige der
correspondirenden Zahl die expliciten Vorstellungen der
Unterschiede zwischen den gezihlten Einzelinhalten not-
wendig einschliessen. An Unterschiede im Sinne von Ab-
stinden wire hier ohnehin nicht zu denken, da ganz disparate
Inhalte zusammengefasst und gezihlt werden konnen, wahrend
doch zwischen disparaten Inhalten Abstandsverhiltnisse nicht
bestehen. Es blieben demnach nur jene Unterschiedsvorstel-
lungen, wie sie aus der Vergleichung entstehen und die Re-
flexion auf negative Urtheile voraussetzen. Aber von solchen
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Urtheilsthiitigkeiten, durch welche die Einzelinhalte als von
einander unterschieden aufgefasst werden sollen, wenn wir
sie ziihlen, zeigt uns die innere Erfahrung nichis; geschweige
denn, dass sie eine Spur aufwiese von jenen stufenartig auf-
einander gegriindeten Unterscheidungen hobherer Ordnung, zu
deren Annabme die consequente Ausbildung der Unterschieds-
theorie notigen wiirde. Gewiss ist, dass wir die Einzelinhalte
jederzeit zu Fundamenten von Unterscheidungen machen
konnen ; nicht minder gewiss ist es aber, dass diese nicht das
beim Zshlen Gemeinte sind. Unterscheiden auf der einen
Seite und Zusammenfassen und Zihlen auf der anderen sind
ganz verschiedene Geistesthiitigkeiten. Nur das Eine und
nicht mehr ist erfordert, dass die zu zithlenden Inhalte aus-
geschiedene (d. h. fiir sich bemerkte) seien, nicht aber in
irgend einem Sinne von einander unterschiedene. Freunde
unbewusster psychischer Thiitigkeiten mdgen die unterschei-
denden Acte, die wir hier ldugnen, immerhin in die nebulise
Region des Unbewussten verseizen; dort hiitten dann auch
die beschriebenen ,Formen der Verschiedenheit’ ihren Platz.
Aber so viel ist, denke ich, klar, dass jene unbewussten
psychischen Mechanismen weder zum Inhalt unserer be-
wussten Zahlvorstellung irgend etwas beigetragen haben
konnen, noch fihig wiren, beziiglich der Entstehung dieser
Vorstellungen das Geringste zu erkliiren.

Es bleibt nur noch iibrig das letate Argument zu losen,
welches fiir eine Unterschiedstheorie besonders giinstig zu
disponiren schien, nimlich den bestittigenden Hinweis auf
gewisse Aequivalenzen des Sprachgebrauches. Rot, griin und
blau sind drei Farben sagt dasselbe wie: sind drei ver-
schiedene Farben; ja eine iiberfliissige Deutlichkeit und Nach-
driicklichkeit implicire, meint SCHUPPE,?) die letztere Aus-
sageform. Wol nicht ganz mit Recht. Man achte nur auf

?) Vgl die obigen Citate.
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die besondere Betonung des Zahlwortes, die unerligslich ist,
damit der Sinn der beiden Aussagen wirklich gleich werde.
Rot, griin und blau sind drei Farben driickt bereits einen
ganz anderen Sinn aus. Zur Abwehr einer drohenden Ver-
wechslung mehrerer Inhalte kann eben auch die Betonung
ihrer Anzahl dienen; denn ohne Verschiedenheit keine Zahl.
Das ist eine iibertragene, einem ganz speciellen Zwecke an-
gepasste Function dieses Begriffes. Sagen wir: Rot und Griin
sind zwei contrastirende Farben, so hat die Zahl nicht mehr
diese besondere Function. Die Verschiedenheit liegt in ge-
wisser Weise darin, aber sie auszudriicken ist micht die be-
sondere Absicht. Und dasselbe lehren andere und beliebig
zu vermehrende Beispiele. Der Saturn hat acht Monde und
drei Ringe. Dieser Stab hat eine Liinge von zehn Metern u. s. w.
Es ist eben nicht richtig, ,,dass die Zahl nur Verschiedenheit
behauptet, ohne sie zu nennen. Die Sprache besitzt iibrigens
besondere Formen von Zahlwdrtern, bei welchen dieser Zweck
einen wesentlichen Theil der Bedeutung bildet, die sogenannten
Gattungszahlworter: einerlei, zweierlei, u. s. w.; es ist offenbar,
dass man sie durchaus nicht.iiberall fiir die Grundzahlworter
eins, zwei u. s. w. substituiren kann.

Kritischer Zusatz. Wir haben oben unter den Haupt-
reprisentanten der Unterschiedstheorie neben JEVONS und SCHUPPE
auch Si6waRT genannt. Und wirklich sind von ihm die Grund-
gedanken dieser Theorie wiederholt geltend gemacht worden. Damit
soll aber nicht behauptet werden, dass seine Ansicht iiber den
Inhalt der Zahlbegriffe mit den obigen Entwicklungen vollig
iibereinstimme. Wenn er sagt: ,Simmtliche Zahlbegriffe sind somit
nur in immer hgheren Synthesen sich vollziehende Entwicklungen
der formellen Functionen, die wir in jedem Denkacte iiberhaupt
durch Einheit-Setzen und Unterscheiden iiben¥,?) so mdchte man
allenfalls noch an die vorhin deducirten Verschiedenheitsformen

1y Logik II, 38.
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gemahnt werden. Dasselbe gilt von einer anderen Stelle:!) ,Denn
was identisch gesetzt und von einem anderen unterschieden wird,
wird ebendarin ebenso wie dieses andere als Eins gesetzt; und
indem wir diese zusammengehérigen Functionen in Beziehung
auf einander ins Bewusstsein erheben, entsteht mit dem Be-
griffe der Eins auch der von Zwei, und damit die Grund-
lage aller Zahlbegriffe*. An anderen Stellen jedoch wird von
einer ,Unterscheidung und Zusammenfassung der Acte des Fort-
gehens von Einem zu einem Anderen®, *) von einem Bewusstsein
der Ueberginge des Bewusstseins3) gesprochen und das Zihlen
selbst als ,die allgemeine Form des bewussten Fortschreitens
von einer Einheit zur anderen“?) bezeichnet. Es spielen also bei
StewarT neben den Acten des Identischsetzens und Unterscheidens
noch andere von uns oben nicht beriicksichtigte Elemente in die
Zshlbegriffe hinein; es scheinen bei ihm jene Synthesen oder Zu-
sammensetzungen nicht bloss in unterscheidenden Acten héherer
Stufe zu bestehen, wie wir sie bei dem consequenten Aufbau der
Verschiedenheitsformen vorausgesetzt haben. Immerhin vertritt er
an vielen Stellen seiner Logik gerade die wesentlichen Gedanken
der Unterschiedstheorie. Das Unterscheiden und Identischsetzen
sollen nach ihm Thitigkeiten sein, die wir bei jeder Vorstellung
von Objecten vollziehen; es seien ,einfache, unter sich zusammmen-
hingende Acte, durch die iiberhaupt erst Vieles und Unter-
schiedenes zu unserem Bewusstsein gelangt.?) Nicht minder deut-
lich driickt dieselbe Meinung eine andere Stelle®) aus: ,,Damit
dass mehrere unterschiedene Objecte im Bewusstsein sind,
ist wol Unterscheiden vorausgesetzt; aber zuni#chst kommt nur
das Resultat dieser Function zu Bewusstsein, dass in dem
Nebeneinander mehrerer Objecte, deren jedes fiir sich festgehalten
wird, besteht.* Hier finden wir ganz und gar die Ansicht, die
wir eben widerlegt haben., TUnterscheiden und Identischsetzen
konnen unméglich die Function haben, die SiewarT ihnen zu-
schreibt. Wo die Bezichungspunkte nicht schon getrennt sind,

) Logik II, 87. %) Ebendas. S. 38. %) Ebendas. S. 41.
*) Ebendas. S. 43. %) Ebendas. S. 36. % a. a. 0., 86.
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wo nicht Vieles und Verschiedenes bereits vorliegt, da hat keinerlei
beziehende Thitigkeit und somit auch nicht diejenige des Unter-
scheidens und Vergleichens irgend welche Moglichkeit, in Kraft
zu treten. Das Unterscheiden und Identischsetzen sind Urtheils-
thitigkeiten, deren practische Bestimmung im Zusammenhange un-
seres Denkens mir in einer ganz anderen Richtung zu liegen scheint.
A ist mit sich selbst identisch, das heisst, A ist nicht B, C, D ...,
sondern eben A. Bine solche Reflexion zielt dahin, Verwechslungen
des A mit anderen Inhalten vorzubeugen, ein Ziel, welches erreicht
wird, indem man die ,Unterschiede’ des A von den B, C, D ...
(d. h. die charakteristischen Merkmale, die ithm zukommen und den
anderen nicht) aufsucht und hervorhebt. Aber wihrend dieser
Process sich anspinnt, sind A, B, C, D ... bereits als von einander ge-
sonderte Inhalte dem Bewusstsein gegenwirtig, und es ist durchaus
nicht seine Aufgabe, erst zu trennen, was urspriinglich ein iden-
tisches Eins ist, und so durch die Scheidung der Einheiten die
Vielheit allererst zu ermoglichen. Dass gerade die in den Aus-
driicken Unterscheiden und TUnterschied liegende Aequivocation,
welche zwei wol zu sondernde Begriffe (das Analysiren und das
urtheilende Unterscheiden) verkniipft, Si6WART zu seiner Auf-
fassung verleitet habe, diirfte aus den citirten Stellen hinreichend
klar hervorgehen.

Es ist allerdings merkwiirdig genug, dass SiewarT selbst ge-
legentlich das richtige Verhiltniss bemerkt, indem er nahezu den-
selben Irrthum bei ULricr riigt. *) Mit Riicksicht darauf wird man
geneigt sein, anzunehmen, dass SIGWART, wo er vom Unterscheiden
spricht, am Ende doch nicht eine urtheilende Thitigkeit im Auge
hatte, sondern die von uns als das analysirende Ausscheiden dem
urtheilenden Unterscheiden gegeniibergestellte. Ich finde es aber

1 a, a. 0. IY, 279. Anom. ,Die Meinung, als ob erst durch die Unter-
scheidung eine Vorstellung ecine bestimmte werde, vergisst, dass das
Unterscheiden selbst nur moglich ist zwischen schon vorhandenen ver-
schiedenen Vorstellungen, und dass die Unterscheidung also den ver-
schiedenen Gehalt nicht erzeugt.“ SIGWART bezieht sich hiebei auf
Urrior, Compendium der Logik 2. Aufl. S. 60.

Husserl, Philosophie der Arithmetik, I. 5
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nicht moglich, diese Deutung aufrecht zu halten. Das Unterscheiden
wird von S1GWART wiederholt mit dem Vergleichen zusammen-
gestellt, als psychische Thétigkeiten, mit Reflexion auf welche
die Begriffe von Gleichheit und Unterschied gewonnen wiirden.
So heisst es z. B. gerade in Fortsetzung der letzten der S. 64 citirten
Stellen: ,,Die Vorstellung des Unterschiedes . . . entwickelt sich
erst dann, wenn das Unterscheiden mit Bewusstsein vollzogen und
auf diese Thitigkeit reflectirt wird.“ Xs ist nicht denk-
bar, dass hier andere psychische Thitigkeiten gemeint sind als
die Urtheilsacte, in welchen wir Unterschiede, bzw. Gleichheiten
auffassen. Sicher kime nicht in Betracht das Analysiren; denn
dieses ist iiberhaupt keine psychische Thitigkeit in dem eigent-
lichen Sinne des Wortes, d. h. eine solche, die in den Bereich der
Reflexion fiele. Man unterscheide zwischen einem psychischen Ge-
schehen und einem psychischen Acte. Psychische Acte sind das
Vorstellen, Bejahen, Verneinen, Lieben, Hassen, Wollen u. s. w.,
von welchen uns die innere Wahrnehmung (Liocke’s reflection)
Kunde giebt. Ganz anders verhilt es sich mit dem Analysiren.
Niemand kann eine analysirende Thitigkeit innerlich wahrnehmen.
‘Wir kénnen die Erfahrung machen, dass ein guerst unanalysirter
Inhalt dann zu einem analysirten wird; wo frither Ein Inhalt war,
wird jetzt eine Vielheit bemerkt. Mehr aber als dieses post hoc
ist innerlich nicht zu constatiren. Von einer psychischen Thitig-
keit, durch welche aus der unanalysirten Einheit die Vielheit erst.
wird, lehrt die innere Wahrnehmung nichts.?) Das Factum aber
der eingetretenen Analyse kommt zu unserer Kenntniss, indem wir
die Erinnerungsvorstellung des unanalysirten Ganzen mif dem
gegenwiirtigen des analysirten vergleichen. s treten solcher Art
Acte des Vergleichens und Unterscheidens auf, welche jedoch die
vollzogene Analyse voraussetzen. Ist dies Alles richtig, dann ent-
bebrt eine Auffassung, welche die Begriffe Unterschied, Mehrheit
und Zahl durch Reflexion auf die Thitigkeiten des Unterscheidens
in dem Sinne des Analysirens hervorgehen lassen wollte, jedes
Bodens. Somit ist dies auch kein Weg, die SiewarT’schen Auf-

') Sehr treffend definirt daher STUMPF in seiner Tonpsychologie I, 96
die Analyse als das Bemerken einer Mehrheit.
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stellungen umdeutend zu festigen und an Stelle der oben ent-
wickelten eine neue und haltbarere Unterschiedstheorie der Zahl
zu construiren, !)

III. Capitel.
Die psychologische Natur der collectiven Verbindung.

Riickblick.

Blicken wir nun auf unsere bisherigen Betrachtungen
und deren Ergebnisse zuriick.

Wir nahmen uns vor, den Ursprung der Begriffe Vielheit
und Zahl aufzuzeigen. Zu diesem Behufe war es notwendig, die
concreten Phaenomene, von denen sie abstrahirt werden, ge-
nau ins Auge zu fassen. Diese lagen klar zu Tage als die
concreten Vielheiten oder Inbegriffe. Indessen schienen be-
sondere Schwierigkeiten dem Uebergange von ihnen zu den
Allgemeinbegriffen in den Weg zu treten. Dass die besondere
Beschaffenheit der in der Form einer Vielheit zusammen-
gefassten Einzelobjecte zu dem Inhalt des zugehorigen All-
gemeinbegriffes nichts beitragen konne, wurde zuniichst
klar. Das Einzige, was bei dieser Begriffshildung in Betracht

1) Trrthiimer in Betreff der Function des Unterscheidens fiir die Vor-
stellung mehrerer Objecte liegen so nahe, dass wir uns nicht wundern
werden, sie bereits bei dlteren Autoren zu finden. Man vergleiche LOCKE’s
Essay concerning human understanding B. I1, ch. XTI, sect. 1. und B. IV,
ch. VIL sect. 4. Ferner JAMES MirrL’s Analysis of the phenomena of
the human mind, ed. by J. St. Mill. London 1879. II 15: ,As having
a sensation, and a sensation, and knowing them, that is distinguishing
them, are the same thing . . .“; auch sonst wiederholt er vielfach diese

Behauptung.
B*



68 OCapitel III. Die psychologische Natur der collectiven Verbindung.

kommen konnte, war die Verbindung der Objecte in der
einheitlichen Vorstellung ihres Inbegritfes. Es handelte sich
nun um eine genauere Charakteristik dieser Verbindungsart.
Aber eben dies schien keine so leichte Sache zu sein. In
der That lernten wir eine Reihe von Theorien iiber den Ur-
sprung und Inhalt der Begriffe Vielheit und Anzahl kennen.
welche insgesammt an Misverstiindnissen in Betreff der hier
vorliegenden Synthesen scheiterten. Die erste charakterisirte
die collective Verbindung als die blosse Angehorigkeit zu
Einem Bewusstsein. Sie war offenbar unzureichend. machte
uns aber aufmerksam auf eine wichtige psychologische Vor-
bedingung : Jeder colligirte Inhalt muss ein fiir sich bemerkter
sein. Auch wurde uns bereits nahe gelegt, die Einigung der
Inhalte als eine durch besondere Bewusstseinsacte vermittelte
anzusehen. Immer wieder bestiirkt wurden wir hierin durch
die Kritik der drei folgenden Theorien, welche vermeinten.
durch die ,Anschauungsformen’ der Zeit und des Raumes
unseren Begriffen auf den Grund kommen zu kdnnen. Wir
lernten hiebei die Zeit als psychologische Vorbedingung der
Zahl kennen. Die letzte Theorie, die wir betrachteten, dir
einzige, welcher ichte Wissenschaftlichkeit zukommt, war die
Unterschiedstheorie. Sie gieng von vornherein von gewissen
psychischen Acten aus, aber es waren Acte des Unterscheidens.
welche eine tiefer eindringende Kritik nicht anerkennen durfte
als die fiir Collectivum und Anzahl in Wirksamkeit tretenden
synthetischen Acte.

Die Collection eine besondere Verbindungsart.

Welche Mboglichkeiten bleiben nun noch ibrig? Wir
haben von den Relationsarten noch nicht alle untersucht —
sollte unter den noch verbleibenden die collective Verbindung
ihrer Stelle finden? Einer detaillirten Erwiigung der ein-
zelnen Reldkionsarten sind wir jedoch aus leicht ersicht-
lichen Griinden enthoben. Da wir wissen, dass die hetero-
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gensten Inhalte in collectivischer Weise vereinigt werden
konnen, so entfallen unbesehen alle Relationen, deren An-
wendungsgebiet ein durch die Natur besonderer Inhalte be-
schrinktes ist; also Relationen von der Art der Aehnlich-
keit, Steigerung, continuirlichen Verbindung u. s. w. Ja es
scheint, dass iiberhaupt keine der bekannten Relationsarten
den gestellten Anforderungen Geniige leisten konne, nachdem
die zeitlichen und die Unterschiedsrelationen ausgeschlossen
sind. Hochstens an die Gleichheitsrelationen konnte man
noch denken; denn, wie sehr auch zwei Inhalte von einander
abweichen mogen, immer wird es moglich sein, eine Riick-
sicht anzugeben, in der sie einander gleich sind. Thatsich-
lich glaubte man auch vielfach (ja die Mehrheit der Forscher
ist dieser Ansicht) beziiglich der Entstehung der Zahlbegriffe
auf Gleichheitsrelationen recurriren zu miissen. Dies soll uns
spiaterhin noch beschiftigen. (Vgl. VIIL. Cap.) Hier aber
geniigt die kurze Bemerkung, dass die Gleichheiten, die wir
allenfalls ZWJschen den colligirten Inhalten entdecken mogen,
sicher nicht den’ Kitt bilden konnen, welcher die Synthesis
der in der Vorstellung des Inbegriffes zusammengehaltenen
Objecte bewerkstelligt; denn die Collection setzt keinerlei Ver-
gleichung voraus. Indem wir z. B. den Inbegriff von Uhr,
Tinte und Feder denken, brauchen wir diese Inhalte nicht
erst zu vergleichen; im Gegentheil: um dies thun zu konnen,
miissen wir sie bereits colligirt haben.

Es scheint also nichts iibrig zu bleiben, als fiir die col-
lective Verbindung eine neue und von allen anderen wolge-
schiedene Relationsklasse in Anspruch zu nehmen., Hiefiir
spricht auch positiv die innere Erfahrung. Wenn wir ein-
zelne Inhalte in der Art eines Inbegriffs ,zusammen’ denken,
dann lidsst sich dieses Zusammen nicht in irgend welche
andere Relationen auflésen und durch sie definiren.

Dasselbe diirfte seine Bestédttigung in den folgenden Be-
trachtungen finden, welche dahin zielen, die collective Ver-
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bindung in ihrer Eigenart anderen Beziehungen gegeniiber
noch niher zu charakterisiren.

Zur Relationstheorie.

Da ich nicht in der Lage bin, mich auf eine festbe-
grindete und anerkannte Relationstheorie zu stiitzen, so sehe
ich mich genStigt, an dieser Stelle einige allgemeine Be-
merkungen, welche dieses sehr dunkle Capitel der beschrei-
benden Psychologie betreffen, einzufiigen.

Zunichst wird es niitzlich sein, uns iiber den Terminus
Relation zu einigen. Was ist in allen Fillen, wo wir von
einer ,Relation’ sprechen, das Gemeinsame, um dessentwillen
eben dieser Name verwendet wird? Darauf giebt uns J. St.
MiLL in einer Note zu dem psychologischen Werke seines
Vaters?) folgende verstindliche und der Hauptsache nach
ausreichende Antwort: , Any objects, whether physical or
mental, are related, or are in a relation, to one another, in
virtue of any complex state of consciousness. into which they
both enter; even if it be a no more complex state of con-
sciousness than that of merely thinking of them together.
And they are related to each other in as many different
ways, or in other words, they stand in as many distinct re-
lations to one another, as there are specifically distinct states
of consciousness of which they both form parts.«

Hiezu seien einige Bemerkungen ergiinzend hinzugefiigt.
Der Ausdruck Bewusstseinszustand (state of mind) ist hier
nicht etwa als psychischer Act zu verstehen, sondern muss in
dem weitesten Sinne genommen werden, derart, dass er in
dem Umfange seiner Bedeutung geradezu mit ,Phaenomen’
tibereinstimmt. — In den obigen Sitzen hat MiLL, genau be-
sehen, eigentlich nur den Begriff ,in Relation Stehen’ definirt;
was soll nun aber unter ,Relation’ verstanden werden? Dass

') JAMBS MInL, Analysis II, 10.
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dies keine miissige Frage ist, geht schon daraus hervor, dass
ML selbst in seiner Terminologie schwankt, Er bezeichnet
wiederholt ) jenen complexen Bewusstseinszustand, von dem
oben die Rede ist, als das ,Fundament der Relation’, wihrend
er unter Relation schlechtweg die in Reflexion auf das Fun-
dament zu bildenden relativen Attribute versteht. Es kommt
aber auch vor,?) dass er von dem Fundament selbst erklirt,
es mache die Relation aus; wodurch freilich dieser Name
aequivok wird. Um nun unseren Sprachgebrauch zu fixiren,
setzen wir fest, dass unter ,Relation’ jenes complexe Phae-
nomen, welches die Grundlage fiir die Bildung der relativen
Attribute bildet, und dass unter ,Fundament der Relation’
(in Uebereinstimmung mit dem gegenwirtig allgemein iiblichen
Sprachgebrauche) jeder der bezogenen Inhalte zu verstehen sei.

Ich merke noch an, dass die Definition nur in einer Hin-
sicht etwas zu enge ist, sofern sie von Relationen zwischen
nur zwei Fundamenten spricht. Es giebt aber auch Re-
lationen zwischen mehreren Fundamenten, und zwar auch
einfache, wie wir nachher sogleich zeigen werden.

Zum Zwecke einer Eintheilung der Relationen konnte
man zunichst die Beschaffenheit der Inhalte, welche sie auf
einander beziehen (also der ,Fundamente’), als Richtschnur
nehmen. Eine solche Eintheilung bliebe jedoch an ‘der
Oberfliche haften. Auf den verschiedenartigsten Gebieten
finden wir Relationen, welche einen und denselben Charakter
haben. So kommen Gleichheiten, Aehnlichkeiten u. s. w.
sowol auf dem Gebiete der primiren Inhalte (der ,physischen
Phaenomene’) als auch auf dem der psychischen Acte (der
,psychischen Phaenomene’) vor.3)

Y a a 0. 8. 9. Vgl ferner seine Logik, Buch I, Cap. 3, § 10.
(GOMPERZ I, 56.)

%) Logik, Buch I, Cap. 2, § 7. (GoMPERZ I, 29.)

%) Beziiglich der Bedeutung der Termini ,physisches’ und ,psychi-
sches’ Phaenomen und der fundamentalen, fiir unsere nichstfolgenden
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Man kann aber, und dies ist das tiefergreifende Ein-
theilungsprincip, die Relationen auch klassificiren nach ihrem
eigenen phaenomenalen Charakter. Von diesem Gesichts-
punkte aus ergeben sich mehrfache Eintheilungen der Re-
lationen, unter anderen eine solche in die beiden folgenden
Hauptklassen :

1) Relationen, welche den Charakter von primiiren In-
halten (von ,physischen Phaenomenen’ in dem von F. BRENTAN0
definirten Sinne) besitzen.

Jede Relation rubt auf ,Fundamenten’, sie ist ein
complexes Phaenomen, welches in einer gewissen (nicht
niher zu beschreibenden) Weise Theilphaenomene umfasst;
aber keineswegs umfasst jede Relation ihre Fundamente
intentional,?) d. h. in jener specifisch bestimmten Weise, in
der ein ,psychisches Phaenomen’ (ein Act des Bemerkens,
Wollens etc.) seinen Inhalt (das Bemerkte, Gewollte etec.)
umfasst. Man verpleiche z. B. die Art, in welcher die
Vorstellung, die wir Aehnlichkeit zweier Inhalte nennen,
diese selbst einschliesst, mit irgend einem Fall der inten-
tionalen Inexistenz, und man wird anerkennen miissen, dass
es sich um ganz verschiedene Arten des Rinschlusses
handelt. Darum ist eben auch die Aehnlichkeit nicht unter
den Begriff der ,psychischen Phaenomene’ zu subsumiren;
mit Riicksicht darauf gehdrt sie vielmehr zu den pri-
miiren Inhalten. Dasselbe gilt auch fiir andere Relationen,
z. B. fir die Gleichheit, die Steigerung, die continuir-
liche Verbindung (die Verbindung der Theile eines Con-
tinuums), die ,metaphysische’ Verbindung (die Verbindung
von Rigenschaften, wie der Farbe mit der riumlichen Aus-
dehnung), den logischen Einschluss (wie der Farbe in der

Betrachtungen unerlésslichen Unterscheidung, welche ihnen zu Grunde
liegt, vergleiche man F. BRENTANO’s Psychologie vom empir. Stand-
punkte I Bd. 2. Buch, 1. Cap.

) a. a 0. S 115,
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Rote) u. s. f. Jede dieser Relationen reprisentirt eine be-
sondere Art primérer Inhalte (in der hier zu Grunde gelegten
Bedeutung dieses Terminus) und gehért mit Bezug darauf
in dieselbe Hauptklasse.

Ich bemerke noch ausdriicklich, dass es hier gar nicht
darauf ankommt, ob die Fundamente selbst primire Inhalte
sind oder irgend welche psychische Phaenomene (vorgestellte
psychische Zustinde). Auch solche Gleichheiten, Aehnlich-
keiten etc., die wir zwischen psychischen Acten oder Zu-
stinden (Urtheilen, Willensacten u.s. w.) wahrnehmen, haben
in der betrachteten Riicksicht den Charakter primirer In-
halte, nur treten sie aus Anlass jener psychischen Phaenomene
auf und sind in ihnen begriindet.

Nicht unpassend konnten die Relationen dieser Klasse,
als zu den priméren Inhalten gehorig, kurzweg durch den
Namen primére Relationen bezeichnet werden; nur miisste
man sich vor dem Misverstindnisse hiiten, als ob es sich dabei
immer um Relationen zwischen primiren Inhalten handelte,
wihrend es hierauf, wie eben betont wurde, gar nicht ankommt.

2) Auf der anderen Seite steht eine zweite Hauptklasse
von Relationen, welche dadurch charakterisirt ist, dass hier
das Relationsphaenomen ein psychisches ist. Richtet
sich auf mehrere Inhalte ein einheitlicher psychischer Act,
dann sind im Hinblick auf ihn die Inhalte verbunden oder
auf einander bezogen.

Vollziehen wir einen solchen Act, dann wiirden wir
natiirlich im Vorstellungsinhalte, den er einschliesst, vergeblich
nach einer Beziehung oder Verbindung suchen (es sei denn,
dass iiberdies noch eine primére Relation da wire). Die
Inhalte sind hier eben nur durch den Act geeinigt, und es
kann daher erst durch eine besondere Reflexion auf ihn diese
Einigung bemerkt werden.

Als Beispiel kann jeder beliebige Vorstellungs-, Urtheils-
oder Gefiihls- und Willensact herangezogen werden, welcher
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auf eine Mehrheit von Inhalten geht. Von jedem dieser
psychischen Acte kinnen wir im Einklange mit der MiLL'schen
Definition sagen, er setze die Inhalte in Beziehung zu ein-
ander. Im Besonderen gehtrt z. B. hierher die frither be-
sprochene Unterschiedsrelation im weitesten Sinne, bei welcher
zwei Inhalte durch ein evidentes negatives Urtheil in Be-
ziehung gesetzt werden.

Den charakteristischen Unterschied der beiden Klassen
von Relationen kann man auch dadurch kennzeichnen, dass
die primdren Relationen in gewissem Sinne zu dem Vor-
stellungsinhalte derselben Stufe gehdren wie ihre Fundamente.
die psychischen jedoch nicht. Indem wir die Fundamente
vorstellen, ist in dem ersteren Falle die Relation unmittelbar
mitgegeben als Moment desselben Vorstellungsinhaltes. In
dem zweiten Falle aber, dem der psychischen Relation, bedarf
es zur Vorstellung der Relation erst cines auf den beziehen-
den Act reflectirenden Vorstellens. Der unmittelbare Inhalt
des letzteren ist der die Beziehung stiftende Act, und erst
vermittelst dieses geht es auf die Fundamente. Die bezogenen
Inhalte und die Relation bilden so gewissermassen Inhalte
verschiedener Stufe.?)

Eine andere Eintheilung der Relationen, die fiir uns
in Betracht kommt, ist die bekannte in einfache und
zusammengesetzte Relationen. Hiufig wird hiebei ein

1) Ich habe in den vorstehenden Ergrterungen den Ausdruck ,phy-
sisches Phaenomen’, welcher bei BRENTANC dem ,psychischen Phaenomen’
correspondirt, vermieden, weil es etwas Inconvenientes hat, eine Aehn-
lichkeit, Steigerung u. dgl. als physisches Phaenomen zu bezeichnen.
Auch hatte BRENTANO selbst bei dieser Benennung nur die absoluten
priméren Inhalte itn Auge und zwar individuelle Phaenomene und nicht
abstracte Momente einer Anschauung. Indessen sieht man aus den obigen
Darlegungen, dass das Merkmal der intentionalen Inexistenz, welches bei
BRENTANO als das erste und durchgreifendste Trennungsmerkmal der
psychischen von den physischer Phaenomenen fungirt, auch bei der Klassi-
fication der Relationen auf eine wesentliche Scheidung fithrt.
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falsches Scheidungsprincip fiir massgebend angesehen. Re-
lationen zwischen zwei Fundamenten seien einfache, zwischen
mehr als zwei Fundamenten zusammengesetzte.?) Indessen
die blosse Zahl begriindet doch keinen wesentlichen Unter-
schied, sondern kann hochstens indirect auf einen solchen
hinweisen, und zwar miisste dies hier derjenige der Einfach-
heit und Zusammengesetztheit der Relationen sein, in dem
eigentlichen Sinne dieser Termini. Wirklich lag der tiefere
Grund dafiir, die Zahl als das scheidende Merkmal aufzu-
fiihren, in der fiir selbstverstiindlich erachteten Ansicht, dass,
sowie jede zusammengesetzte Relation, als ein Relations-
complex, notwendig mehr als zwei Fundamente einschliesse,
so auch umgekehrt jede Relation mit mehr als zwei Funda-
menten notwendig ein Complex von Relationen sei, und zwar
von solchen, die zwischen je zweien der Fundamente statthaben.

Dies Alles kann ich nicht fiir richtig halten. Einerseits
giebt es zwischen zwei Fundamenten Relationen, die zusammen-
gesetzt sind: man denke nur an die Relation der Endglieder
einer Reihe; andererseits giebt es wieder bei mehr als zwei
Fundamenten Relationen, die einfach sind, und gerade zu
diesen werden wir nachher die collective Verbindung zwischen
beliebig vielen Gliedern rechnen miissen. Uebrigens kann
auch das Beispiel der sinnlichen Gleichheit dienen, um min-
destens die Moglichkeit von Relationen der letzteren Art evident
zu machen. Bine Gleichheit zwischen mehr als zwei sinnlichen
Objecten konnen wir unter giinstigen und h#ufig realisirten
Umstinden in einem Blicke auffassen, ohne dass wir das
Geringste merkten von der grossen Mannigfaltigkeit einfacher
Bezichungen, die zwischen je zweien der Objecte vollzogen
werden konnen.?) Die Zahl derselben wire schon bei kleinen
(noch eigentlich vorstellbaren) Mengen eine in einheitlichem
Acte nicht mehr zu bewiiltigende. Bei sechs Objecten fiinf-

1) Vgl. z. B. DROBISCH, Logik, 4. Aufl. S. 84.
2) Vgl auch StumpF, Tonpsychologie II, 310.
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zehn, bei sieben einundzwanzig Beziehungen und so fort-
wachsend. Damit ist freilich noch nicht ausgeschlossen, dass
eine solche Gleichheit trotzdem eine zusammengesetzte Re-
lation sei. Ist sie dies auch nicht in der Weise eines Rela-
tionscomplexes, in welchem die Elementarrelationen als fiir
sich bemerkte Bestandtheile enthalten sind. so konnte sie
dies doch in der Weise einer Relationsverschmelzung?’) sein,
in deren unanalysirter Einheit die Elementarrelationen zu-
niichst als wunbemerkte Factoren vorhanden wiiren. Aber
selbstverstindlich ist dies niecht. Dass die Relation vorerst
als eine einfache erscheint, beweist jedenfalls zur Geniige
die Mglichkeit einfacher Relationen mit mehr als zwei Funda-
menten. Man sieht zugleich, dass auch die Ansicht, jede
Relation konne direct nur zwei und nicht mehr Funda-
mente verkniipfen, nicht berechtigt ist.

Die passendsten Definitionen diirtten hier die folgenden
sein: Relationen, die selbst wieder awus Relationen zusammen-
gesetzt sind, heissen zusammengesetzte; Relationen, bei
denen dies nicht zutrifft, einfache.

Psychologische Charakteristik der collectiven Yerbindung.

Nach diesem Excurs in die Relationstheorie kehren wir
nun wieder zu den besonderen Beziehungen zuriick, deren
Charakteristik unser Ziel ist, und stellen zuniichst die Frage:

Sind die Relationen, welche die Gegenstinde des Inbe-
griffes einigen, und die wir collective Verbindungen nannten,
priméire Relationen in dem oben praecisirten Sinne, wie z. B. die
metaphysischen und continuirlichen Verbindungen, oder miissen
wir sie vielleicht der Klasse der psychischen Relationen zu-
weisen? Genauer ausgedriickt: Sind die collectiven Verbin-
dungen im Vorstellungsinhalte des Inbegriffes als Theilphaeno-
mene anschaulich so enthalten und besonders zu bemerken,
wie etwa die metaphysischen Verbindungen im metaphysischen
_M’) Ueber den Begriff der Relationsverschmelzung vgl. das XI. Cap.
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Ganzen, oder ist im Vorstellungsinhalte selbst nichts von einer
Verbindung zu bemerken, sondern nur in dem psychischen
Acte, welcher die Theile einigend umschliesst?

Vergleichen wir, um diese Frage zu entscheiden, zun#chst
den Inbegriff mit irgend einem prim#ren Vorstelungsganzen.

Um bei einem solchen .die verbindenden Relationen zu
bemerken, ist Analyse notig. Handelt es sich z. B. um das
Vorstellungsganze, das wir Rose nennen, dann erhalten wir
durch Analyse successive die verschiedenen Theile derselben:
die Blitter, den Stengel u. s. w. (die physischen Theile);
dann die Farbe, deren Intensitiit, den Geruch u. s, w. (die
Eigenschaften). Jeder Theil wird durch ein besonderes Be-
merken herausgehoben und mit den bereits ausgeschiedenen
zusammen festgehalten. Als néchster Erfolg der Analyse
vesultirt, wie wir sehen, ein Inbegriff, nimlich der Inbe-
griff der fiir sich bemerkten Theile des Granzen. Dazu treten
aber noch, mit Riicksicht auf die Einigung der Theile in
dem anschaulichen Ganzen, die Verbindungsrelationen als
besondere und specifisch bestimmte primire Relationsinhalte;
in unserem Beispiel: die continuirlichen Verbindungen der
Blitter, oder die wiederum ganz anders charakterisirten Ver-
bindungen der Eigenschaften, wie der Réte und der rium-
lichen Ausdehnung u.s. w. So ergeben sich die Verbindungs-
relationen gewissermassen als das Mehr gegeniiber dem blossen
Inbegriff, welcher die Theile nur festzuhalten, nicht aber zu
verbinden scheint. "Was zeichnet also den Fall dieser priméren
Verbindungen vor demjenigen der collectiven aus? Offenbar
dies, dass im ersten Falle anschaulich im Vorstellungsinhalte
eine Einigung bemerkbar ist, im letzteren jedoch nicht.

Dasselbe lehrt auch der Vergleich der collectiven Ver-
bindung mit den Relationen der Gleichheit, Aehnlichkeit,
Steigerung u. s. w. (welche innerhalb der Klasse der pri-
méren Relationen, dhnlich wie die Verbindungsrelationen, eine
psychologisch wolcharakterisirte Gruppe bilden). Obgleich
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sie die Inhalte, welche ihnen als Fundamente zu Grunde liegen,
nicht ,verbinden’, so bilden sie doch primiire Inhalte, und
wieder erscheint ihmen gegeniiber die collective Verbindung
gewissermassen als der Fall der Relationslosigkeit. Und so
spricht man denn auch von ,unverbundenen' oder ,beziehungs-
losen‘ Inhalten dann, wenn es sich darum handelt, die Ab-
wesenheit von primédren Inhaltsrelationen iiberhaupt. oder von
solchen, auf die gerade das leitende Interesse gerichtet ist,
zu betonen. In diesem Falle sind die Inhalte eben Dbloss
,zusammen’ gedacht, d. i. als Inbegriff gedacht. Keineswegs
sind sie aber wirklich unverbunden, beziehungslos. Im Gegen-
theil, sie sind verbunden durch den sie zusammenhaltenden
psychischen Act. Nur im Inhalte dessclben fehlt jede be-
merkbare Einigung.?

Auch der folgende Umstand zeigt. dass zwischen der
collectiven Verbindung und allen primiiren Tuhaltsrelationen
ein wesentlicher Unterschied besteht, welcher nur darin seine
Erklirung finden kann, dass die erstere itberhaupt nicht zu
den prim#ren Relationen zu rechnen ist. Jede Relation ruht
auf Fundamenten und hingt in gewisser Weise von ihnen ab.
Wihrend aber bei allen Inhaltsrelationen die Veriinderlichkeit
der Fundamente, welche zulissig ist, um die Relation
der Art nach zu erhalten, eine beschriinkte ist, kann bei

) Darum hat J. ST. MILL ganz Recht, wenn er ausdriicklich betont,
Objecte stinden schon dann in Relation zu einander, wenn wir auch nur
zusammen an sie déchten. Sie bilden eben mit Ricksicht auf den sie
zusammen denkenden psychischen Act Theile eines psychischen (Ganzen
und kénnen durch Reflexion darauf jederzeit auch als verbundene erkannt
werden; dies macht ihre ,Relation’ aus, und nur wenn man diesen
Terminus auf das, was wir primire Relationen nannten, beschrinken
wiirde, dann konnte natiirlich im Falle psychischer Verbindung nicht
mehr von Relation die Rede sein. Einestheils ist dies freilich Sache der
Terminologie; anderentheils aber besteht de facto zwischen Inhaltsrelation
und psychischer Relation dem Hauptmomente nach so viel Gemeinsam-
keit, dass ich nicht einsehe, warum hier ein gemeinsamer Terminus nicht
gerechtfertigh sein sollte.
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der collectiven Verbindung jedes Fundament vollig un-
beschriinkt und willkiirlich variirt werden, und die Re-
lation bleibt doch bestehen. Dasselbe gilt auch von der
Unterschiedsrelation im weitesten Sinne. Nicht jeder Inhalt
kann mit jedem anderen als #hnlich, continuirlich verbunden
u. s. f. gedacht werden; immer aber als verschieden und als
collectivisch geeinigt. Hs liegt eben in beiden Fillen die Re-
lation nicht unmittelbar in den Phaenomenen selbst, sondern
ist ihnen gewissermassen #Husserlich.

So sprechen denn vielerlei Zeugnisse und vor Allem die
innere Erfahrung selbst dafiir, dass wir uns fiir die zweite
Auffassung entscheiden miissen, der zufolge die collectivische
Einigung nicht im Vorstellungsinhalte anschaulich gegeben ist,
sondern nur in gewissen psychischen Acten, welche die Inhalte
einigend umschliessen, ihren Bestand hat, ein Resultat, welches
sich uns auch in den kritischen Discussionen des vorigen
Capitels wiederholt aufdringte.

Offenbar kann es sich hier nur um die elementaren Acte
handeln, welche fahig sind, alle und jede Inhalte, seien sie
noch so disparat, zu umfassen. Eine aufmerksame Betrachtung
der Phaenomene lehrt nun Folgendes:

Ein Inbegriff entsteht, indem ein einheit-
liches Interesse und in und mit ihm zugleich ein
einheitliches Bemerken verschiedene Inhalte fiir
sich heraushebt und umfasst. Es kann also die collec-
tive Verbindung auch nur erfasst werden durch Reflexion auf den
psychischen Act, durch welchen der Inbegriff zu Stande kommt.

Die vollste Bestittigung fiir unsere Auffassung bietet
wieder die innere Erfahrung. Fragen wir, worin die Ver-
bindung bestehe, wenn wir z. B. eine Mehrheit so dis-
parater Dinge wie die Rote, der Mond und Napoleon denken,
so erhalten wir die Antwort, sie bestehe bloss darin, dass wir
diese Inhalte zusammen denken, in einem Acte denken.

Zur weiteren Charakteristik der collectiven Verbindung
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diene noch Folgendes. Fiir die Auffassung eines jeden der
colligirten Inhalte bedarf es eines besonderen psychischen Actes;
ihre Zusammenfassung erfordert dann einen neuen, der jene
gliedernden Acte offenbar in sich schliesst, also einen psychi-
schen Act zweiter Ordnung bildet. Wird eine Vielheit
unter Vermittlung von Untergruppen vorgestellt, wie wenn
wir eine Vielbeit von sechs Objecten in der Form von 3 4- 3
oder 2 4+ 2 -} 2 vorstellen, da verlangt die Bildung einer
jeden Untergruppe einen psychischen Act zweiter Ordnung,
somit muss die sie alle umfassende Collectiveinheit durch
einen psychischen Act dritter Ordnung hergestellt werden.
Wie es kommt, dass wir trotz dieser Complication aufeinander
gerichteter Acte eine solche Vorstellungsart hitufig vorziehen,
soll uns im Verlaufe des XI. Capitels beschiiftigen.

Da die collective Verbindung eine besondere Relationsart
darstellt, so ist es selbstverstindlich. dass mindestens zwei-
gliederige Collectionen den Charakter einfacher Relationen
besitzen. Wie verhiilt es sich aber mit mehrgliederigen Col-
lectionen? Sind sie etwa Complexe oder Gewebe aus collec-
tiven Verbindungen zwischen je zweien ihrer Glieder? Ich
glaube nicht. Der colligirende Act umfasst alle Glieder ohne
collective Sonderverkniipfungen, und wo wir solche zu be-
merken meinen, zeigt die genauere Betrachtung stets, dass es
heterogene Verkniipfungen sind, welche mit der Collection
concurriren. So ist es z. B., wenn wir die gliedweisen Auf-
fassungen successive vornehmen, wodurch Glied mit Glied
reihenartig verkniipft ist. Von dieser zeitlichen Verkniipfung
miissen wir abstrahiren, wofern wir die collective Verbin-
dung rein erbalten wollen. — Man wird hier auch nicht die
Ansicht vertreten konnen, dass die Einheit der Gesammt-
collection eine Verschmelzung darstelle, in welcher die Ele-
mentarcollectionen zuniichst ungeschiedene Momente bilden;
denn auch durch die nachtriigliche Analyse finden wir diese
nicht vor, es sei denn, dass wir sie von Neuem vollziehen.
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Wir betrachten daher die collective Verbindung beliebig vieler
Fundamente gleichfalls als eine einfache Relation.

Die collective Verbindung spielt fiir unser ganzes geistiges
Leben eine hochst bedeutsame Rolle. Jedes complicirte
Phaenomen, welches fiir sich bemerkte Theile voraussetzt,
jede héhere Geistes- und Gemiitsthitigkeit erfordert, um
iiberhaupt entstehen zu konnen, collective Verbindungen von
Theilphaenomenen. Niemals konnte es auch nur zur Vor-
stellung einer einfacheren Beziehung kommen (z. B. einer
Gleichheit, Aehnlichkeit u. s. w.), wenn nicht ein einheitliches
Interesse und damit zugleich ein Act des Bemerkens die Funda-
mente zusammen heraushdbe und geeinigt festhielte. Diese
psychische Relation ist also eine unerldssliche psychologische
Vorbedingung fiir jede Beziehung und Verbindung iiberhaupt.

Vermoge der elementaren Natur der collectiven Ver-
bindung ist es natiirlich, dass sie auch in der gewdohnlichen
Sprache ihre Ausprigung gefunden haben muss. In dieser
Hinsicht geniigte das synkategorematische Wortchen Und
allen practischen Bediirfnissen. An und fiir sich ist es ohne
Bedeutung; aber wo es zwei oder mehrere Namen verbindet,
deutet es die collective Verbindung der benannten Inhalte
an. Dass die Sprache des Volkes keinen selbstindigen Namen
fiir den Begriff der collectiven Verbindung besitzt, darf uns
nicht Wunder nehmen ; auf ihn geht nur ein ausnahmsweises,
wissenschaftliches Interesse. Diestindigen Zwecke des Denkens
und Sprechens verlangen eben nur die sprachliche Fixirung
des Umstandes, dass gegebene Inhalte in collectivischer Weise
verbunden seien, und dies leistet fiir unsere Sprache in voll-
kommen angemessener Weise die Conjunction Und. %)

1) Die Thitigkeit des Colligirens beschreibt LOCKE im Essay B. II,
ch. XI, s. 6 unter dem Titel ,Compounding®. Er bemerkt auch, dass
sie die Einheiten einer Zahl verkntipfe. Gleichwol hat er die Rolle, die
sie bei der Abstraction dieses Begriffes spielt, nicht erkannt.

Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 6
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IV. Capitel.
Analyse des Anzahlbegriffes nach Ursprung und Inhalt.

Yollendang der Analyse des Vielheiisbegriffes.

Nachdem wir die psychologische Natur der collectiven
Verbindung festgestellt haben, konnen wir unsere Aufgabe,
den Ursprung und Inhalt der Begriffe Vielheit, Anzahl, sowie
der einzelnen Anzahlbegriffe aufzuzeigen, zur Vollendung
bringen.

Fiir das Verstindniss der Entstehung des Vielheitsbegriffes
haben wir bereits am Eingange unserer Untersuchungen
(Cap. I, S. 12—15) wesentlich vorgearbeitet. Durch Reflexion
auf den psychischen Act, welcher die Einheit der zum In-
begriffe verbundenen Inhalte bewirkt, erlangen wir die ab-
stracte Vorstellung der collectiven Verbindung, und ver-
mittelst dieser bilden wir den Begriff der Vielheit als den
eines Ganzen, welches Theile in bloss collectivischer Weise
verbindet.

Da die Ausdriicke ,Ganzes* und , Theil* biufig in einem
engeren Umfange gebraucht werden, als es hier geschieht,
und leicht den Gedanken einer innigeren, im primiren In-
halte selbst liegenden Verbindung mit sich fithren konnten,
welche hier keineswegs gemeint ist, so wollen wir unser Re-
sultat noch in anderer Weise ausdriicken. Eine Vorstellung,
konnen wir sagen, fillt unter den Begriff der Vielheit, sofern
sie irgend welche fiir sich bemerkte Inhalte in collectivischer
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Weise verbindet. Nachdem wir nun die Quelle, aus welcher
die collective Verbindung entspringt, aufgefunden und sie
mit gewissen psychischen Acten identificirt haben, kann in
Betreff unseres Begriffes kaum noch eine Unklarheit bestehen.

Nur ein Punkt, der jedoch mehr die Terminologie betrifft,
konnte Bedenken erregen. Wozu, mSchte man fragen, werden
iiberhaupt noch die Termini, also auch die Begriffe Vielheit und
collective Verbindung geschieden? Da in allen Fillen, wo
man von Vielheit spricht, nichts anderes gemeinsam ist, als
die collective Verbindung, so sind doch beide Begriffe
identisch. Wir werden uns rasch einigen, wenn wir nur auf
die im Terminus Begriff enthaltene Aequivocation achten.
Verstehen wir unter ,Begriff’ das den Namen zu Grunde
liegende Abstractum, dann besteht wirklich eine Identitdt
der beiderseitigen Begriffe. Aber dies beweist nicht, dass
nun auch die beiderseitigen Namen eines Sinnes sind. Ver-
stehen wir nidmlich unter den ,Begriffen’ die gedanklichen
Correlate der Namen, dann sind dieselben hier thatsichlich
verschieden und die trennende Terminologie gerechtfertigt.
Denn wo immer wir den Namen Vielheit verwenden, ist,
von seltenen Ausnahmen abgesehen, nicht die collective
Verbindung als solche Gegenstand des Interesses, sondern
das collective Ganze. Jene reprisentirt das Abstractum,
welches dem allgemeinen Begriff Vielheit oder collectives
Ganzes zu Grunde liegt, somit wol die ,Bedeutung’ des
Namens Vielheit im Sinne der Liogik; aber diese ,Bedeutung’
macht noch nicht den ganzen logischen Gehalt des Namens
aus. Der ganze Begriff, der ihm entspricht, ist der eines
,Etwas, das dieses abstracte Moment der collectiven Ver-
bindung besitzt’. So aufgefasst, bildet der Begriff der col-
lectiven Verbindung den wesentlichsten Bestandtheil des Viel-
heitsbegriffes, ohne dass beide identisch wiren. Aehnlich
verhalt es sich auch sonst mit allgemeinen Namen. Reden

wir von einem Menschen schlechthin, dann haben wir den
6*
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Begriff eines Etwas, das die und die abstracten Merkmale
besitzt. Wollen wir das besondere Interesse auf den
Verein dieser Merkmale fiir sich hinlenken, dann miissen wir
sagen: das Abstractum Mensch. Aequivok ist der Ausdruck
,der Begriff Mensch’, er kann beides bedeuten: den allge-
meinen und den abstracten Begriff. — Ausnahmsweise wird
iibrigens der Name Vielheit auch fiir sich allein in dem ab-
stracten Sinne verstanden. So sprechen hervorragende Psycho-
logen, wie LoTzEY) und STUMPF 2) von der Vielheit als von
einem Verh#ltnisse, wobei offenbar nichts anderes gemeint
sein kann, als die collective Verbindung. Durch die Ein-
fiilhrung des Terminus ,collective Verbindung’ haben wir diese
Aequivocation beseitigt.

Wir konnen den Inhalt des Vielheitsbegriffes noch in
einer anderen Weise ausdriicken, welche fiir unsere weiteren
Analysen wichtig ist. Zu diesem Zwecke miissen wir den
eigenthiimlichen Abstractionsvorgang, welcher diesen Begriff
ergiebt, etwas genauer zergliedern.

Kein Begriff kann gedacht werden ohne Fundirung in
einer concreten Anschauung. So haben wir auch, wenn
wir den allgemeinen Begriff der Vielheit vorstellen, immer
die Anschauung. irgend einer concreten Vielheit im Be-
wusstsein, an welcher wir den Allgemeinbegriff abstrahiren.
In welcher Weise geht nun diese Abstraction von statten?
Von den Besonderheiten der colligirten Einzelinhalte ist, wie
wir feststellten, ginzlich zu abstrahiren, gleichwol aber deren
Verbindung festzuhalten. Darin scheint eine Schwierigkeit,
wo nicht eine psychologische Unmoglichkeit zu liegen. Machen
wir mit jener Abstraction Ernst, dann verschwindet mit den
einzelnen Inhalten natiirlich auch die collective Verbindung,
statt als begrifflicher Extract iibrig zu bleiben.

1) Metaphysik, S. 530.
*) Tonpsychologie I, 96.
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Die Ldsung liegt nahe. Von etwas absehen oder abs-
trahiren heisst bloss: darauf nicht besonders merken. Die
Erfiilllung der Forderung, von den inhaltlichen Besonder-
heiten ginzlich zu abstrahiren, hat also durchaus nicht den
Effect, dass die Inhalte und damit ihre Verbindung unserem
Bewusstsein entschwinden. Die Auffassung der Inhalte und
ihre Collection ist natiirlich die Vorbedingung der Abstraction.
Bei dieser geht aber das heraushebende Interesse nicht auf
die Inhalte, sondern ausschliesslich auf deren gedankliche
Verkniipfung — das ist Alles, was gemeint ist.

Die Abstraction, die zu vollziehen ist, kann nun folgender-
massen beschrieben werden : Irgendwie bestimmte Einzelinhalte
sind in collectiver Verbindung gegeben; indem wir nun abs-
trahirend zum Allgemeinbegriff iibergehen, beachten wir sie
nicht als so und so bestimmte Inhalte; das Hauptinteresse
concentrirt sich vielmehr auf ihre collective Verbindung,
wihrend sie selbst mur als irgend welche Inhalte, ein jeder
als ein irgend Etwas, irgend Eins, betrachtet und be-
achtet werden.

Dieses Resultat wollen wir uns zu Nutze machen, indem
wir es mit einer fritheren Bemerkung verbinden, nach welcher
die collective Verbindung im sprachlichen Ausdrucke durch
die Conjunction Und in vollkommen klarer und verstind-
licher Weise angedeutet werden kann. Vielheit im Allge-
meinen, so konnen wir uns jetzt ganz einfach und ohne jede
Umschreibung ausdriicken, ist nichts weiter als: irgend Et-
was und irgend Etwas und irgend Etwas, u. s. w.; oder
irgend Eines und irgend Eines und irgend Eines, u.s. w.;
oder kiirzer: Eins und Eins und Eins u. s. w.

Der Begriff Etwas.
‘Wir sehen auf diese Weise, .dass der Begriff der Vielheit
mit und in dem Begriffe der collectiven Verbindung auch
denjenigen des Etwas enthilt. Es ist daher unsere Auf-



gabe, diesen Begriff nach Inhalt und Entstehung genauer zu
charakterisiren.

Etwas ist ein Name, welcher auf jeden denkbaren Inhalt
passt. Jedes wirkliche oder Gedankending ist ein Etwas.
Aber auch ein Urtheil, einen Willensact, einen Begriff, eine
Unmoglichkeit, einen Widerspruch u. s. w. konnen wir so
benennen. Der Begriff Etwas ist natiirlich durch keine denk-
bare Inhaltsvergleichung aller Gegenstinde physischer und
psychischer Art zu gewinnen. Eine solche Vergleichung bliebe
schlechthin ohne Ergebniss. Das ,Etwas’ ist eben kein ab-
stracter Theilinhalt. Worin alle Gegenstiinde — wirkliche und
mogliche, reale und nicht reale, physische und psychische
u. s.w. — iibereinkommen, ist nur dies, dass sie Vorstellungs-
inhalte sind oder durch Vorstellungsinhalte in unserem Be-
wusstsein vertreten werden. Offenbar verdankt der Begriff
des Etwas seine Entstehung der Reflexion auf den psychischen
Act des Vorstellens, als dessen Inhalt eben jedes bestimmte
Object gegeben ist. Das ,Etwas’ gehort also nur in jener
dusserlichen und uneigentlichen Weise zum Inhalt eines jeden
concreten Gegenstandes, wie irgend welche relativen und ne-
gativen Attribute; ja es ist selbst als eine relative Bestimmung
zu bezeichnen. Natiirlich kann der Begriff Etwas nie gedacht
werden, ohne dass irgend ein Inhalt gegenwirtig ist, an dem
jene Reflexion vollzogen wird; doch hiezu ist jeder gleich
gut geeignet, selbst der blosse Name Etwas.

Die wichtige Function des” Begriffes Etwas oder Eins
fiir die Entstehung des Allgemeinbegriffes der Vielheit be-
steht darin, dass jeder einzelne unter den bestimmten In-
halten, welche die concrete Vielheitsvorstellung in sich be-
greift, unter Vermittlung des Etwasbegriffes gedacht und
nur, insofern er unter diesen Begriff fallt, beachtet wird;
hiedurch entsteht jene vollkommenste Inhaltsentschrin-
kung, welche dem Begriffe der Vielheit seine Allgemeinheit
verleiht.
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Die Anzahlen und der Gattungshegriff der Anzahl.

Der Ausdruck ,Eins und Eins und Eins u. s. w.%, welcher
nach den gegebenen Erliuterungen den Inhalt des Vielheits-
begriffes deutlich ausprigt, weist durch das ,u. s. w.% auf
eine gewisse Unbestimmtheit hin, die dem Begriffe in seiner
weiten Fassung wesentlich ist. Nicht als ob die Collection
der Einse, welche uns den Begriff der Vielheit reprisentirt,
kein Ende nihme; geschweige denn, dass die Vielheitsform,
die wir, ausgehend von einem bestimmt gegebenen Inbegriff,
nach dem oben beschriebenen Abstractionsverfahren erlangen,
ohne Abschluss wire; vielmehr ist nichts Anderes gemeint,
als dass in Betreff der Abgrenzung keine Bestimmung ge-
troffen, beziehungsweise dass die factisch vorhandene Be-
grenzung als etwas anzusehen sei, worauf es nicht ankomme.

‘Wollen wir aber diese Unbestimmtheit beheben, dann er-
geben sich vielerlei Moglichkeiten, und es ist einleuchtend,
dass diesen entsprechend der Vielheitsbegriff alsbald in eine
Mannigfaltigkeit von bestimmten, auf das Schirfste gegen ein-
ander abgegrenzten Begriffen, den Zahlen, zerfillt. Es ent-
stehen Begriffe wie: Eins und Eins; Eins, Einsund Eins;
Eins, Eins, Eins und Eins; u. s. £, welche vermége ihres
h6chst primitiven Charakters und ihrer practischen Wichtig-
keit wenigstens in beschrinktem Umfange — soweit nimlich
ihre leichte Unterscheidbarkeit reicht — schon auf den un-
tersten Stufen der menschlichen Geistesentwicklung gebildet
wurden, so dass deren Namen Zwei, Drei, Vier u. s. w. zu
den frithesten Schopfungen aller Sprachen gehdren.

BEs ist natiirlich nicht nétig, fiir die Herleitung der Zahl-
begriffe den allgemeinen und unbestimmten Vielheitsbegriff
zum Vermittler zu nehmen. Wir kommen direct zu denselben,
ausgehend von beliebigen concreten Vielheiten, denn eine jede
fillt unter einen und zwar einen bestimmten dieser Begriffe.
Der Abstractionsprocess, welcher die einer gegebenen con-
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creten Vielheit zukommende bestimmte Zahl ergiebt, ist nach
den obigen Analysen vollig klar. Absehend von der beson-
deren Beschaffenheit der zusammengefassten Einzelinhalte,
betrachtet und behiilt man einen jeden nur, insofern er ein
Etwas oder Eins ist, und gewinnt so, mit Riicksicht auf die
collective Verbindung derselben, die zu der vorliegenden
Vielheit gehorige allgemeine Vielheitsform: Eins und Eins,
u. s. w,, und Eins, mit welcher ein bestimmter Zahlname
associirt ist.

Alle Begriffe, die so entstehen, sind sichtlich mit
einander verwandt. Thre Aehnlichkeit beruht auf der
Gleichheit der sie zusammensetzenden Theilvorstellungen
(der Rinsen oder Einheiten), sowie auf der elementaren
Aehnlichkeit der die letzteren verbindenden psychischen
Acte; sie reicht hin, um die Zahlbegriffe als eine wol-
charakterisirte Klasse von Begriffen abzugrenzen, und um
als Grundlage fiir eine allgemeine Benennung zu dienen.
Diesen Zweck erfiillt der Name Anzahl. Anzahl ist ein
gemeinsamer Name fiir die Begriffe Zwei, Drei, Vier, u.s. f%)
Nun spricht man freilich auch von einem Allgemeinbegriff
und nicht bloss von einem allgemeinen Namen Anzahl. Diesen
Begriff konnen wir aber nicht anders erkliren, als dadurch,
dass wir auf die Aehnlichkeit der simmtlichen Zahlbegriffe
unter einander hinweisen. Eine Anzahl im Allgemeinen, die
als eine fiir sich bemerkbare Theilvorstellung in der Weise
eines physischen oder auch nur metaphysischen Theiles (z. B.
der Farbe oder Gestalt eines Aussendinges) aus der Vor-
stellung eines jeden Anzahlbegriffes heraushebbar wiire, giebt
es nicht. Eher scheint das Verhiltniss zwischen logischem

*) JAMES MILL rechnet den Namen Anzahl zu jener Gattang von
Namen, die er ,names of names’ nennt. Vgl. Analysis ete. II, 4, Dies
ist eine sehr unzutreffende Ausdrucksweise. Anzahl ist nicht als ein
allgemeiner Name fiir die Namen Zwei, Drei u. s. w., sondern fiir die

durch dieselben bezeichneten Begriffe entstanden, deren innere Ver-
wandtschaft zu einer gemeinsamen Benennung Grund und Anlass bot.
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Theil und logischem Ganzen (z. B. von Farbe und Differenz
der Rote) demjenigen zwischen Anzahl im Allgemeinen und
bestimmter Zahl (Zwei, Drei u. s. {.) zu entsprechen.

Verhiiltniss der Begriffe Anzahl und Vielheit.

‘Wie verhalten sich nun die Begriffe Anzahl und Viel-
heit zu einander? Dass sie ihrem wesentlicheren Gehalte
nach iibereinstimmen, ist von vornherein ersichtlich. Der
Unterschied besteht nur darin, dass der Begriff der Anzahl
bereits eine Unterscheidung der abstracten Vielheitsformen
von einander voraussetzt, derjenige der Vielheit aber nicht.
Der erstere ist zu fassen als der Gattungsbegriff, welcher
aus der Vergleichung der von einander bereits unterschie-
denen, bestimmten Vielheitsformen oder Zahlen, als der
Speciesbegriffe, entspringt; der Vielheitsbegriffi hingegen er-
wichst unmittelbar aus der Vergleichung concreter Inbegriffe.
Freilich fiilhrt das beschriebene Abstractionsverfahren bei
verschiedenen Inbegriffen nicht immer zu derselben Vielheits-
form; aber auf der Stufe der Abstraction, welcher der
Vielheitshegriff angehort, hat eine TUnterscheidung wund
Klassification der mannigfaltigen Vielheitsformen entweder
noch nicht stattgefunden, oder liegt ausserhalb des herr-
schenden Interesses. Beachtung findet nur die offenbare
Gleichartigkeit jener psychischen Reflexionen, die iiberall
wirksam sind, wo wir von concreten Vielheiten zu dem
beziiglichen Begriffe aufsteigen; wihrend die Unterschiede,
welche zu der scharfen Sonderung jener unbegrenzten Reihe
von Speciesbegriffen fiihren, noch unbemerkt oder absichtlich
unbeachtet bleiben. Infolge dessen trigt eben der Begriff
der Vielheit jene vage Unbestimmtheit in sich, die wir oben
gekennzeichnet haben. 'Was ihm fehlt ist dasjenige, was den
Zahlencharakter erst vollendet und ihn auszeichnet: das
scharf bestimmte Wieviel.

Dass wirklich der unbestimmte Vielheitsbegriff eine er-
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heblich tiefere Stufe der Begriffsbildung repriisentirt, findet
seine Bestittigung in Erfshrungen an Kindern und an den
in der Kindheitsperiode stehenden Volkern. KEs ist be-
kannt, welche Schwierigkeit es kostet, Kinder, die lingst
schon den Namen und Begriff des Vielen besitzen, zu der
klaren Unterscheidung der Zahlbegriffe anzuleiten. Was die
wilden Vélker anlangt, so besitzen selbst die in der Cultur
am tiefsten stehenden, welche in der Benennung der be-
stimmten Zahlbegriffe nicht iiber Drei oder Fiinf gekommen
sind, doch simmtlich den Namen und Begriff des unbe-
stimmt Vielen. ?)

Eins und Etwas.

Das Verhiltniss der Begriffe Eins und Etwas bedarf
noch einer Erliuterung. Nach unserer Auffassung kommt
das Eins seinem Begriffe nach wesentlich iiberein mit .irgend
Eines’, ,irgend ein Ding’, oder ,ein Ding’ schlechtweg, wo ,ein’
den unbestimmten Artikel bedeutet; und alle diese Namen
haben wieder wesentlich dieselbe Bedeutung wie das Etwas.
Indem wir zihlen, bringen wir jedes der concret vor-
liegenden Dinge unter diesen Begriff. Nun besteht aber
zwischen der Vielheit als einem Ganzen und den einzelnen
Gegenstinden als seinen Theilen ein Correlationsverhiltniss,
also auch zwischen der Vielheit in abstracto und der Ein-
heit als dem unter der Vermittlung des Begriffes Etwas ge-
dachten Elemente der Vielheit. Indem nun der Name ,Eins’
beim Zihlen ausschliesslich in Gebrauch kam, trat ein ge-
wisser Unterschied der Bedeutung zwischen Eins und ,ein
Ding’ und ,Etwas’ dadurch hervor, dass Eins die Corre-
lation zur Vielheit als Mitbezeichnung erhielt. Dies ergab
sich durch die Art der Verwendung ganz von selbst. So

1) Vgl. TYLoR, Anfinge der Cultur. 7. Cap. Die Zihlkunst. Ins-
bes. 8. 240, 261 u. s. £ LUBBOCK, Die Entstehung der Civilisation
S. 864 u. ff,
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wurde denn Kins gleichbedeutend mit ,gezidhltes Ding’
oder ,ein Ding’ im Gegensatz zu vielen Dingen, wih-
rend ,ein Ding’ schlechtweg bei unbetontem ,ein’, und
das gleichbedeutende ,Etwas’, von dieser Beziehung auf
den Begriff der Vielheit frei blieb. Bei der Charakteristik
der Zahlenabstraction sagte ich mit Absicht: wir bringen
jeden Inhalt unter den Begriff des Etwas, und nicht: wir
bringen einen jeden unter den Begriff des Eins; denn die
Correlation zum Begriffe der Vielheit, welche allein den Be-
griff des Eins vor dem des Etwas auszeichnet, ist nicht ein
Punkt, der fiir die Zahlenabstraction irgendwie in Betracht
kommt. Indem jeder Gegenstand der Vielheit bloss als ein
Etwas gedacht ist, so ist das Etwas bereits ,Eins’; es steht
als ein BEtwas in der Vielheit und besitzt hiedurch eo ipso
jene Correlation zu ihr.

Man kann mit vollem Rechte die Begriffe Etwas und
Eins, Vielheit und Anzahl, diese allgemeinsten und inhalt-
leersten aller Begriffe, als Formbegriffe oder Kategorien be-
zeichnen. Was sie als solche charakterisirt, ist der Umstand,
dass sie nicht Begriffe von Inhalten bestimmter Gattung sind,
sondern in gewisser Art alle und jede Inhalte in sich be-
fassen. Aechnliche Relationsbegriffe giebt es auch sonst noch,
z. B. die Begriffe des Unterschiedes und der Identitit. Ihr
allumfassender Charakter findet seine einfache Erklirung
darin, dass sie Begriffe von Attributen sind, welche in Re-
flexion auf psychische Acte entstehen, die an allen Inhalten
ohne Ausnahme geiibt werden konnen.

Kritischer Zusatz. TUnsere Analysen fiihrten zu einem wich-
tigen, sowol auf kritischem als positivem Wege festbegriindeten
Resultat. Es ist unmoglich, die Entstehung der Zahlbegriffe auf
gleiche Weise zu erkliren, wie etwa diejenige der Begriffe Farbe,
Gestalt u. s. w., welche als positive Momente im primiren Inhalt,
durch blosse Analyse desselben herausgehoben werden. Darum
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war nicht bloss ARISTOTELES im Irrthum, wenn er?) die Zahlen
und das Eins zu den aiodyra xoud, zu den gemeinsamen Objecten
aller Sinne, sondern auch LoOCKE, wenn er das Eins zu den Be-
griffen rechnete, die zugleich auf dem Gebiete der Sensation und
dem der Reflexion ihre Quelle haben.2) Die geziihiten Inhalte
kénnen freilich physische so gut wie psychische sein. aber die
Zshlbegriffe und das Eins gehdren ausschliesslich dem Gebiete der
BReflexion an. Und demgemiiss ist es auch von vornherein absurd,
wenn LOCKE (wie so viele nach ihm) die vorgestellten Zahlen als
»primire Qualititen® betrachtet, als vollkommene Abbilder origi-
naler Qualitiiten, die in den Dingen selbst und unabhiingig von
unserem Geiste Bestand haben. %)

In dieser allgemeinsten Form ist unser Ergebniss nicht neu.
Bereits SiGwarT hat dasselbe in seiner Logik — als das Erste,
soweit mir bekannt ist — ausgesprochen und hiedurch der Ana-
lyse des Zahlbegriffes den richtigen Weg gewiesen. Indessen fehlt
es bei SIGWART an einer sicher durchgefiihrten und haltbaren
Theorie. Gliicklich und treffend sind seine Darlegungen nur iberall
da, wo er die Haltlosigkeit der physischen Abstractionstheorie an
den Lehren J. St. Mint’s und BaiN’s kritiseh darthut: 4)

Es sei hier ausgesprochen, dass mich zuniichst das kritische
Studium der SiewarT’schen Untersuchung zu der oben entwickelten
Theorie gefiihrt hat.

Unter dem Einflusse StGwaRT’s stehen, wenn ich nicht irre,
die Ausfithrungen Wuxpr’'s iiber den Zahlbegriff in seinem grossen
logischen Werke. Auch er lisst denselben durch Reflexion auf
psychische Acte hervorgehen, wobel er sich jedoch von der Unter-
schiedstheorie fernzuhalten weiss. Ich muss bekennen, dass es mir
nicht gelungen ist, ein ganz deutliches Bild seiner Auffassung zu
erlangen. Was ich verstehe, kann ich nicht in dem Sinne einer

') De Anima II, 6, § 3; III, 1, § 5; u. s. w. Vgl. BRENTANO, Die
Psychologie des Aristoteles, S. 8. Dem ARISTOTELES folgte u. A. auch
LemsNniTz (Opp. phil. Erdm. 97).

%) Bssay B. II, chap. VII, 7.

%) Essay B. I, chap. VIII, 11, 17, u. 6. Vgl die Kritik der
BAUMANN’schen Ansichten im zweiten Cap., S. 44—47 d. W.

*) S16WART, Logik 11, 39 ff.
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klaren und folgerichtigen Ansicht nehmen. ,Der Ausgangspunkt
fir die Entwicklung des Zahlbegriffes,“ sagt WuxDpT, 1) , ist die
Einheit. Sie erscheint in der urspriinglichen Bethitigung der
Function des Zihlens als eine Abstraction von dem einzelnen
Gegenstand; eine verbreitete Anschauung sieht darum in der Zahl
eine Nachbildung der einzelnen zi#hlbaren Dinge, bei welcher die
unterscheidenden Eigenschaften der letzteren vernachlissigt werden.
Nun ist es klar, dass die Dinge zdhlbar erst werden konnen,
indem das Denken sie als Einheiten auffasst. Zu dieser logischen
Handlung liegen sicherlich Motive in den Vorstellungen der Dinge,
ihrer Abgeschlossenheit und Selbstindigkeit gegeniiber anderen
Vorstellungen. Aber es wire vollig unbegreiflich, wie diese Mo-
tive wirksam werden sollten, wenn nicht unser Denken die Bigen-
schaft besiisse, den einzelnen (regenstand als eine Einheit aufzu-
fassen. Der eigentliche Tréiger des Begriffes der Ein-
heit ist also der einzelne Denkact. Darum ist zihlbar,
was nur immer in einzelne mit einander verbundene Denkacte ge-
gliedert werden kann . . ¢

Ich suche vergeblich den nervus probandi dieser Argumentation.
Konnte man nicht genau ebenso den einzelnen Denkact als
aTriger® eines jeden Begriffes erweisen und z. B. argumentiren:
Die Farbe ist eine Abstraction vom farbigen (tegenstande. Das
Auffassen der farbigen Dinge als solcher ist eine logische Handlung,
zu der Motive in den Dingen selbst vorhanden sein mégen; aber
es wire unbegreiflich, wie diese Motive wirksam sein sollten, wenn
nicht unser Denken die Eigenschaft besisse, den farbigen Gegep-
stand als farbigen aufzufassen. Der eigentliche Triger des Be-
griffes Farbe ist also der einzelne (den farbigen Gegenstand auf-
fassende) Denkact. — Allerdings in gewissem Sinne ist der Satz
hier und iiberall giltig, nicht aber in dem ganz besonderen, auf
den es bei der Einheit ankommt. Zwei sehr verschiedene Be-
hauptungen werden hier, wenn nicht Alles t#uscht, verwechselt:

1) Der Einheitsbegriff kann nicht entstehen ohne einen ihn
tragenden — nidmlich ihn abstrahirenden — Denkact. Diese Be-
hauptung ist giltig fiir jeden und nicht bloss fiir den Begriff der

Y) Logik I, 468.
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Binheit. Dass die obige Argumentation nur diese Behauptung
trifft, ist klar, daher eben die Méaglichkeit ihrer Uebertragung auf
jeden anderen Begriff. Im Uebrigen miiht sie sich wol ohne Not,
eine pure Selbstverstindlichkeit zu erweisen.

 2) Der abstracte Einheitsbegriff kann nicht entstehen, ohne
einen ihn tragenden — niémlich einen gewissen zu seinem Inhalte
gehorigen — Denkact. Diese Behauptung ist sllerdings gar nicht
selbstverstindlich; sie wird aber mit der obigen verwechselt; es
wird der Beweis der ersten auch fiir die zweite Behauptung als
giltig angesehen.

‘Wir konnen daher anch die weiteren Sitze, die WuxpT folgen
lisst, nicht als was sie sich geben, nidmlich als logische Con-
sequenzen der vorgingigen Argumentation gelten lassen: ,,Darum
ist zdhlbar, was nur immer in einzelne mit einander verbundene
Denkacte gegliedert werden kann. Zihlbar sind also nicht bloss
Gregenstiinde, sondern ebensowol Eigenschaften und Ereignisse. . . .
Die Function des Zihlens besteht, worauf sie sich auch beziehen
moge, immer in einer Verbindung einzelner Denkacte zu zusammen-
gesetzten Einheiten. . . . Sie entsteht aus der Verbindung auf
einander folgender Denkacte, wenn von dem Inhalt der letzteren
vollig abstrahirt wird. Wie die Eins alles Mogliche bezeichnet,
was als einzelner Denkact gegeben sein kann, so stellt jede aus
Einheiten zusammengesetzte Zahl eine Reihe von Denkacten be-
liebigen Inhalts dar. . . .%

Obgleich mir manche Ausdriicke nicht ganz klar sind,
wiirde ich doch geneigt sein, diese und #hnliche, an anderen
Orten wiederkehrende Sitze in dem Sinne der in den obigen Unter-
suchungen als richtig erwiesenen Theorie zu deuten, wenn bei WuNDT
nicht so Vieles folgte, was sich mit ihr durchaus nicht vereinigen
liesse. Ich verstehe nicht, wie nach dem zuletzt citirten Satze, dem-
zufolge ,jede aus Einheiten zusammengesetzte Zahl eine Reihe von
Denkacten beliebigen Inhaltes” darstellen soll, die Rede sein kann
von der ,,Ausbildung der aus Einheiten zusammengesetzten Ge-
bilde zur stetigen Reihe der Zahlbegriffe und von einer
,,begrifflichen Entwicklung*, welche ,,die Quelle aller der reichen
Umgestaltungen’ bilden soll, die der Zahlbegriff erfabhren hat.
Es ist hier gemeint die Entstehung der negativen, gebrochenen,
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irrationalen und imagindren Zahlen. Es soll z. B. die gebrochene
Zahl aus der Aufgabe hervorgehen, die Zahl a zu bestimmen,
welche entsteht, wenn eine Zahl ¢ durch eine andere b getheilt
wird. Es kann sich nun ereignen, ,dass eine solche Zahl a nicht:
existirt in der Reihe der positiven ganzen Zahlen, so dass a dem
Begriff einer Zahl entspricht, welche zwischen zwei benachbarten
Zahlen gelegen ist*,1) Schon jene Aufgabe als solche wiirde sich
formuliren lassen, wenn wir fiic ,Zahl’ die obige Erklirung
‘WuxpT’s nshmen, Beachtet man nun erst den Umstand, dass ,ganze
positive Zahl’ hier weiter nichts bedeutet, als ,Zahl’, 2) dann wird
es ganz unverstindlich, wie jenes a, das nicht in der Zahlenreibe
existirt, dem Begriffe einer Zahl entsprechen kann, welche
zwischen zwei Zahlen bestehen, also etwas reprisentiren
soll, das nicht aus n und nicht aus n 4 1 Denkacten zusammen-
gesetzt, aber ,zwischen ihnen gelegen ist“. ,Da der Quotient

% = a,% so fihrt WunpT fort, ,,alle moglichen Zwischenwerte
zwischen zwel ganzen Zahlen annehmen kann, so erwichst hieraus
die Forderung, den Zahlbegriff derart zu erweitern, dass er Alles,
was nach zwei einander entgegengesetzten Richtungen zu- und ab-
nimmt, umfasst. Diejenigen Zahlen, welche man, um diese For-
derungen zu erfiillen, zwischen den positiven und negativen ganzen
[und gebrochenen Zahlen] als Zwischenwerte einschalten muss,
sind die irrationalen Zahlen. Wie der Begriff einer Reihe von
Denkacten die Moglichkeit ergeben kann zu ,Erweiterungen“ oder
»,Umgestaltungen®, welche diese oder jene Forderung zu erfiillen
vermdchten, bleibt ebenso ritselhaft, wie die Denkbarkeit und der
Begriff von ,Zwischenwerten.

Noch Eines sei hier besprochen: WUNDT nennt3) die Zahl
sdie abstracteste Form, in welcher das Gesetz des discur-
siven Denkens, wonach jeder zusammengesetzte Gredanke aus ein-
zelnen Denkacten besteht, zum Ausdruck kommt“. Ich finde nicht,

) Fiir dieses, wie die vorhergehenden Citate vgl. a.a. O. S. 469—71.

%) ,Die Zahl als eine Verbindung von Einheiten ist zun#chst posi-
tive Zahl und . . .. ganze Zahl“ a. a. O. S. 469.

%) Ebendas. S. 468.
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dass die Zahl hiedurch eine besondere Charakteristik erlangt. Wie
steht es denn iiberhaupt mit jenem Gesetz des discursiven
Denkens? Ich darf wol behaupten, wenn es wabr ist, so ist es
eine Tautologie, und wenn es keine Tautologie ist, so 1ist es
nicht wahr. Verstehen wir unter einem zusammengesetzten Ge-
danken einen solchen, der aus einzelnen Denkacten besteht, dann
ist die Tautologie klar. Verstehen wir aber unter einem zu-
sammengesetzten (tedanken jeden zusammengesetzten Inhalt iiber-
haupt, dann ist der Satz nicht richtig, sofern eben keineswegs
eine jede inhaltliche Zusammengesetztheit aus (vorgestellten)
Denkacten besteht. Nur dies ist giltig, dass die wurspriinglich
ungeschiedene Einheit eines zusammengesetzten Phaenomens in
eine Mehrheit iibergeht, zu deren Heraushebung eine Mehrheit
von Denkacten erforderlich ist. Aber auch fiir diese elementare
Thatsache unseres psychischen Lebens ist es nicht abzusehen, wie
sie im Zahlbegriffe zum Ausdrucke kommen sollte, da dieser auch
ohne sie bestehen kann. Mit der collectiven Verbindung ist der
Zah]begriff moglich, gleichgiltig woher sie stammen moge.

V. Capitel.
Die Belationen Mehr und Weniger,

Nach den Analysen des letaten Capitels ergaben sich die
Anzahlbegriffe als eine unbestimmt, scheinbar sogar ins End-
lose fortzusetzende Folge von Begriffen, deren Deutlichkeit
und leichte gegenseitige Unterscheidbarkeit ausser Frage zu
stehen und weitere Untersuchungen zum Zwecke praeciser
gegenseitiger Abgrenzung iiberfliissig zu machen schien. Eins
und Eins ist scharf unterschieden von Eins, Eins und Eins,
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dieses wieder von Eins, Eins, Eins und Eins, u. s, f. Man
sieht indessen, dass diese Leichtigkeit der Unterscheidung
doch merklich abnimmt, je weiter wir in der Reihe der Zahlen
fortschreiten. Neunzehn ist von Zwanzig viel weniger leicht
zu unterscheiden als Neun von Zehn, und dieses weniger
leicht als Drei von Vier. Dass dieser Umstand keinen
Schaden bringt, dass wir trotzdem Zahlbestimmungen und
Zahlunterschiede als die schirfsten im Bereiche unserer Er-
kenntniss betrachten, hat in gewissen Hilfsmitteln seinen
Grund, durch welche wir im Stande sind, in Féllen, wo die
unmittelbare Anschauung entweder ginzlich versagen oder
leicht irren konnte, auf Umwegen das Ziel scharfer Unter-
scheidung zu erreichen und den Irrthum in sehr enge Grenzen
zu schliessen. Diese Hilfsmittel bestehen in Zihlen und
Rechnen, d. i. in gewissen s. z. s, mechanischen Operationen,
deren eigentliches Fundament in den elementaren Zahlen-
relationen ruht. Die psychologische Analyse dieser Relationen
von Mebhr und Weniger ist das Ziel, das wir uns jetzt stellen.

Der psychologische Ursprung dieser Relationen.

Gehen wir wieder in den Kreis der concreten Phaenomene
zuriick. Denken wir uns zu einer gegebenen Menge, etwa von
Kugeln, eine oder mehrere Kugeln hinzugesetzt, dann sagen
wir, die neue Menge habe um die hinzugefiigten Kugeln mehr;
werden aber Kugeln weggenommen, dann sagen wir, um diese
seien nun weniger. In diesem Falle handelt es sich um phy-
sische Objecte und um ein physisches Thun mit denselben.
Aber auch da, wo wir nicht gerade #Hussere Inhalte collec-
tivisch zusammendenken, giebt es ein solches Hinzu- und Hin-
wegnehmen. Was damit gemeint ist, lisst sich freilich nur
aufweisen nicht definiren. Es ist eine elementare und in
keiner anderen Art als durch den Hinweis auf die PRaeno-
mene zu beschreibende Thatsache, dass, wihrend gewisse In-

halte von uns ,zusammen’ gedacht werden, nun noch neue
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 7
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Inhalte hinzutreten und mit den bereits vorhandenen zu-
sammengefasst werden konnen. Der urspriingliche Act er-
weitert sich durch Aufnahme neuer Inhalte. Aber auch das
Umgekehrte kann eintreten : von den bereits zusammengefassten
Inhalten fallen welche fort, indem jener einigende Act nur die
iibrigen festhidlt und umschliesst.

Diese Thatsachen der Erweiterung und Verengung von
Inbegriffen reichen aber allein noch nicht hin, um die Rela-
tionsbegriffe des Mehr und Weniger zu begriinden. Zwar
kann man an diese Thatsachen die richtige Erklirung kniipfen,
dass der erweiterte Inbegriff um die neu aufgenommenen
Elemente mehr, und ebenso, dass der verengerte Inbegriff um
die fortgefallenen Elemente weniger enthilt, als der urspriing-
lich vorgestellte. Man kann ferner den richtigen Schluss
ziehen, dass Mehr und Weniger correlative Begriffe sind, in-
dem der Riickgang von dem vermehrten Inbegriff zu dem
urspriinglichen ein Vermindern, der Riickgang von dem ver-
minderten Inbegriff zu dem urspriinglichen ein Vermehren er-
fordert. Dies alles ist richtig, aber es setzt doch, um
moglich zu sein, ein neues Factum der inneren Er-
fahrung voraus. Wie jede Relation das Zusammensein der
Fundamente in einem Bewusstseinsacte erfordert, so auch
unsere Relation des Mehr und Weniger. Sie setzt also, um
vollzogen werden zu konnen, voraus, dass uns der urspriing-
liche und der erweiterte Inbegriff zugleich und in Einem Acte
gegenwirtig sei. Daran noch nicht genug, muss sogar der
letztere als ,Summe’ zweier Inbegriffe erscheinen, von denen
der eine als identisch erkannt wird mit dem urspriinglichen
Inbegriff, der andere aber den der nen hinzugekommenen In-
lalte reprisentirt. Erweitere ich z. B. den Inbegriff (A, B, C)
m- (A, B, G, D, E), dann erfordert das Urtheil, dass der
zweite um D und E mehr ist, die gleichzeitige Vorstellung von

(4,B,0), (A,B,C,D,E) und (A, B,C; D, E)
und zwar in Einem Acte.
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Es ist also eine Thatsache, dass wir die Fiahigkeit haben,
mehrere Inbegriffe zusammen, zu Einem Inbegriffe geeinigt
vorzustellen, ohne dass ihnen hiedurch ihre besonderen
Einigungen abhanden kommen. Wir stellen Inbegriffe vor,
deren Elemente wieder Inbegriffe sind. Ja auch Inbegriffe
von Inbegriffen von Inbegriffen sind denkbar u. s. f. Dass
fiir das eigentliche Vorstellen die Schranken friih genug ge-
steckt sind und alles Uebrige nur uneigentliches (symbolisches)
Vorstellen ist, braucht nicht weitliufic avseinandergesetzt zu
werden. Sicher ist jedoch, dass das eigentliche Vorstellen
mindestens fiir die ersten Schritte vorhanden ist; denn sonst
ware selbst der Gedanke einer solchen Zusammensetzung
absurd, und von einer Vergleichung der Vielheiten nach Mehr
und Weniger wire keine Rede.

‘Was die psychologische Grundlage dieser complicirteren
Bildungen anlangt, so erkennt man, dass hier psychische
Acte hoherer Ordnung vorliegen, d. h. psychische Acte,
welche wieder auf psychische Acte gerichtet sind und erst
durch Vermittlung dieser auf die prim#iren Inhalte gehen.
Stellen wir in einem Acte mehrere Inbegriffe vor, dann ist
fiir die Bildung jedes einzelnen ein einigender Act der oben
beschriebenen Art erfordert; und soll jeder von ihnen in
seiner Einheit mit Bewusstsein festgehalten und mit den an-
deren vereinigt gedacht werden, dann muss ein psychischer
Act zweiter Ordnung auf jene Acte erster Ordnung —
in welchen die besonderen Einigungen der Theilinbegriffe
ruhen — und erst durch sie auf die priméiren Inhalte ge-
richtet sein. . Bei Inbegriffen von Inbegriffen von Inbegriffen
kimen wir auf psychische Acte dritter Ordnung u. s. w. Ja
genauer besehen, sind diese Stufenzahlen noch um eine Ein-
heit zu erhdhen, denn schon bei den einfachen Inbegriffen,
d. h. solchen, deren Elemente nicht weiter analysirte einheit-
liche Inhalte sind, liegen Acte zweiter Ordnung vor, némlich

derart, dass die einzelnen Inhalte durch besondere Adcte:
7*
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herausgehoben und dann erst durch einen gemeinsamen sie
alle einigenden Act umfasst werden. (Vgl. S. 80.)

Yergleichung von beliebigen Vielheiten, sowie von Zahlen nach
Mehr und Weniger.

‘Wir haben bisher bloss Inbegriffe, welche aus einander
durch Vermehrung oder Verminderung hervorgehen, betrachtet.
Man begreift jedoch leicht, dass die Vergleichung ganz be-
liebiger Inbegriffe nach Mehr und Weniger in psychologischer
Beziehung keine neuen Schwierigkeiten mit sich bringt. Eine
solche Vergleichung kaon in concreto allerdings nur unter
einer gewissen Bedingung stattfinden. Es miissen die zu ver-
gleichenden Inbegriffe ganz oder zum Theil aus wechselseitig
gleichen Inhalten bestehen und zwar so, dass die simmtlichen
Inhalte des einen in dem andern durch gleiche vertreten sind.
Wird etwa der erstere M, der letztere N genannt, dann
konnen wir diesen in zwei Theilinbegriffe zerlegt denken
M’ und N/,

N=M-+ N
von denen M’ die gleichen Elemente umfasst wie M und daher
dem M gleich ist. Indem nun der Inbegriff N um die Ele-
mente N’ mehr enthilt als sein Theilinbegriff M, dieser aber
gleich ist dem Inbegriff M, so sagen wir auch, dass der
Inbegriff N um die Elemente N’ (oder um den Inbegriff N')
mehr enthdlt, als der Inbegriff M.

Die vorausgesetzte Bedingung fiir eine Vergleichbarkeit
ist natiirlich immer erfiillt, wenn beide Inbegriffe aus Inhalten
einer und derselben Gattung bestehen. Zwei derartige Mengen
befinden sich also unter allen Umstéinden in dem Verhiltnisse
von Mebr und Weniger. Bestehen aber Inbegriffe aus hete-
rogenen Inhalten, oder ist jene Bedingung nicht erfiillt, dann
kann man nur ihre Zahlen nach Mehr und Weniger ver-
gleichen. Dies geschieht nun genau in der eben beschriebenen
Weise. Denn infolge der volligen Inhaltsentschriinkung,
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welche mit der Zahlenabstraction einhergeht, reprisentiren
diese allgemeinsten Inbegriffsformen, #Husserlich betrachtet,
selbst wieder Inbegriffe unter einander gleicher Inhalte,
némlich der Einheiten. Indem jeder concret vorliegende In-
halt nur, sofern er ein Etwas ist, betrachtet und mit den an-
deren zusammengedacht wird, ist ein jeder jedem — eben
als ein Etwas — gleich geworden. Darum konnen Zahlen
mit einander in Beziehung auf Mehr und Weniger ebenso
verglichen werden, wie Inbegriffe aus gleichartigen concreten
Elementen. In dieser Hthe und Leerheit der Abstraction
verschwinden eben eo ipso alle Unterschiede.

Aus unserer letzten Untersuchung geht hervor, dass wir
mit einem besonderen Rechte die Ausdrucksweise ,Ver-
gleichung von Inbegriffen, bzw. Zahlen, nach Mehr und
Weniger’ gebraucht haben. Jede Erkenntniss eines solchen
Verhéltnisses schliesst die Erkenntniss einer Gleichheit ein.
Handelt es sich um concrete Inbegriffe, dann besteht der
vergleichende Act darin, dass die Gleichheit des. einen
mit einem Theil-Inbegriffe des anderen erkannt und der
Ueberschuss fiir sich aufgefasst wird. Und ebenso ist es bei
den Zahlen. TUrtheilen wir, dass Fiinf um Zwei mehr sei als
Drei, dann stellen wir Fiinf in die beiden Theilzahlen Zwei
und Drei zerlegt vor, und indem die Gleichheit der als Theil-
zahl vorgestellten mit der fiir sich vorgestellten Drei con-
statirt wird, kommt der Ueberschuss als die Theilzahl Zwei
zum Bewusstsein. Weil nun dieses Mehr (bzw. vom Stand-
punkte .der zweiten Vielheit, das Weniger) als Grund der
Unterschiedenheit beider Vielheiten erkannt wird, nennt
man es geradezu den Unterschied oder die Differenz der-
selben. Und ebenso spricht man von einem Unterschied (Diffe-
renz) zweier Zahlen, wo man eine Zahl versteht, welche als
der Ueberschuss der einen Zahl in Beziehung auf die andere
gedacht ist.

Dies ist also die charakteristische Art, wie bei den Zahlen
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die vergleichende und unterscheidende Geistesthitigkeit zur
Geltung kommt. Die Anzahlengleichheit, an und fiir sich
eine einfache Sache, werden wir, da sie in der neueren Zeit
Anlass zu merkwiirdigen Discussionen geboten und sogar als
Ausgangspunkt fiir eigenthiimliche Analysen und Definitionen
des Zahlbegriffes gedient hat, noch in dem nichsten Capitel
behandeln.

Die Sonderung der Zahlenspecies bedingt durch die Erkenntniss
von Mehr und Weniger.

Die Vielheitsrelationen Gleich, Mehr und Weniger be-
dingen wesentlich die Entstehung der Anzahlbegriffe. HERBART
geht allerdings zu weit, wenn er sagt:!) ,Der eigentliche
wissenschaftliche Begriff der Zahl ist kein anderer als der-
jenige des Mehr und Minder“; richtig aber ist, dass die be-
stimmten Zahlen Zwei, Drei u. s. w. eine Vergleichung und
Unterscheidung begrenzter, in abstracto gedachter Vielheiten
nach Mehr und Minder voraussetzen. Damit wir uns iiber
den Begriff der ,Vielheit von Einheiten’ erheben und die Reihe
der Anzahlen Zwei, Drei u. s. w. bilden konnen, miissen wir
Vielheiten von Einheiten klassificiren, und dies erfordert Ur-
theile iiber Gleichheit und Ungleichheit; ein exactes Urtheil
iiber Ungleichheit ist aber in diesem Falle ohne Erkenntniss
von Mehr oder Minder nicht moglich. Zwei Zahlen sind
ungleich, wenn die eine gleich ist einem Theile der anderen.

Anmerkung. Da in diesem Cap. vor Allem die psychischen
Thitigkeiten in Frage kamen, welche dem Vielheitsbegriffe we-
sentlich sind, bevorzugte ich, wie sonst in gleichen Fillen, gegen-
iiber den Terminis Vielheit, Mehrheit u. s. w. den Terminus In-
begriff, der besonders deutlich das in Eins Zusammenbegreifen
der colligirten Inhalte ausprigt.

') HERBART, Psychologie als Wissenschaft II, 168 d. Orig. Ausg.



Capitel VI, Die Definition der Gleichzahligkeit. 103

VI. Capitel.

Die Definition der Gleichzahligkeit durch den Begriff der
gegenseitig eindeutigen Zuordnung.

Seitdem EUxLID's Elemente als das Muster wissenschaft-
licher Darstellung Geltung erlangt haben, folgen die Mathe-
matiker dem Grundsatze, mathematische Begriffe nicht friiher
als vollberechtigt anzusehen, als bis sie durch strenge Defi-
nitionen wolausgeschieden sind. Dieser ohne Zweifel sehr
niitzliche Grundsatz hat aber nicht selten zu ungerecht-
fertigten Uebertreibungen gefiihrt; in dem Uebereifer einer
vermeintlichen Strenge miihte man sich auch, solche Begriffe
zu definiren, die wegen ihres elementaren Charakters einer
Definition weder fihig noch bediirftig sind. Von dieser Art
sind die sogenannten Definitionen der Zahlen-Gleichheit und
-Verschiedenheit, deren Widerlegung uns jetzt beschiftigen
soll, und die schon darum ein besonderes Interesse bean-
spruchen, weil sie zu einer Klasse von Definitionen der Zahl-
begriffe selbst gefilhrt haben, die unberechtigt und wissen-
schaftlich nutzlos, gleichwol um eines gewissen formalen
Charakters willen, unter den Mathematikern und den von
ihnen beeinflussten Philosophen Beifall gefunden haben:

Leibni;t’zens Definition des allgemeinen Gleichheitsbegriffes.

Am extremsten sind in dieser Hinsicht diejenigen Forscher,
welche, der Anregung des genialen HERMANN GRASSMANN
folgend, meinen, sogar den allgemeinen Gleichheitsbegriff de-
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finiren zu miissen, um ihn auf Mengen und Zahlen anwenden
zu konnen. Hier die Definition des genannten philosophischen
Mathematikers:?!) ,Gleich heissen zwei Dinge, wenn man in
jeder Aussage statt des einen das andere setzen kann“. Im
Wesentlichen dieselbe Definition hat schon LEIBNITZ?) auf-
gestellt: ,Eadem sunt, quorum unum potest substitui alteri
salva veritate“, welche FREGE®) seinem Aufbau des Zahl-
begriffes zu Grunde gelegt hat.

Von dem Werte dieser Definition kdnnen wir uns nicht
iiberzeugen. Zunichst ist es ersichtlich, dass sie statt der
Gleichheit die Identitit definirt. So lange noch ein Rest
von Verschiedenheit vorhanden ist, wird es Urtheile geben,
in welchen man die betreffenden Dinge nicht vertauschen darf
,8alva veritate’.

Fiir's Zweite ist es klar, dass die Definition den wahren
Sachverhalt gerade auf den Kopf stellt. Angenommen, wir
hiitten uns beziiglich zweier Inhalte die Ueberzeugung ver-
schafft, dass sie der Definition Geniige leisten (und das hitte
seine Schwierigkeiten!), dann erhebt sich noch die wolberech-
tigte Frage: Welches ist denn der Grund dafiir, dass man
den einen Inhalt fiir den anderen in einigen oder allen wahren
Urtheilen ersetzen darf? Die einzig zutreffende Antwort
lautet: Die Gleichheit, bzw. Identitit beider Inhalte. Jedes
gleiche Merkmal begriindet gleiche Urtheile, nicht aber be-
griinden gleiche Urtheile gleiche Merkmale. Wiirde man
daher die umgekehrte Frage stellen: warum sind die beiden
Inhalte einander gleich? dann wire die Antwort: weil sie
sich in wahren Urtheilen vertauschen lassen, offenbar ver-
fehlt.

1) H. GRASSMANN, Lehrbuch d. Arithmetik. Berlin 1861. S. 1.

?) Non inelegans specimen demonstrandi in abstractis. Opp. phil.
Erdm. 8. 94. Die Substituirbarkeit in allen Urtheilen wird in der bei-
gegebenen Erlduterung ausdriicklich verlangt.

?) FrEGE, Die Grundlagen der Arithmetik. Breslau 1884. S. 76.
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Zu welchen absurden Consequenzen die entgegengesetzte
Anuffassung fiihrt, zeigt folgende einfache Betrachtung. Lige
in der oben geforderten Vertauschbarkeit der Grund fiir die
Erkenntniss der Gleichheit zweier Inhalte, dann miisste in
jedem Falle unserer Anerkennung der Gleichheit diejenige
der Vertauschbarkeit vorhergehen. Der letztere Act besteht
aber doch selbst aus nichts anderem, als aus einer (sogar un-
endlichen!) Anzahl von Acten, deren jeder die Anerkennung
einer Gleichheit implicirt; nimlich der Gleichheit je eines
wahren Urtheils, welches auf den ersten Inhalt geht, und
,desselben’ Urtheils, welches auf den zweiten Inhalt geht.
Um alle diese Gleichheiten anzuerkennen, bediirfte es aber
wieder der Erkenntniss, dass in Betreff jedes dieser Urtheils-
paare ,dieselben’ wahren Urtheile gelten; u. s. w. Wir
kommen also in ein wahres Labyrinth von unendlichen Re-
gressen. !)

Die Definition der Gleichzahligkeit.

In anderen Fillen begniigte man sich damit, die Gleich-
heit neben dem Mehr und Weniger speciell fiir Vielheiten
in Beziehung auf ihre Anzahl zu definiren. Insbesondere
haben die Mathematiker gegenwirtig eine Vorliebe fiir fol-
gende Definition, die ich in der Fassung, wie ich sie gerade
bei SToLz finde, citire: ,Zwei Vielheiten heissen einander
gleich [oder correcter: heissen gleichviel, gleich-
zahlig], wenn sich jedem Dinge der ersteren je eines der
letzteren zuordnen lésst und keines von dieser unverbunden
bleibt“. 2) Hieran schliesst sich ergidnzend die Definition:

1) Auch v. HELMHOLTZ hat in seiner Abhandlung ,Ueber Zihlen
und Messen’, obgleich sonst von GRASSMANN beeinflusst, dessen Gleich-
heitsdefinition abgelehnt. Philosophische Aufsitze z. ZELLER’s Jubil. S. 38.

?) ST0LZ, Vorlesungen iiber allgemeine Arithmetik. Leipzig 1885.
I, 9. Die ST0LZ’sche Definition wire ohne die oben angebrachte Cor-
rectur sehr misverstdndlich, zumal er unmittelbar vorher definirt: ,Unter
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,Grdsser von zwei Vielheiten heisst diejenige, von welcher,
nachdem jedes Ding der anderen (kleineren) je einem von
ihr zugeordnet ist, noch einige Dinge (ein Rest) unverbunden
bleibt. 1)

Man darf sich keiner T#duschung hingeben iiber das, was
diese Definitionen in psychologischer und logischer Hinsicht
leisten. Sieht man genauer zu, so zeigt es sich, dass in der
Definition der Gleichheit die Vorstellung des Mehr und We-
niger bereits eingeschlossen ist, withrend diese doch selbst,
wie wir uns oben iiberzeugten, ohne Gleichheitsvorstellungen
nicht concipirt werden kann, Wenn wir sagen, die gegen-
seitige Zuordnung diirfe kein Element unverbunden lassen,
so ist dieses nur ein anderer Ausdruck dafiir, dass auf keiner
Seite ein Element mehr bzw. weniger sein diirfe. Der Cirkel
liegt also zu Tage.

Man kénnte entgegnen, dass mit dieser Argumentation
die Nutzlosigkeit der Definitionen noch nicht erwiesen sei.
Man miisse sie vielleicht nur als Namenerklirungen ansehen,

Vielheit versteht man eine Menge von unter sich gleichen Gegen-
stinden, d. h. den Inbegriff von disjuncten Dingen, deren Verschieden-
heiten jedoch nicht beachtet werden, ohne Riicksicht auf ihre Anordnung®.
Dann aber wiirde fiir die Gleichheit zweier Vielheiten jene gegenseitig
eindeutige, restlose Zuordnung nichts niitzen. Gleichheit in Beziehung
auf die Gattung der inbegriffenen Dinge wire doch vor Allem erfordert.
STOLZ miisste eben in der obigen Definition anstatt gleich sagen:
gleichviel, oder wie andere Mathematiker es vorziehen: gleich-
zahlig.

1) In Uebereinstimmung mit dem in der Mathematik iiblicheren
Sprachgebrauch sagt STOLZ grésser und kleiner, wo wir, um nicht un-
notig den Grossenbegriff hereinzuziehen, von mehr und weniger sprechen
wiirden.

StoLZ kniipft an diese Definitionen noch einen, dem wesentlichen Ge-
danken nach von SCHRODER (Lehrbuch der Arithmetik und Algebra 1873.
8. 14) herriihrenden Beweis dafiir, dass das Resultat jener Zuordnungs-
operationen von deren Verkniipfungsmodus unabhiingig ist; woraus folgt,
dass eine Gleichheit oder Differenz, welche fiir einen Verkniipfungsmodus
gefunden worden ist, fiir jeden anderen bestehen bleibt.
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wie solche zum Zwecke der Verstindigung iiberall da wert-
voll sind, wo ein Name einer scharfen oder einsinnigen Be-
deutung ermangelt. — Indessen auch von diesem Gesichts-
punkte aus konnen wir uns von dem Werte der Definitionen
nicht iiberzeugen. Einerseits ist der Ausdruck ,Gleichheit
zweier Vielheiten’ einer weiteren Erkldrung nicht bediirftig,
und andererseits wird durch die obige Definition das Nahe-
liegende und an sich Wolbekannte durch ein Entferntes und
Fremdes verdunkelt. In der That, als ein Entferntes und
Fremdes miissen wir jene gegenseitige Zuordnung !) bezeichnen,
welche zur Erklirung der Gleichheit herangezogen wird. Es
ist micht richtig, dass jene Definition eine blosse Namen-
erklirung ist, obgleich sie sich dafiir ausgiebt. Wenn SToLZ
sagt: .Zwel Vielheiten heissen einander gleich [sc. in Be-
zug auf ihre Anzahl], wenn sich jedem Dinge der ersteren
je eines der letzteren zuordnen ldsst . . .“; so ist doch nichts
sicherer, als dass Vorder- und Nachsatz gedanklich nicht
gleichwertig sind. Sich zwei gleichzahlige Vielheiten vor-
stellen, und sich zwei Vielheiten gliedweise gegenseitig zu-
geordnet vorstellen, ist nicht ein- und dasselbe; die Definition
spricht einen wahren, nicht aber einen identischen Satz aus.
Es mag wol vorkommen, dass wir, um in concreto die Gleich-
heit zweier Mengen ihrer Vielheit nach zu constatiren, die
Elemente paarweise neben einander legen oder sonstwie mit
einander verkniipfen; aber weder konnen wir diese Operation
iiberall fiir notwendig erachten, noch liegt, wo sie stattfindet,
in ihr allein das Wesen des Vergleichungsactes.

Um den eigentlichen Sinn der uns hier dargebotenen
Gleichheitsdefinition klarzustellen, wollen wir zunichst einige
allgemeine Bemerkungen iber Sinn und Zweck specieller
Gleichheitsdefinitionen iiberhaupt, vorausschicken.

1) Statt Zuordnung werden auch andere Ausdriicke, wie , Verbindung’,
,Verkniipfung’, ,Paarung’, ,Zugesellung’ u. a. verwendet. Vgl. SCHRODER
a. a. 0. 8. 7-9.
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Ueber specielle Gleichheitsdefinitionen.

‘Was es heisst, zwei relativ einfache, d. i. nicht weiter
analysirte Inhalte seien einander gleich, ist einer Erklirung
weder fihig noch bediirftigz. Fassen wir daher sofort zu-
sammengesetzte Inhalte ins Auge. In Beziehung auf diese
schwankt dem ersten Anscheine nach der Sprachgebrauch.
Wenn derartige Inhalte gleich sind, dann miissen wechsel-
seitig irgend welche Merkmale derselben (also ev. auch phy-
sische Theile, denn auch der Besitz solcher kann als Merkmal
dienen) gleich sein; das ist selbstverstindlich. Aber das
Umgekehrte scheint nicht zu gelten. Mitunter sind Merkmale
beiderseitig gleich, und trotzdem sprechen wir nicht von der
Gleichheit der Gegenstinde. Ja es kann sogar vorkommen,
dass dieselben Objecte cinmal von uns gleich genannt
werden, das anderemal ungleich. So heissen z. B. in der
Geometrie zwei gerade Strecken gleich, wenn sie gleiche
Liénge haben; ebensolche heissen aber mitunter ungleich, in-
dem als gleiche diejenigen verstanden werden, welche gleich
lang und iiberdies parallel und gleichen ,Sinnes’ sind. Und
dhnlich verhdlt es sich mit dem Begriffe der Gleichheit von
Figuren und Korpern, der bald den gemessenen Inhalt, bald
auch noch die Liage beriicksichtigt.

Dieses scheinbare Schwanken in der Ausdrucksweise klirt
sich sehr einfach auf. Schlechthin sagen wir von irgend
welchen Inhalten, sie seien einander gleich, wenn Gleich-
heitin den (inneren oder fusseren) Merkmalen besteht,
die gerade denMittelpunkt des Interesses bilden.
In der Massgeometrie (wie bei EUKLID) geht das Interesse
eben nur auf die Quantitit der Gebilde (Linge, Flichen-
und Rauminhalt); in der Lagengeometrie auch auf die Lage,
und darnach richtet sich die Vergleichung. Zwei Gebilde
sind gleich — dies ist dem Geometer nur ein practisch ab-
gekiirzter Ausdruck dafiir, dass sie gleich seien in einer be-
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stimmten, in dem betreffenden Untersuchungsgebiete vor-
herrschend interessirenden Hinsicht.

Derartig abgekiirzte Redeweisen werden natiirlich nur da
angewendet, wo Misverstéindnisse ausgeschlossen sind ; anderen-
falls werden die Momente, in Hinsicht auf welche Gleichheit
statthat, entweder ausdriicklich angegeben — die Objecte sind,
sagen wir gleich: in Beziehung auf Grosse, relative Lage, Farbe
u. s. w. — oder es werden besondere Gleichheits-
begriffe durch besondere Namen ausgezeichnet und hie-
durch scharf unterschieden. Dies die Quelle und der Zweck
specieller ,Gleichheitsdefinitionen®. Sie werden in der Wissen-
schaft sich iiberall da niitzlich und notwendig erweisen, wo
verschiedene typische Vergleichungsfille in naher Beziehung
stehen, und man wird naturgemdss, wo die letzteren hiufig
neben einander auftreten, deren Unterscheidung durch beson-
dere Namen zu erleichtern trachten. So unterscheidet z. B.
die Geometrie des Masses in Betreff der Figuren eine
Gleichheit schlechthin, als Gleichheit in Beziehung auf den
Fldcheninhalt, von der Congruenz als Gleichheit in Beziehung
auf die inneren Massverhiltnisse der Figur; und beides wieder
von der Aehnlichkeit, als Gleichheit in Beziehung auf die
Form, quantitativ bestimmt durch gewisse Léngen oder
‘Winkelgrossen u. s. w.)

Anwendung auf die Gleichheit belicbiger Vielheiten.

Betrachten wir nun im Besonderen Vielheiten. Sind
uns zunichst zwei Mengen bestimmt gegebener Objecte zur
Vergleichung vorgelegt, dann kann Gleichheit in mehrfacher
Hinsicht bemerkbar sein. Dies oder jenes Element auf der
einen Seite ist vielleicht diesem und jenem auf der anderen

1) Bs ist charakteristisch fiir den Ursprung der Geometrie aus der
Praxis, dass Gleichheit schlechthin von altersher gerade in dem er-
wihnten Sinne gebraucht wird, wihrend die heutige geometrische Wissen-

schaft weit entfernt davon wire, in der quantitativen Gleichheit (d.i. der-
jenigen der messenden Zahlen) die Gleichheit xwz’ &oyv zu sehen.
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Seite gleich. Vielleicht findet sich sogar fiir jedes Element
in der einen Menge ein correspondirend gleiches in der an-
deren, wobei das Umgekehrte zutreffen oder nicht zutreffen
mag. Welcher unter den vielen miglichen Gleichheitsfilllen
derjenige ist, der uns zu dem Ausspruche veranlasst, die
beiden Mengen seien einander gleich, ergiebt sich sofort nach
dem eben aufgestellten Princip. Indem wir die Mengen-
vorstellung bilden, vertheilt sich ein einheitliches Interesse
gleichmiissig iiber die inbegriffenen Einzelinhalte. Von Gleich-
heit zweier Mengen werden wir also nur da sprechen, wo
(Rleichheit allen Theilen nach statthat, d. h. wo jedem Ele-
ment der einen Menge je ein gleiches in der anderen corres-
pondirt und umgekehrt. Diese Forderung wollen wir noch
kurz expliciren: Denken wir uns den Vergleichungsact, wie
in der Regel, als successiven Process; dann muss

1) jedem Elemente der Menge, bei der wir anheben, ein
gleiches und zwar Schritt fiir Schritt ein neues in der an-
deren Menge correspondiren.

2) In der zweiten Menge diirfen keine Elemente iibrig
bleiben. Denn dies hiesse nichts anderes, als dass sie Theile
besisse, welche die erste Menge nicht besitzt. Es bestiinde also
nicht Gleichheit bejder collectiver Ganzen allen Theilen nach.

Nur bei Erfillung dieser Bedingungen sind also zwei
Vielheiten als solche gleich zu nennen.

Hiemit soll iibrigens nicht behauptet werden, dass jeder-
zeit der Vergleichungsact eine solche Folge von REinzel-
vergleichungen der beiderseitigen Elemente factisch implicire.
Bei Mengen aus wenigen (etwa zwei bis vier) Elementen mag
unter besonders giinstigen Verhiiltnissen die Erkenntniss der
Gleichheit der Collectionen als Ganzer gewissermassen in
einem Blicke aufleuchten, ohne dass successive Einzelver-
gleichungen von Noten wiren. Ist jedoch die Anzahl der
Elemente eine grossere oder die Art der sonstigen Umstinde
minder giinstig, dann sind bei unserer beschrinkten Geistes-
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fihigkeit schrittweise Operationen unerlisslich. Man darf
daher die Auflosung der Vergleichung in eine Reibe von
Elementarvergleichungen geradezu als den typischen Fall
ansehen.

Wir kinnen unser Resultat mit Anwendung eines nicht
unpassenden Bildes auch folgendermassen ausdriicken: Zwei
collective Ganze werden verglichen, indem man Element fiir
Element wechselseitig zur Deckung zu bringen sucht. That-
sichlich ist das beschriebene Verfahren analog mit dem-
jenigen der Geometer, die Congruenz oder Incongruenz von
Raumgebilden zu erweisen. Ja es ist, wie man erkennt,
iiberall dasselbe, wo immer ein analysirtes Ganzes mit einem
anderen derselben Art verglichen wird. Denn jedes Ganze
erscheint hiebei vorgestellt in Form einer Collection, nimlich
der seiner analysirten Theile; und der Vergleichungsprocess
geht derart von statten, dass man Theil fiir Theil auf der
einen und anderen Seite gegeniiberstellt und zur Deckung zu
bringen versucht. ?)

YVergleichung von Vielheiten einer Gattung.

Gehen wir nun zu dem speciellen aber practisch beson-
ders wichtigen Fall iiber, wo die beiden Vergleichs-Mengen
aus Dingen einer einzigen Gattung bestehen. Wissen wir
dies im Voraus, dann erfihrt der Vergleichungsprocess eine

1) Das rdumliche Aufeinanderlegen in der Geometrie, das zur Deckung
Bringen im engsten Sinne, ist ein Phantasievorgang, der allerdings etwas
mehr enthilt als ein gewdhnlicher Vergleichungsfall. Durch allmilige
Minderung der bei der Vergleichung nicht in Betracht kommenden Mo-
mente, welche die riumliche Differenzirung der Gebilde (ihren Lagen-
unterschied) bewirken, werden dieselben continuirlich in einander iiber-
gefiihrt, sie werden identisch Eins. So kommt die Gleichheit in Beziehung
auf die Momente, welche wihrend des Processes unverindert bleiben,
zur Evidenz. Ein analoges Verfahren schlagen wir nicht iiberall ein,
weil der Nutzen nicht iiberall so augenfillig ist. In der Regel con-
centriren wir die Aufmerksamkeit auf die zu vergleichenden Bestand-
theile, von den differenten Merkmalen mdglichst abstrahirend.
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wesentliche Vereinfachung. Die Notwendigkeit entfillt, zuerst
zu untersuchen, ob jedem Element in der einen Menge ein
gleiches in der anderen entspricht. Es geniigt, dass iher-
haupt je einem KElemente einerseits eines andererseits ent-
spricht und umgekehrt. Zwei Elemente in der Vorstellung
haben, und zwei gleiche Elemente in der Vorstellung haben,
ist in diesem Falle Eins. Fassen wir also je ein Element
der ersten mit je einem der zweiten Menge einheitlich zu-
sammen, dann kann die so entstehende Vorstellung einer
Folge von Elementenpaaren (an deren Gleichheit weiter nicht
gedacht zu werden braucht) als vollgiltiger Repriisentant jenes
sonst notwendigen, ebenso viele Gleichheitsrelationen um-
fassenden Actes gelten. Statt paarweise zu vergleichen, stellen
wir also die Elemente bloss in unserer Vorstellung zusammen.
Wir bilden eine Collection von Collectionen je zweier Cor-
respondenten.

VYergleichung von Vielheiten in Beziehung auf ihre Zahlen.

‘Wir haben bisher die Vergleichung concreter Mengen als
solcher betrachtet; wie verhiilt es sich nun bei der Ver-
gleichung gegebener Mengen in Beziehung auf ihre Anzahl?

‘Wir erhalten die zu einer Menge gehdrige abstracte Viel-
heitsform, indem wir jedes Element derselben zum blossen
Eins entschrinken und die so entstehenden Einheiten collec-
tivisch zusammenfassen; und wir erhalten die entsprechende
Anzahl, indem wir die gebildete Vielheitsform als eine Zwei.
Drei u. s. w. klassificiren. Handelt es sich nun um blosse Con-
statirung der Anzahlengleichheit (bzw. eines Mehr oder
Weniger) und nicht um die Anzahl selbst (um das Wie-
viel, bzw. ;um wieviel mehr oder weniger’), dann bediirfen wir
nicht erst der Klassification, und der Vergleichungsact scheint
sich zu vereinfachen, indem er sich auf die Vergleichung der
den gegebenen Mengen correspondirenden Vielheitsformen re-
ducirt. Diese aber konnen wie Mengen gleicher Inhalte an-
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gesehen werden. Zwei Mengen sind also zahlengleich, wenn
deren Einheiten sich gedanklich in gegenseitig-eindeutige
Correspondenz setzen lassen.

Man erkennt indessen leicht, dass noch eine andere, und
viel einfachere Vergleichungsweise moglich ist. Statt erst zu
den allgemeinen Vielheitsformen aufzusteigen und diese dann
mit einander zu vergleichen, konnen wir auch, unmittelbar an
den concreten Mengen operirend, die Gleichheit feststellen.
Da wir von vornherein wissen, dass jedes einzelne Ding nur
als Eins in Betracht kommen wiirde, so diirfen wir beide
Mengen so auffassen, als bestinden sie aus lauter gleichen
Dingen (gleich als Einheiten). Die Mengen werden also von
gleicher Anzahl sein, wenn die beiderseitigen Elemente selbst
sich gegenseitig in der wiederholt bezeichneten Weise zu-
ordnen lassen.

Zur Constatirung der Gleichzahligkeit steht uns aber noch
eine dritte und die bei Weitem vorziiglichste Methode offen.
Bei der ersten Methode, auf die auch die zweite sich griin-
dete, recurrirten wir bloss auf die Constatirung des Gleich-
viel, vermieden aber die Bestimmung der Anzahlen selbst —
in der Meinung eines Ersparnisses an geistiger Arbeit. Diese
Meinung ist aber eine irrige. Ist doch die Zahlbestimmung
vermdge der Leichtigkeit des bekannten symbolischen Zih-
lungsverfahrens das uns zu allerniichst liegende Hilfsmittel.
Und es ist ein ganz mechanisches Verfahren; wir folgen ihm,
ohne an die Begriffe selbst zu denken, und sind doch sicher,
dass das resultirende Zahlwort, wenn wir uns seine Bedeu-
tung zum Bewusstsein bringen, wirklich den richtigen Zahl-
begriff darstellt. Was ist also einfacher, als die beiden Viel-
heiten ihrer Zahl nach dadurch zu vergleichen, dass man sie
beide in symbolischem Sinne durchzihlt? Und wir erhalten
so nicht bloss die Ueberzeugung von der Gleichheit (bzw.
Ungleichheit) der Zahlen, sondern auch diese Zahlen

selbst. Dass der mechanische Process der Z#hlung schon
Husserl, Philosophie der Arithmetik, I 8
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bei Mengen relativ geringer Anzahl unvergleichlich schneller
und sicherer von statten gehen wird, als jener scheinbar so
einfache Process der gegenseitigen Zuordnung, bedarf wol
keines Nachweises.

Der wahre Sinn der behandelten Gleichheitsdefinition.

Unsere letzten Analysen setzen den Sinn und die Trag-
weite der behandelten Gleichheitsdefinition ins klarste Licht.
Die Moglichkeit der gegenseitig-eindeutigen Zuordnung zweier
Vielheiten ist micht deren Gleichzabligkeit, sondern ver-
biirgt sie nur. Die Erkenntniss, dass die Anzahlen gleich
seien, erfordert durchaus nicht die Erkenntniss ihrer Zuordnungs-
moglichkeit; geschweige denn, dass beides identisch wiire.
Die bestrittene Definition ist also weit entfernt davon, eine
Nominaldefinition darzustellen, welche die Bedeutung des
Ausdruckes ,Gleichheit zweier Vielbeiten in Beziehung auf
die Anzahl’ fixirt. Alles was wir zugeben kdnnen ist: dass
sie ein fiir alle Fille giltiges, in logischem Sinune not-
wendiges und hinreichendes Kriterium fiir den Be-
stand ' der Gleichheit aufstellt. Obschon wir die Vergleichung
nicht vermittelst der eindeutigen Zuordnung vornehmen miissen,
konnen wir sie doch in allen Fillen so vornehmen, und
dann muss die in der Definition ausgesprochene Bedingung
stets erfillt sein. Hierin besteht daher der einzig brauchbare
Sinn und die Leistung der ,Definition’.

Was nun den Nutzen dieses Kriteriums anlangt, so
werden wir ihn kaum hoch anschlagen kinnen. Nur fiir jene
Geistesstufe, auf welcher die Klassification der Vielheiten
(die Unterscheidung und Benennung der Anzahblen) und das
darauf begriindete mechanische Zihlungsverfahren noch zu-
riickgeblieben ist, werden wir demselben einen betrichtlichen
Wert zuerkennen miissen. Fiir jene Wilden, denen es, wie
man berichtet, eine uniiberwindliche Schwierigkeit- bereitet,
iiber Fiinf hinaus zu zihlen, wird die Vergleichung der An-
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zahl zweier Mengen ausserordentlich erleichtert, wenn nicht
erst ermdglicht, durch Herstellung der gegenseitigen Zuord-
nung, die dann selbst wieder durch physische Verkniipfungen
erleichtert und ersetzt werden mag. Wo hingegen ein so
rasches und sicheres Verfahren zu Gebote steht wie unser
symbolisches Zghlen, da ist, wie bereits bemerkt, das ein-
fachste Kriterium fiir die Gleichheit der Zahl eben das Er-
gebniss derselben Zahl bei der Abzihlung der Vergleichs-

mengen.

Gegenseitige Zuordnung und collective Verbindung.

Wir haben die gegenseitig-eindeutige Zuordnung oben
als collective Verbindung von Paaren aufgefasst, verbunden
mit der Erkenntniss, dass in jedem Paare je ein Element der
einen und das andere der anderen Vielheit zugehdre; dadurch
eben erlangen beide eine Auszeichnung vor einander, die
einen gewissen Gegensatz zwischen ihnen begriindet, mit Be-
zichung auf welchen wir von einem ,Gegeniiberstellen® in
unserer Vorstellung sprechen durften. — Diese Auffassung
steht durchaus im Widerspruch mit der unserer Gegner, die
sich hier mit einem gewissen Rechte auf das Zeugniss der
Erfahrung berufen konnten. Wenn wir, so werden sie ein-
wenden, die Gleichheit zweier Mengen von physischen Ob-
jecten durch gegenseitige Zuordnung constatiren, so thun wir
.denn doch etwas mehr, als nur gedanklich je ein Ding
der einen mit je einem der anderen zusammenstellen. Wir
legen sie paarweise an- und aufeinander, wir kniipfen sie
vielleicht auch zusammen und dgl. Was in solchen Fillen
die gegenseitig-eindeutige Zuordnung oder Verkniipfung be-
wirkt, ist also nicht blosse Collection, sondern eine riumliche,
physische oder sonstige Verbindung. Im Uebrigen scheint,
niher besehen, jede beliebige Relation gleich gut geeignet zu
sein, um die Zuordnung zu bewirken. Vergleichen wir z. B.

die Tonvielheiten (¢, d, €) und (C, D, E), dann kdnnen wir
8*
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auch das Octavenverhiltniss verwenden und zuordnen:
¢—C, d—D, e—E; dies ist eine Art, eindeutig zuzuordnen,
und aus ihrer Moglichkeit ergiebt sich die Gleichzahligkeit
beider Vielheiten. Solche Auffassungen finden wir bei
E. SCHRODER ) und FrEGE, welche beide die Gleichzahligkeit
in der von uns bestrittenen Weise definiren. So fordert z. B.
der Letztere fiir seine Definition, dass es eine beliebige Be-
zichung ¢ gebe, welche die eindeutige Zuordnung leiste. s
steht in der Bezichung ¢ zu b, und a ist b zugeordnet, gilt
ihm als dasselbe. ?)

Es wird uns nicht schwer fallen, die Triftigkeit unserer
Ansicht diesen Einwiinden gegeniiber zu behaupten. Wir
haben gesehen, dass die Vergleichung von Mengen ihrer An-
zahl nach, wenn wir das technische Hilfsmittel des Zihlens
nicht verwenden, gewissermassen der abgeblasste Schatten
des Vergleichungsvorganges ist, wie wir ihn bei der Ver-
gleichung beliebiger concreter Mengen zu beobachten haben.
Es entfillt hier niimlich die Notwendigkeit, die paarweise
gegeniiber gestellten Elemente noch besonders zu vergleichen.
Die Gleichheit in Beziehung auf das Einssein ist eo ipso da.
Das blosse Gegeniiberstellen in unserer Vorstellung vertritt
das sonst noch ndtige Vergleichen. Dass dieses Gegeniiber-
stellen, abgesehen von der erwibnten gegensiitzlichen Cha-

) SCHRODER, Lehrbuch der Arithmetik etc. S.7—8 (L Cap. Nr. 7).

?) Wonach also zu folgen scheint, dass es ebensoviele Arten von
Gleichzahligkeit und demgemiiss auch von Anzahlbegriffen geben miisse,
als begrifflich verschiedene Arten von eindeutig-zuordnenden Relationen
denkbar sind. Ich sagte: auch von Anzahlbegriffen; denn durch die
Gleichzahligkeit soll bei FREGE allererst der Begriff der Zahl definirt
werden. Die Einheit des Anzahlbegriffes beruht bei ihm nur auf der
Unbestimmtheit der Beziehung ¢, welche die Zuordnung vermittelt.
Sowie wir bestimmte Zuordnungsrelationen feststellten, gewdunen wir
bestimmte Species von Anzahlen, also verschiedene Zweien, Dreien etc. —
ein Resultat, welches FREGE allerdings nicht beabsichtigt hat. Niheres
iber dessen rein logischen Aufhau des Zahlbegriffes vgl. VIL Cap.
S. 129 ff.
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rakteristik, identisch ist mit dem, was wir collectives Ver-
binden nannten, sieht man sofort. Es ist nun richtig, dass
wir bei dem Vergleichen von #usseren Dingen jedenfalls noch
andere, z. B. physische Relationen verwenden, um eine Zu-
ordnung herzustellen; aber man darf sie darum nicht mit der
Zuordnung selbst verwechseln. Die Zuordnung als solche ist
unter allen Umstinden eine collective Verbindung. Jenes
Nebeneinander- oder Aufeinanderlegen oder sonstige andere Ma-
nipulationen verfolgen gewisse nebenherlaufende Zwecke;
sie sollen die Bildung der aus Paaren bestehenden Collection
erleichtern, sie vor allem sicherer gestalten. Wenn wir einen
Haufen Aepfel und einen Haufen Niisse vergleichen, um zu
constatiren, ob beiderseits gleich viele vorhanden sind, bzw.
welcher Seite das Mehr zukommt, dann wiirde es hiufig schwer
fallen, bei dem gegenseitigen Zuordnen Irrthiimer zu ver-
meiden, einzelne Elemente nicht zu iibersehen, andere nicht
doppelt zu zdhlen. Legen wir aber immer einen Apfel und
eine Nuss zusammen, die so entstehenden Paare wieder in
eine Reihe oder in eine iibersichtliche Figur, dann ist die
Gefahr des Irrthums ausserordentlich verringert. Der Unter-
schied zwischen einem einzelnen Elemente und einem Paare
ist ein sinnenfilliger, wir erkennen also in einem Ueberblicke,
ob lauter Paare da liegen oder nicht. Jedes Paar hebt sich
als einheitliche Vorstellung aus der Umgebung heraus — wir
ersparen also die geistige Arbeit, die Collection der Paare
bestéindig als solche festzuhalten. Die anschauliche, relativ
einheitliche Vorstellung, die wir auf dem angegebenen Wege
erzeugt haben, ist eben von einer Art, dass sie durch eine
sehr leichte Analyse die intendirte Collection ergiebt, die
sonst auf dem viel miihsameren Wege successiver Synthese
erzeugt werden miisste. Nicht zu iibersehen ist aber, dass
wir, um die VorsteMung des Gleichviel zu erlangen, nach
jenem Processe die erwihnte Analyse auch wirklich vor-
nehmen (oder im Falle symbolischer Vorstellung mindestens
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anstreben) miissen. Eine Vorstellung muss resultiren, welche
jedes Paar fiir sich und in jedem Paare jedes Ding fiir sich
gesondert enthilt. Nicht jene Hussere Anschanung, sondern
die auf Grund derselben zu bildende Collectivvorstellung ver-
biirgt die Gleichheit der Anzahlen. — Der zur Bildung dieser
Collectivvorstellung erforderliche psychische Process kann
allerdings sehr vereinfacht werden; denn die besondere Be-
schaffenheit der Anschauung, die durch jene Hussere Mani-
pulationen des paarweisen Verkniipfens erzeugt wurde, ebnet
dem symbolischen Vorstellen den Weg, welches den Process
abkiirzt, ohne den Erkenntnisswert des Resultates wesentlich
zu beeintriichtigen. Die anschauliche Einheit der etwa in
Form einer Reihe von Paaren mit einem Blick zu um-
fassenden Doppelmenge lost sich, wenn wir wollen, sofort in
eine Vielheit auf, deren jedes Element (d. 1. jedes Paar) zu-
nichst als unanalysirte anschauliche Einheit gegeben sein
wird. Richtet sich nun das Interesse auf irgend eines
derselben, dann entsteht alsbald die Vorstellung einer Col-
lection von zwei Elementen, von denen wir erkennen, dass
das eine der einen, das andere der anderen Menge angehort
hatte. Die anschauliche Gleichheit der Paare macht es iiber-
fllissig, bei einem jeden die gleichen Ueberlegungen vorzu-
nehmen. Es geniigt also die Vorstellung der Reihe und der
Gedanke, diese Analysen vornehmen zu konnen, als symbo-
lischer Vertreter fiir die wirkliche Vorstellung der Collection
von Collectionen.

In dieser Weise mag nun je nach Umstinden das eine
Mal diese, das andere Mal jene Verkniipfungsart als Hilfs-
mittel der Zuordnung und Zahlvergleichung dienen konnen.
Sicher ist aber der auxiliire Charakter solcher Verkniipfungs-
arten. Beachtet man dies, so wird es auch klar, dass
nicht jede Relation, wie behauptet wird, als zuordnende zu
gebrauchen ist, sondern nur die collective, wihrend irgend-
welche andere eben nur sofern in Betracht kommen konnen,
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als sie diese symbolisch zu vertreten geeignet sind. Ange-
nommen, es sei ¢ eine beliebige aber bestimmte Relation,
welche die Elemente beider Mengen in gegenseitig-eindeutige
Relation setzt; dann frage ich: was soll diese Relation uns
denn leisten? Sie bewirkt, sagt man, die gewiinschte Zu-
ordnung. Aber was sie, das leistet jede andere Relation, die
zwischen den beiderseitigen Elementen moglich ist. Kommt
es aber auf das Was der Zuordnungsrelation nicht an, nun
dann kann es auch nicht wesentlich sein, dass eine Relation
iiberhaupt da ist. Der allgemeine Gedanke, es sei eine x-be-
liebige Relation annehmbar, ist doch hier zu nichts niitze.
Das Wesentliche ist eben, dass die correspondirenden Ele-
mente in unserem Denken verkniipft, dass sie colligirt seien;
denn dies ist uns wertvoll als absolut sicheres Zeichen dafiir,
dass je eine KEinheit der einen je einer der zweiten Menge
entspricht. Finden wir zufillig eine inhaltliche Verkniipfung
vor, welche die Elemente beider Mengen paarweise vereinigt,
so ist sie uns willkommen, weil sie unser verkniipfendes Denken
bequem anleitet oder gar symbolisch vertritt. Von ihr muss
aber wieder abstrahirt werden, soll der Zweck des Processes
iiberhaupt erfiillt werden. Eine Relation erst kiinstlich herbei-
zichen in Absicht auf eindeutige Zuordnung, das heisst ihren
Zweck vergessen und verfehlen; denn dies hitte den Erfolg,
die Aufmerksamkeit abzulenken von dem, worauf es bei der
Sache ankommt, ndmlich von der Zahlvergleichung.

Unabhiingigkeit der Gleichzahligkeit vom Verkniipfungsmodus.

Nach diesen Aufklirungen unterliegt es auch keinem
Zweifel, wie wir uns verhalten miissen zu einem hieher ge-
horigen Satze, auf den die Mathematiker Grewicht legen, und
der besagt, dass die Gleichzahligkeit zweier Vielheiten von
dem Verkniipfungsmodus unabhiingig ist; oder genauer, dass
zwei Vielheiten, welche als gleichzahlig sich erweisen, indem
wir je ein bestimmtes Element der einen mif je einem be-
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stimmten der anderen paaren, auch gleichzahlig bleiben, wenn
wir diese Paarungen aufldsen und von Neuem je ein Element
der ersten mit je einem — und zwar nun einem anderen
Element der zweiten Vielheit verbinden. ,Vdllig zu erkliren,
weshalb wir durch unseren Verstand gezwungen sind“ diesen
Satz zu bejahen, darin sieht E. SCHRODER?) .eine Aufgabe
der Psychologie“; und v. HELMHOLTZ stimmt ihm hierin so
sehr zu, dass er ihm die Erkenntniss dieser Sachlage als be-
sonderes Verdienst anrechnet.®) Ich denke, alles Psycho-
logische, das hier iiberhaupt in Betracht kommen kann,
ist durch wunsere Analysen zu Tage gefordert, und es
wire ermiidend, das ausfihrlich Erorterte in neuer Wendung
zu wiederholen. Was den hiufig reproducirten Beweis des
Satzes anlangt, so wollen wir ihn nicht anfechten. Not-
wendig ist er offenbar nur fiir den Fall, als die Gleichheit
in Beziehung auf die Anzahl durch die gegenseitige Zuord-
nung wirklich definirt, d. h. Beides als gleichbedeutend an-
gesehen wird. Geht man aber von dem wahren und eigent-
lichen Gleichheitshegriffi aus, dann implicirt das Verlangen
nach dem Beweise eine Absurditit. Wir haben erkannt,
dass die Mdoglichkeit einer — irgend einer beliebigen — gegen-
seitig-eindeutigen Zuordnung als ein logisch notwendiges und
hinreichendes Kriterium der Gleichzahligkeit (in dem wahren
Sinne des Wortes) dienen konne. Der Gedanke, dass die
Aenderung der Verkniipfungsweise zu einem unverbundenen
Reste fiihrt, ist gleichwertig dem, dass die beiden Vielheiten,
die wir vergleichen, unter denselben und zugleich unter einen
verschiedenen Zahlbegriff fallen — was absurd ist.

Y a s 0. 8. 14

2) Scheinbar bezieht sich v. HELMHOLTZ an der hier betrachteten
Stelle (a. a. O. 8. 19) auf etwas Anderes, nimlich auf ,die Thatsache,
dass die Anzahl einer Gruppe von Objecten unabhiingig von der Reihen-
folge, in der man sie z8hlt, zu finden ist¥. Indessen wird hier (wie ge-
legentlich auch bei SCHRODER) Anzshl als das Anzahl-Zeichen verstanden

und die Zshlung der Gruppe als die successive Zuordnung der Zahl-
zeichen in ihrer natiirlichen Folge zu den Elementen der Gruppe angesehen.
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VIL. Capitel.
Die Zahlendefinitionen durch Aequivalenz.

Aufbau der Aequivalenztheorie.

Nicht ohne Grund haben wir im letzten Capitel der Auf-
hellung der Misverstindnisse, welche mit der Definition der
Gleichzahligkeit durch gegenseitig - eindeutige Zuordnung
iiberall verkniipft sind, so viel Aufmerksamkeit zugewendet.
Dieselben haben in der That schlimme Folgen nach sich ge-
zogen, indem sie zu einer génzlichen Verkennung des Anzahl-
begriffes selbst gefiihrt haben. Es wird vielleicht nicht
unpassend sein, wenn wir, zun#ichst ohne auf thatsichlich
aufgestellte Lehren Riicksicht zu nehmen, uns folgenden Ge-
dankengang iiberlegen, welcher die hier und dort verstreuten
Gedanken zu einer moglichst consequenten Theorie concentrirt.

Die Definitionen des Gleichviel, Mehr und Weniger, wie
sie hier zu Grunde gelegt werden, sind von dem Anzahl-
begriffe unabhéngig; sie verlangen nur, dass man die zu ver-
gleichenden Mengen nehme, Element fiir Element einander
zuordne und dann nachsehe, ob Elemente dabei iibrig bleiben
oder nicht. Also ohne die Mengen zihlen, ja selbst ohne
wissen zu miissen, was Zihlen heisst, ist man trotzdem im
Stande ein sicheres Urtheil Xu féllen, ob sie gleichzahlig sind
oder nicht; wobei nur zu achten ist, dass das Wort gleich-
zahlig nicht anders verstanden werden darf, als die Definition
es bestimmt. Sagen wir daher lieher aequivalent anstatt
gleichzahlig, da letztere Wortbildung in ihrer Mitbezeichnung
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den Begriff der Anzahl enthilt, wihrend die Definition von
ihmunabhiingig ist. Gehen wir nun von einer beliebigen concreten
Menge M aus, dann konnen wir alle anderen gegebenen oder
denkbaren Mengen mit ihr in Correspondenz setzen und so
die Gesammtheit der Mengen aussondern, welche der ge-
gebenen Menge M sequivalent sind. In diesem Sinne wollen
wir von der zu M gehorigen Mengenklasse K sprechen.
Nun fiigen wir ein willkiirliches neues Element zu M hinzu
und bilden die zugehdrige Klasse aequivalenter Mengen; dann
fiigen wir wiederum ein neues Element zu und bilden die
zugehorige Klasse und so fort. Der Process geht, wie man
sieht, in infinitum, da keine Menge denkbar ist, zu der wir
nicht ein neues Element hinzufiigen konnten. Ebenso verfahren
wir in umgekehrter Richtung: wir unterdriicken irgend ein
Element in M und bilden die entsprechende Klasse, dann
wiederum ein Element u. s. w., bis alle in M verfiigharen
Elemente unterdriickt sind. Die so vollzogene Klassification
aller erdenklichen Mengen ist die schiirfste, die man sich vor-
stellen kann. Nie kann eine Menge gleichzeitig zwel ver-
schiedenen Klassen angehoren. Jede gegebene Menge wird
durch Anwendung der vorausgeschickten Aequivalenzdefinition
unter eine bestimmte Klasse und nur unter diese eine, subsumirt.
Und umgekehrt ist jede Klasse durch eine beliebige der ihr
angehorigen Mengen vollig bestimmt; eine jede ihrer Mengen
kann also mit demselben Rechte als Fundament der Klassen-
bildung verwendet und als Repriisentant der Klasse angesehen
werden. Man sieht auch, dass aus einer Menge die ganze
Klasse entsteht, indem mit den einzelnen Elementen alle er-
denklichen qualitativen Verfinderungen (also keine Theilungen)
vorgenommen werden.

Die Gesammtheit der Klassen ist uns bisher als ein
ungeordneter Inbegriff gegeben. Wir entdecken leicht ein
Princip der Anordnung; es ist dasselbe, welches uns bereits
bei der successiven Klassenbildung leitete. Wir gehen von
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irgend einer Klasse K aus; die Menge M diene als ihr Re-
prisentant. Denken wir uns nun in M irgend ein Element
unterdriickt, dann wollen wir die Klasse K, deren Repréisentant
die so entstehende Menge M’ist, diezu K nfichstniedrigere
Klasse nennen. Es ist leicht zu erweisen, dass die Klasse K
unverdndert dieselbe bleibt, welches von den Elementen der
Menge M wir auch unterdriicken mégen, so dass K’ eindeutig
bestimmt ist. Bilden wir ferner aus M durch Hinzunahme
eines beliebigen Dinges eine neue Menge M* dann heisse
die zu dieser gehirige Klasse K” die in Beziehung auf K
nichsthohere. Auch sie ist eine v6llig bestimmte.

Diese Festsetzungen geniigen offenbar, um simmtliche
Klassen auf eindeutige Weise in eine Reihe zu ordnen, in welcher
eine jede eine ganz bestimmte Stelle erhilt.

Der folgende einfache Gedankengang fiihrt nun von hier
zu den Anzahlbegriffen. Je eine Klasse umfasst die Gesammt-
heit der denkbaren Mengen von je einer Anzahl; verschiedenen
Klassen entsprechen verschiedene Anzahlen. Dass wir simmt-
lichen Mengen einer Klasse ein und dieselbe Anzahl zuschreiben,
kann nur auf Grund einer Beschaffenheit erfolgen, die allen
Mengen der Klasse gemeinsam ist. Was sie aber insgesammt
gemein haben, und was sie von den iibrigen denkbaren Mengen
“unterscheidet, ist doch nichts anderes als der Umstand, dass
sie ebenzu derselben Klasse gehdren, d.h, dass sie im Verhéltnisse
wechselseitiger Aequivalenz stehen. Um diese Eigenschaft
fiir irgend eine gegebene Menge M auszudriicken, bedarf es
einer einheitlichen, die Klassen in ihrem natiirlichen Zusam-
menhange, in ihrer Reihenfolge wiederspiegelnden Bezeichnung.
BEine Klasse kann durch irgend eine ihrer Mengen eindeutig
reprisentirt werden. Obschon es ganz gleichgiltig ist, welche
wir hiezu auswihlen, so miissen wir doch, um fiir den wissen-
schaftlichen Sprachgebrauch einheitliche Bezeichnungen zu er-
halten, eine bestimmte Auswahl treffen. Wir nehmen die
durch Wiederholung eines Striches 1, bezw. durch Wieder-
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holung des Lautcomplexes Eins entstehenden concreten Mengen
11, 111, 1111, ..., oder (um der Verwechslung mit ge-
wissen zusammengesetzten Zeichen des dekadischen Zahlsystems
vorzubeugen) 141, 1+1+1, 1 +1+1+1, ...., als Re-
prisentanten der Klassen und benennen sie der Reihe nach
durch 2, 3, 4... Diese aus Strichen formirten Mengen sind
die natiirlichen Zahlen, indem sie als Repriisentanten der
Klassen auch Reprisentanten der Anzahlbegriffe sind.

Bine concret vorgelegte Menge wird geziihlt, indem die
natiirliche Zahl gesucht wird, die ibr aequivalent ist, und
damit ist sie auch der ibr zugehdrigen Klasse eingereibt. Die
der Menge correspondirende Zahl finden wir vielfach dadureh,
dass wir jedes Element durch einen Strich ,abbilden“; so
ergiebt sich eine der Menge aequivalente Menge von Strichen,
und dies ist die natiirliche Zahl. Die Zahlen bilden eine ge-
ordnete Reihe, entsprechend der Reihe der Klassen.

Dies ist wol hinreichend zur Charakteristik eines eigen-
thiimlichen Versuches, den Zahlbegriff aus dem der Gleich-
zahligkeit allererst berzuleiten, und mit Umgehung aller
immerhin etwas misslichen psychologischen Analysen die Ein-
sicht in die grundlegenden arithmetischen Begriffe zu gewinnen.

Belege.

Damit man sehe, dass diese Theorie nicht bloss das
Ergebniss spielender Phantasie sei, wollen wir nun auch eine
Belegstelle aus einem neueren mathematischen Werke, niimlich
der oben bereits citirten ,,Allgemeinen Arithmetik* von STOLZ
anfiithren. Nach der Aufstellung der uns bekannten Definitionen
der Vielheit und der Verh&ltnisse des Gleich, Grosser und
Kleiner zwischen Vielheiten, giebt STOLZ folgende Erklirung
des Begriffes der Anzahl, oder wie er sich ausdriickt, der
mhatiirlichen Zahl“?):

1) Diesen Namen hat E. SCHRODER eingefiihrt. Vgl. a.a. 0. S. 2 und
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»Das gemeinsame Merkmal aller Vielheiten, welche einer
bestimmten gleich sind, wird durch ein Grundzahlwort aus-
gedriickt. Man vergleicht die Vielheiten mit den durch
bestindige Wiederholung eines Striches: 1 (eine Eins, ein
Einer) entstandenen 11, 111, ... (diese Zeichen sind fiir
die Zahlen eilf, einhunderteilf ... erst spiter einzufiihren).
Jedes der wiederholten Setzung fihige Ding heisst eine be-
nannte Einheit, eine 1, die Einheit schlechtweg. Die
natiirliche Zahl ist eine Vielheit von Einheiten
d. i. Einern. Jede andere Vielheit heisst eine benannte
Zahl. Jeder solchen Vielheit entspricht n#mlich eine ihr
gleiche natiirliche Zahl, welche gefunden wird, indem man
von den der Vielheit angehorigen Einheiten eine nach der
anderen herausgreift, sie mit dem Striche 1 abbildet und
hierauf bei Seite legt. Unter sich gleichen Vielheiten ent-
sprechen gleiche Zahlen, der grosseren Vielheit die grossere
Zahl.

»von gleichen natiirlichen Zahlen kann man nur insofern
sprechen, als man irgend eine solche Zahl, wie jeden Begriff,
beliebig oft gesetzt denken kann.“

Zunichst mochte es allerdings scheinen, als ob STOLZ
die Zahl bloss als Menge von Einerstrichen definirte. Indess
der erste Satz besagt doch, dass durch ein Grundzahlwort das
gemeinsame Merkmal aller Vielheiten, welche einer bestimmten
gleich (d. i. in unserer Sprechweise: aequivalent) sind, aus-

S. 5 u. ff. Er soll wol dazu dienen, um den Unterschied der Anzahlen
gegentiber den anderen Zahlformen, welche in der Arithmetik zur Ver-
wendung kommen, den rationalen und irrationalen, den positiven, nega-
tiven und imaginiiren Zahlen, zu markiren; zudem ist der Name Anzahl
nicht ganz eindeutig, da er mitunter zur Bezeichnung von Reihenzahl-
begriffen verwendet wurde. Vgl. GRORG CANTOR, Grundlagen der Mannig-
faltigkeitslehre. 1883. S. 5, und FRIEDRICE MEYER, Klemente der Arith-
metik und Algebra. 1885. S.8. Gleichwol hielten wir es fiir das Passendste,
uns in dieser Schrift an den #lteren und fast allgemein #iblichen Sprach-
gebrauch anzuschliessen.
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gedriickt werde. Da nun weder vorher noch nachher das
Geringste von solch einem Merkmal verlautet, so miissen wir
annehmen, dass der Zusatz ,welche einer bestimmten gleich
[aequivalent] sind“ dieses Merkmal selbst ausdriicke; wodurch
die Uebereinstimmung der Ansicht mit der oben entwickelten
Theorie bewiesen ist.!)

Kritik.

‘Wenden wir uns nun zur Kritik. Die Irrthiimer, welche
diese extrem-relativistische Theorie begeht, hingen auf das
Engste zusammen mit der Verkennung des Wesens der ein-
deutigen Zuordnung und der Function, die ihr fir die Er-
kenntniss des Gleichviel zweier Mengen zukommt. Die De-
finition der Aequivalenz ist, wie wir festgestellt baben, nicht
mehr als ein blosses Kriterium fiir den Bestand der Gleichheit
der Anzahl zweier Mengen, wiihrend sie hier als Nominal-
definition angesehen wird. Aber es ist nicht richtig, dass
,/Aequivalenz’ und ,gleiche Anzahl’ Begriffe von demselben
Inhalte sind; nur das ist richtig, dass ihr Umfang derselbe

1) Selbst G. CANTOR stellte in seinen ,Grundlagen einer allg. Mannig-
faltigkeitslehre# (1883) Definitionen auf, welche ganz in diesem Sinne
klingen, z. B. S. 3: ,Jeder woldefinirten Menge kommt . . eine gewisse
Michtigkeit zu, wobei zwei Mengen dieselbe Méuchtigkeit zuge-
schrieben wird, wenn sie sich gegenseitig eindeutig, Element fir
Element, einander zuordnen lassen. Man vgl. auch die entsprechende
Fassung der ,Anzahl“-Definition ebendas. S. 5. (,Michtigkeit® bedeutet
in der Terminologie OANTOR's 50 viel wie Cardinalzahl, ,Anzahl® so viel
wie Ordinalzahl.) Gleichwol gehtrt dieser geniale Mathematiker keines-
wegs in die oben zu kritisirende Richtung, wie aus allen seinen spiteren
Publicationen hervorgeht. Schon in seinem Schreiben an Liasswrrz
(datirt vom 15. Febr. 1884 und abgedruckt in den ,Mittheilungen zur
Lehre vom Transfiniten*, Zeitschr. f Philos. u. philos. Kritik, Bd. 91
8. 18) erscheint die erstere Definition in einer vertiefenden Modification,
die ihr ein ganz anderes Gepriige giebt, und an einer anderen Stelle der
»Mittheilungen“ (S. 55 Anm.) sagt er sehr treffend: ,Zur Bildung des
Allgemeinbegriffs ,fiinf’ bedarf es nur einer Menge, ... welcher diese
Cardinalzahl zukommt¥,
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ist. Identificirt man Aequivalenz mit Gleichheit der Anzahl,
dann liegt es freilich nahe, die Aequivalenz nun auch als
Quelle des Anzahlbegriffes selbst anzusehen und zu schliessen:
die Gesammtheit der einander gleichzahligen (i. e. aequivalenten,
zu einer ,Klasse’ gehorigen) Mengen konne doch nichts Anderes
gemeinsam haben, als die in der angegebenen Weise definirte
Gleichzahligkeit; die Angehdrigkeit zur Klasse sei also das
fiir den betreffenden Anzahlbegriff Wesentliche. Einer concreten
Menge eine Zahl zuschreiben, heisse also nichts Anderes, als
sie in diesem Sinne klassificiren.

Diese Schlussweise konnen wir natiirlich nicht annehmen.
‘Was die aequivalenten Mengen gemeinsam haben, ist nicht
bloss die ,Gleichzahligkeit’ oder deutlicher gesprochen: die
Aequivalenz, sondern die gleiche Anzahl im wahren und
eigentlichen Sinne des Wortes.

‘Wir sagen: Anzahl im wahren und eigentlichen Sinne
des Wortes; denn zwischen dem, was wir in Uebereinstimmung
mit dem allgemeinen Sprachgebrauche in Leben und Wissen-
schaft Anzahlen nennen, und dem, was nach dieser Theorie
80 benannt sein soll, besteht, wie wir leicht zeigen
konnen, keinerlei Gemeinsamkeit. Werden die Anzahlen als
Jene auf Aequivalenz gegriindeten Relationsbegriffe definirt,
dann gienge doch jede Zahlenaussage anstatt auf die concret
vorliegende Menge als solche, immer nur auf Verhdltnisse
derselben zu anderen Mengen. Dieser Menge eine bestimmte
Zahl zuschreiben, hiesse, sie zu einer bestimmten Gruppe
unter einander aequivalenter Mengen klassificiren; dies ist
aber ganz und gar nicht der Sinn einer Zahlenaussage. Man
betrachte doch irgend ein specielles Beispiel. Nennen wir

. eine Menge vor uns liegender Niisse darum vier, weil sie einer
gewissen Klasse von unendlich vielen Mengen angehort, die
sich wechselseitig in eindeutige Correspondenz setzen lassen?
‘Wol niemand hatte hiebei jemals solche Gedanken, und
kaum finden wir tiberhaupt practische Anlisse, uns fiir der-
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gleichen zu interessiren. Was uns in Wahrheit interessirt,
das ist der Umstand, dass eine Nuss und eine Nuss und eine
Nuss und eine Nuss daist. Diese ungeschickte und umstiindliche
Vorstellung (und um wieviel mehr verdiente sie diese Bezeich-
nung erst bei erheblicheren Mengen!) gestalten wir sofort fiir
Denken und Sprechen bequemer, indem wir sie unter Vermitte-
lung der allgemeinen Mengenform Eins und Eins und Eins und
Eins, welche den Namen Vier hat. denken. Hiebei erhiilt
das unbestimmte Eins seine Determination durch den zum
Zahlnamen gefiigten Gattungsnamen — eine Determination,
genau so weit reichend als unser logisches Interesse: als .eine
Nuss’ interessirt uns hier eben das concret Einzelne und nicht
als diese so und so beschaffene Nuss. In diesem schon fiir
den gewdhnlichsten Denkgebrauch greifbaren Nutzen griindet
das Interesse fiir die Heraushebung der allgemeinen Mengen-
form oder Anzahl. Vollig nutzlos und gleichgiltig erscheinen
uns aber jene Aequivalenzbeziehungen einer gegebenen Menge
zu anderen Mengen, in welchen die in Rede stehende Theorie
den Ursprung und Sinn des Anzahlbegriffes sucht.

Die Sachlage wird fiir diese Theorie natiirlich auch nicht
giinstiger durch Recurs auf jene Mengen von Strichen 11,
111, . ..., welche als normale Repriisentanten (gewissermassen
als Etalons) der Klassen dienen, und vermittelst welcher die
Subsumption der zu zihlenden Menge unter die beziigliche
Klasse vollzogen wird. Ginzlich verkehrt miissen wir es
finden, wenn man diese Strichmengen als ,natiirliche Zahlen’
bezeichnet und die Namen Zwei, Drei u. s. w. als deren
Benennungen auffasst, und nicht minder, wenn man den Begriff
der Einheit mit dem eines solchen Kinerstriches identificirt.
‘Wir schreiben doch nicht einer Menge von Niissen die Zahl
Vier und jeder einzelnen dieser Niisse die Zahl Eins zu, weil
diese Menge durch 1111, jede einzelne Nuss aber durch 1
»abgebildet* werden kann!

Worin griindet es denn, mdchte man fragen, dass wir
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alle einzelnen Inhalte, die wir zihlen — und nichts ist denkbar,
das nicht auch gezihlt werden kénnte — durch einen solchen
Strich bezeichnen diirfen? Soll diese Bezeichnung ein wahres
Fundament haben, dann muss sie auf einer allen' und jeden
Inhalten gemeinsamen Beschaffenheit beruhen. Es giebt aber
nur einen allumfassenden Begriff: den des Etwas. Der
Strich 1 kann also an jedem Inhalt nur bezeichnen, dass er
ein Btwas ist, und Anzahl ist sonach Etwas und Etwas u. s. w.
So mdchte es scheinen, dass die geringste Ueberlegung vom
Irrthum zur Wahrheit filhren miisse; es m&chte scheinen,
dass es bereits hinreiche, die obige Frage auch nur aufzuwerfen,
um den richtigen Weg zu gewinnen. Indessen die Antwort
liegt zu nahe und klingt im ersten Augenblicke zu trivial;
so geriet wol Mancher, ihr auszuweichen, auf jene entlegenen
und gekiinstelten Constructionen, welche in der Absicht, die
elementaren arithmetischen Begriffe aus ihren letzten defini-
torischen Merkmalen aufzubauen, sie derart um- und wegdeuten,
dass schliesslich ganz fremde, fiir Praxis und Wissenschaft
gleich nutzlose Begriffshildungen resultiren.

Frege’s Versuch. Die Triftigkeit der letzten Bemerkungen
wird auch vortrefflich illustrirt durch das wiederholt citirte geist-
reiche Buch von FREGE, welches ausschliesslich der Analyse und
Definition des Anzahlbegriffes gewidmet ist. In der That wirft
er die Frage, warum wir denn alle Dinge mit dem Namen Eins
bezeichnen komnen, auf und widmet ihr lange Erérterungen.?)
Er streift auch gelegentlich an die richtige Antwort, um sich nachher
aber desto weiter von der Wahrheit zu entfernen. Es ist hier der
Ort, FREGE's merkwiirdigen Versuch zu besprechen, denn die Auf-
fassung, zu der er schliesslich gelangt, steht, wenn wir auf das
Wesentliche achten, zu der oben kritisirten Aequivalenztheorie in
naher Beziehung.

Worauf FREGE es abgesehen hat, ist ganz und gar nicht eine

1) cf. a. a. 0. S. 40 ff.
Husserl Philosophie der Arithmetik. I, 9
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psychologische Analyse des Anzahlbegriffes; nicht von einer
solchen erhofft er Aufklirung iiber die Grundlagen der Arithmetik.
,Die Psychologie bilde sich nicht ein, zur Begriindung der Arith-
metik irgend etwas beitragen zu konnen“. TUnd such sonst spart
er nicht an entschiedenen Protesten gegen die vermeintlichen Ein-
griffe der Psychologie in unser Gebiet.’) Man sieht bereits, wohin
FREGE zielt. ,So sehr sich . . die Mathematik jede Beihilfe von
der Psychologie verbitten muss, so wenig kann sie ihren Zusammen-
hang mit der Logik verliugnen®. Eine Fundirung der Arith-
metik anf eine Folge formaler Definitionen, aus welchen die
simmtlichen Lehrsitze dieser Wissenschaft rein syllogistisch ge-
folgert werden konnten, ist das Ideal FREGE's.

Es ist wol nicht notig weitliufig auseinander zu setzen, warum
ich diese Auffassung nicht theilen kann, zumal die s&mmtlichen
Untersuchungen, die ich bisher gefithrt habe, lauter Argumente
der Widerlegung darstellen. Definiren kann man doch nur das
logisch Zusammengesetzte. Sobald wir auf die letzten, elemen-
taren Begriffe stossen, hat alles Definiren ein Ende. Begriffe wie
Qualitit, Intensitidt, Ort, Zeit u. dgl. kann Niemand definiren.
Und dasselbe gilt von den elementaren Relationen und den auf sie
gegriindeten Begriffen.  Gleichheit, Aehnlichkeit, Steigerung,
Ganzes und Theil, Vielheit und Einheit u. s. w. sind Begriffe,
die einer formal-logischen Definition giénzlich unfihig sind. Was
man in solchen Fillen thun kann, besteht nur darin, dass man
die concreten Phaenomene aufweist, aus oder an denen sie ab-
strahirt sind, und die Art dieses Abstractionsvorganges klarlegt;
man kann, wo es sich notwendig erweist, durch verschiedene Um--
schreibungen die beziiglichen Begriffe scharf umgrenzen und so

1) ,Man nehme nicht die Beschreibung, wie eine Vorstellung entsteht,
fiir eine Definition . .* (a. 2. O. 8. VI). ,Die Zahl ist ebensowenig ein
Gegenstand der Psychologie oder ein Ergebniss psychischer Vorginge,
wie es etwa die Nordsee ist“ (a. a. O. S. 34). An einer Stelle klagt
FREGE, dass selbst in mathematischen Lehrbiichern psychologische Wen--
dungen vorkommen. ,Wenn man eine Verpflichtung fithlt, eine Defini-
tion zu geben, ohne es zu kdnnen, so will man wenigstens die Weise
beschreiben, wie man zu dem betreffenden Gegenstande oder Begriffe
kommt* (a. a. O. S. VIII).
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Verwechslungen derselben mit verwandten Begriffen vorbeugen.
Was man von der sprachlichen Darlegung eines solchen Begriffes,
(z. B. bei der Exposition einer Wissenschaft, die sich auf ihn
stiitzt) verniinftiger Weise verlangen kann, wire demgemiiss so zu
fixiren: sie muss wolgeeignet sein, uns in die richtige Disposition
zu versetzen, dass wir diejenigen abstracten Momente in der
inneren oder #usseren Anschauung, welche gemeint sind, selbst
herausheben, beziechungsweise jene psychischen Processe, welche
zur Bildung des Begriffes erforderlich sind, in uns nacherzeugen
konnen. Niitzlich und notwendig wird dergleichen freilich nur
dann sein, wenn der den Begriff bezeichnende Name allein zum
Verstéindnisse nicht hinreicht, sei es vermdge vorhandener Aequi-
vocationen, sei es vermoge irgend welcher Misdeutungen, zu denen
der Begriff Anlass gab. Ein solcher Fall liegt gerade bei den
Zahlbegriffen vor, und so kénnen wir es an sich gar nicht tadelns-
wert finden, wenn Mathematiker an der Spitze ihres Systems an-
statt eine logische Definition der Zahlbegriffe zu geben, ,die
‘Weise beschreiben, wie man zu diesen Begriffen kommt“; nur
miissten diese Beschreibungen richtige sein, die ihren Ziweck auch
erfiillen.

Im Uebrigen ist aus unseren Analysen mit unwidersprech-
licher Klarheit hervorgegangen, dass die Begriffe Vielheit und
Binheit unmittelbar auf letzten, elementaren psychischen Daten
beruhen und somit zu den in dem angegebenen Sinne undefinir-
baren Begriffen gehtren. Mit diesen aber hiingt der Anzahlbegriff
so nahe zusammen, dass auch bei ihm von einem Definiren kaum
zu reden ist.!) Das Ziel, das sich FREGE setzt, ist also ein chi-
mirisches zu nennen. Es ist daher auch kein Wunder, wenn sein
Werk, trotz allen Scharfsinns, in unfruchtbare Hypersubtilitéten
verliuft und ohne positive Resultate endet. Es wiirde uns zu
weit von unserer Aufgabe ablenken, wollten wir seinen Darlegungen
Schritt fiir Schritt folgen. Hier wird es gentigen einige wichtigere
seiner Definitionen herauszugreifen und zu priifen, Zu jhrem Ver-
stindnisse muss vorausgeschickt werden, dass nach FREGE die

1) Ueber die gewShnlichen Zahldefinitionen vgl, d. VIIL. Cap. dieses

Theiles.
9%
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Zahlenangabe eine Aussage von einem Begriffe enthiilt. ') Die Zahl
kommt weder einem einzelnen Gegenstande, noch einer Menge von
Gegenstinden zu, sondern dem Begriffe, unter den die gezihlten
Objecte fallen. Wenn wir urtheilen: Der Jupiter hat vier Monde,
so wird dem Begriffe Jupitermond die Zahl Vier zugeschrieben.

Der Grundgedanke in der FREGE'schen Darstellung stimmt
insofern mit dem der obigen Aequivalenztheorie iiberein, als auch
er von der Definition der ,Gleichzahligkeit® ausgehend, den Zahl-
begriff gewinnen will. Die Methode, die er einschligt, betrachtet
er als Specialfall einer allgemeinen logischen Methode,
welche es ermdglichen soll, aus einem bekannten Gleichheitsbegriff
die Definition dessen, was als gleich zu betrachten ist, zu ge-
winnen. ,Das scheint freilich eine sehr ungewdhnliche Art der
Definition zu sein, welche wol von den Logikern noch nicht ge-
niigend beachtet ist; dass sie aber nicht unerhért ist, mdgen einige
Beispiele zeigen: ,die Gerade a ist parallel der Gerade b’, in Zeichen

a || b,

kann als eine Gleichung gefasst werden. Wenn wir dies thun,
erhalten wir den Begriff der Richtung und sagen: ,die Richtung
der Gerade a ist gleich der Richtung der Gerade b'. Wir er-
setzen also das Zeichen |/ durch das allgemeinere =, indem wir
den besonderen Inhalt des ersteren an a und b vertheilen. Wir
zerspalten den Inhalt in anderer als der urspriinglichen Weise und
gewinnen dadurch einen neuen Begriff.« )

Und noch ein zweites Beispiel giebt FREGE: ,Aus der geo-
metrischen Aehnlichkeit geht der Begriff der Gestalt hervor, so
dass man z. B. statt ,die beiden Dreiecke sind #hnlich® sagt:
die beiden Drejecke haben gleiche Gestalt, oder ,die Gestalt des
einen Dreiecks ist gleich der Gestalt des anderen“.

Der Parallelismus, bzw. die geometrische Aehnlichkeit liefern
fiir diese Beispiele ,die bekannten Gleichheitsbegriffe*. Sehen wir
nun zu, wie FREGE vermittelst ihrer die Definition dessen, was
als gleich zu betrachten ist, d. h. die Definitionen der Richtung

) a. 8. O. 8. 59. Vgl. dariiber die Darlegungen im IX. Cap. dieses
Theiles.
%) a. a. 0. S. 74—T75.
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einer Geraden, bzw. der Gestalt eines Dreiecks gewinnen will.
Folgendes ist das Resultat einer lingeren Erorterung:

»Wenn die Gerade a der Gerade b parallel ist, so ist der
Umfang des Begriffes ,Gterade parallel der Gerdde a’ gleich dem
Umfange des Begriffes ,Grerade parallel der Gerade b’; und um-
gekehrt: wenn die Umfinge der genannten Begriffe gleich sind,
so ist a parallel b. Versuchen wir also zu erkliren:

Die Richtung der Gerade a ist der Umfang des Begriffes

,parallel der Gerade a’;

Die Gestalt des Dreiecks d ist der Umfang des Begriffes

,ahnlich dem Dreiecke d’ ¢ 1)
Man sieht nun sofort, wie diese Gedanken und Definitionen sich
fiir den Begriff der Anzahl verwerten lassen. Wie die Richtung
Geraden, die Gestalt Dreiecken zukommt, so kommt die Anzahl
Begriffen zu. Wir haben also an die Stelle der Geraden und
Dreiecke Begriffe zu setzen, Ferner tritt an die Stelle des Par-
allelismus und der Aehnlichkeit der hier bestehende Gleichheits-
begriff: die ,Gleichzahligkeit* von Begriffen. Der Begriff F wird
dem Begriffe G- gleichzahlig genannt, wenn die Moglichkeit vor-
liegt, die unter den einen und unter den anderen Begriff fallenden
Gegenstinde beiderseits eindeutig zuzuordnen. Auf solche Weise
ergiebt sich die Definition:

»Die Anzahl, welche dem Begriffe F zukommt, ist der Umfang

des Begriffes ,gleichzahlig dem Begriffe ¢
welche zusammen mit der vorhergehenden den Ausgangspunkt fiir
eine lange Reihe weiterer Definitionen und an sie ankniipfender
subtiler Erwiigungen bildet. 2)

Ha a 0.8.79.

*) Es mag geniigen hier nur einige wenige zu citiren: ,Der Aus-
druck ,n ist eine Anzahl’ sei gleichbedeutend mit dem Ausdrucke ,es
giebt einen Begriff der Art, dass n die Anzahl ist, welche ihm zukommt’ ¥
(2. a. O. 8. 85). ,0 ist die Anzahl, welche dem Begriffe ,sich selbst un-
gleich’ zukommt* (a. a. O. S. 87).

Diese letztere Definition wird freilich nur dadurch mdglich, dass
derjenigen der Gleichzahligheit eine gezwungene Ausleguug gegeben
wird, vermdge deren sie auch den Fall umfasst, wo unter die Begriffe
¥ und G kein Gegenstand fillt. — Die Zahl 1 wird definirt als ,die
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Ich kann nicht einsehen, dass diese Methode eine Bereiche-
rung der Logik bedemte. Ihre Resultate sind von einer Art,
dass wir uns nur wundern kénnen, wie Jemand sie auch nur vor-
iibergehend fiir wahr halten konnte. In der That, was diese
Methode zu definiren gestattet, sind nicht die Inhalte der Begriffe
Richtung, Gestalt, Anzahl, sondern deren Umfénge. So ergab
sie: ,Die Richtung der Gerade a ist der Umfang des Begriffes
,parallel der Gerade a’¢. TUnter Umfang eines Begriffes versteht
man doch den Inbegriff der unter ihn fallenden Gegenstinde. Die
Richtung der Geraden a wire also der Inbegriff der zu & par-
allelen Geraden. Desgleichen ergab sie: ,Die Gestalt des Drei-
eckes d ist der Umfang des Begriffes ,ihnlich dem Dreiecke d'«,
i. e. der Inbegriff der simmtlichen zu d &hnlichen Dreiecke. Und
so wird denn auch ,die Anzahl, welche dem Begriffe F zukommt¥
definirt als der Umfang des Begriffes ,gleichzahlig dem Begriffe F’;
mit anderen Worten: der Begriff dieser Anzahl ist die Gesammt-
heit der zu F gleichzahligen Begriffe, also eine Gesammtheit von
unendlich vielen ,aequivalenten® Mengen. Ein weiterer Commentar
ist wol tiberfliissig. Man bemerkt iibrigens, dass alle Definitionen
zu richtigen Sitzen werden, wenn man statt der zu definirenden
Begriffe ihre Umfinge substituirt; aber freilich auch zu ganz
selbstverstindlichen und wertlosen Sitzen. 1)

Anzahl, welche dem Begriffe .gleich Null’ zukommt®. Endlich legt
FREGE noch besonderes Gewicht auf die Definition des Awusdrucks ,n
folgt in der natiirlichen Zahlenreihe unmittelbar auf m’, was durch den
Satz geschieht: ,Es giebt einen Begriff F und einen unter ihn fallenden
Gegenstand x derart, dass die Anzahl, welche dem Begriffe F zukommt,
n ist, und dass die Anzahl, welche dem Begriffe ,unter F fallend aber
nicht gleich x’ zukommt, m ist%. Dazu kommen Beweise, dass auf jede
Anzahl n in der natiirlichen Zahlenreihe eine und nur eine Anzahl un-
mittelbar folge; u.s. w. Diese Proben gentigen wol, um eine Vorstellung
von dem Geeiste dieser Theorie zu geben.

!) FBEGE selbst scheint das Bedenkliche dieser Definition empfunden
zu haben, da er in einer Anmerkung zu derselben sagt: ,Ich glaube,
dass fiir ,Umfang des Begriffes’ einfach ,Begriff’ gesagt werden kdnnte“.
Ueberlegen wir uns, was das heissen soll. Die ,Anzahl der Jupitermonde’
hiesse danach soviel wie ,gleichzahlig mit dem Begriff Jupitermond’, oder
deutlicher ausgedriickt: gleichzahlig mit dem Inbegriffe der Jupiter-
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Kerry's Versuch, Wir wollen schliesslich noch einen, von
den bisher behandelten wesentlicher unterschiedenen Versuch be-
sprechen, den Begriff der Anzahl vermittelst des der eindeutigen
Zuordnung aufzuhellen. In einer Abhandlung von KERRY!) finde
ich folgenden Passus: ,Die Angabe der Hinsicht, in welcher zwei
Inbalte einander gleich genannt werden sollen, wird im Allge-
meinen keine miihelose Angelegenheit sein; sie ist vielmehr viel-
fach nur durch Neuschépfung eines Begriffes erreichbar. Man
denke sich z. B. Vielheiten von zweierlei Gegenstéinden, etwa von
Aepfeln und Glockenschlégen, mit einander verglichen; bevor man
hier zu einem Gleichheitsurtheile, z. B. demjenigen, wonach die
Anzahl der Aepfel gleich sei der Anzahl der Glockenschlige, ge-
langt, muss man den Begriff der Hinsicht, in welcher Gleichheit
besteht, den Begriff des Anzahlméssigen concipirt haben: —
ein Begriff, der sich freilich nur durch die folgende Bestimmung
wird definiren lassen. Es seien die Gegenstinde einer (endlichen)
Vielheit V, deren Anzahlmissiges man erfassen will, gegenseitig-
eindeutig zuordenbar den Gegenstinden einer anderen, unverinder-
lichen Vielheit V,, und ferner die Gegenstinde von V beliebigen
Veriinderungen unterzogen gedacht; so ist das Anzahlméssige an
V dasjenige, was durch alle diese Veréinderungen hindurch erhalten
bleiben muss, falls jene Zuordenbarkeit der Gegenstinde von V
und V, nach den vor sich gegangenen Verinderungen ebenso
stattfinden soll, wie vor denselben.%

Ich versprach einen neuen Definitionsversuch fiir den Anzahl-
begriff darzulegen und citire hier die Definition von einem
»Anzahlmissigen®, welches im Zusammenhange der Rede von der

monde. Man sieht, wir erhalten wiederum Begriffe gleichen Umfanges,
nicht aber gleichen Inhaltes. Der letatere Begriff ist identisch mit dem
Begriffe ,irgend eine Menge aus der durch den Inbegriff der Jupiter-
monde bestimmten Aequivalenzklasse’. Alle diese Mengen fallen auch
unter die Anzahl vier. Dass hier aber verschiedene Begriffe vorliegen,
bedarf keines Beweises. Man erkennt auch, dass FREGE durch die er-
wahnte Modification in das Fahrwasser der oben widerlegten, und im
Ganzen noch natiirlicheren Aequivalenztheorie gerit.

1) Ueber Anschauung und ihre psychische Verarbeitung ITI. Art.
Vierteljahrsschrift fiir wissenschaftl. Philosophie XL 1. S. 79. Anm.
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nAnzehl, unterschieden und als Neuschopfung eines Begriffes be-
zeichnet wird. Genauer besehen, handelt es sich indessen bloss um
Neuschopfung eines Namens, wihrend das, was gemeint ist und
nur gemeint sein kann, identisch ist mit dem, was wir und was
man sonst allgemein unter ,Anzahl* im abstracten Sinne des
‘Wortes verstanden hat. ')

‘Wir gestehen sogleich zu: was diese Definition aussagt, ist
richtig. Das Einzige, was an einer Menge V unverindert bleibt,
wenn wir sie solchen, im Uebrigen vdllig unbeschrinkten Ver-
anderungen unterziehen, die ihre Aequivalenz mit der fixen Menge
V, nicht stdren, ist wirklich deren Anzahl. Leider konnen wir
aber nicht zugestehen, dass, was diese Definition aussagt, auch
niitzlich sei, dass sie uns das Geringste leiste, dass sie uns in
irgend einer Hinsicht belehre. Was ist, fragen wir nun erst recht,
die Anzahl? Was ist dasjenige an der gegebenen Menge V, das
bei all diesen Varistionen ungesindert bleibt? Wir wiinschen etwas
iiber den Inhalt des Anzahlbegriffes zu erfahren, und man nennt
uwns den Umfang. Die KERRY'sche Definition ist nichts anderes,
als die Umschreibung des Satzes: Anzahl der Menge V ist das-
jenige, was sie mit allen ihr gleichzahligen Mengen gemein hat.
Ja wir halten sogar diese letztere schlichte und gerade Erklirung

1) Bei KERRY riibrt die Unterscheidung zwischen Anzahl und An-
zahlm#ssigem daher, dass er die Anzahlen durch die bekannte Reihe von
Sitzen 14+1 = 2, 241 = 8, ... definirt denkt, welche Begriffe nur
in mittelbarer Beziehung zu den Anzahlen in unserem Sinne steheun.
Der Gedanke nun, dass die Ausfiibrung der Vergleichung zweier Mengen
in Beziehung auf Qleichviel, Mebr und Weniger mdglich ist ohne (suc-
cessive) Abzahlung einer jeden und Vergleichung der resultirenden Zahlen,
und dass somit das hiebei unmittelbar Verglichene die Anzahl (in dem
Sinne jener Definitionen) nicht sein kann, hat, wie es scheint, KERRY
zur Einfithrung dieses Begriffes des Anzahlmaissigen gefiihrt; dieser soll
eben die unmittelbare Hinsicht repriisentiren, nach welcher die Vergleichung
statthat. Dieser Gedankengang ist irrig. Die gegenseitige Zuordnung
ist nur in ganz uneigentlichem Sinne eine Vergleichung zu nenuen; sie
dient nur der Vergleichung. Die ,Aequivalenz’ zweier Mengen ist in
keinem Siune eine Gleichheit derselben; sie ist bloss ein Merkzeichen
ihrer Gleichheit in Beziehung auf die Anzahl im eigentlichen Sinme des
‘Wortes. Die Frage, welches die unmittelbare Hinsicht sei, nach welcher
diese Quasi-Vergleichung erfolge, ist also gegenstandslos.
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fir die bei Weitem vorziiglichere, da diejenige KERRY’s den irrigen
Gedanken sehr nahelegt, dass die Anzahl ein Theilinhalt, ein
inneres Merkmal sei. Das iiberall Gleichartige ist, wie unsere
Untersuchung gelehrt hat, nichts dem Inhalte Angehoriges, sondern
die Form psychischer Synthese.

Man kénnte das Verdienst der obigen Definition vielleicht
darin suchen, dass sie den Umfang des Amnzahlbegriffes scharf
pricisire, durch ein Merkmal (néimlich das der Aequivalenz), welches
diesen Begriff nicht voraussetze; das Letatere ist richtig. Indessen
wiisste ich nicht, dass sich an den Umfang des Anzahlbegriffes
wesentlichere Zweifel gekniipft hitten, so dass durch seine Prici-
sion Alles erledigt wire. Im Gegentheil ist der Inhalt und der
Ursprung des Begriffes die Quelle all der grossen Schwierigkeiten
gewesen, die ihn zu einem Kreuz der Philosophen und Mathema-
tiker gemacht haben. TUeber Beides erfabren wir durch jene De-
finition nichts, und darum ist sie wertlos.

Schlussbemerkung. Indem ich diese Betrachtungen ab-
schliesse, hoffe ich theils durch eine genauere Zergliederung des
‘Wesens der eindeutigen Zuordnung und ihrer eigentlichen Function
fiir die Anzahlvergleichung, theils durch Widerlegung auf sie ge-
griindeter und verfehlter Theorien gezeigt zu haben, dass der Begriff
der Aequivalenz fiir die Definition oder Analyse des Anzahlbegriffes
nichts leistet und nichts leisten kann. Eine griindlichere Untersuchung
iiber das Verhiltniss beider hielt ich hauptséchlich aus dem Grunde
fiir geboten, weil gerade jetzt die allgemeine Neigung verbreitet ist,
dem Aequivalenzbegriffe eine iibertriebene Bedeutung in der an-
gefiihrten Hinsicht zu geben und jeden Augenblick neue Versuche
auftauchen, vermittelst desselben den Inhalt der Anzahlbegriffe zu
verdeutlichen oder gar zu definiren.’)

1) Seitdem dieses Capitel geschrieben wurde, ist wieder eine Reihe
neuer Versuche von der oben charakterisirten Tendenz erschienen: Er-
wahnenswert ist hier vor Allem HEYMANS, ,Die Gesetze und Elemente
des wissenschaftlichen Denkens® (1890) I, § 86, S. 146 u. ff. Vgl. ins-
besondere S. 150 oben. ,Der Begriff des Gleichzihligen [kommt] histo-
risch und logisch vor dem Begriff der Zahl¥. Die HEYMANS'sche An-
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VIIL Capitel.

Discussionen iiber Einheit und Vielheit.

In den letzten Capiteln haben wir alle wesentlichen Fragen
erledigt, welche das Verstindniss der psychologischen Ent-
stehung und des Inhaltes der Begriffe Vielheit und Einheit,
der bestimmten Anzahlbegriffe, sowie der Begriffe Gleichviel.
Mehr und Weniger betreffen. Es wird nun unsere nichste
Aufgabe sein, die gewonnene Einsicht durch die Losung der
Schwierigkeiten zu bewihren, die man in diesen Begriffen
gefunden hat, und die auf unentwirrbare Widerspriiche und
Subtilititen zu fihren schienen.

sicht fillt, wie eine detaillirte Zergliederung zeigen wiirde, genau unter
unsere ,Aequivalenztheorie’. — Auch die Schrift ,Was sind und was
sollen die Zahlen?¢ (1888) des beriihmten Arithmetikers DEDEKIND
darf ich hier citiren. Sie vertritt, wenn auch nicht in allen, so doch in
wesentlichen Punkten analoge Gedanken. ,Verfolgt man genau, was
wir beim Zghlen der Menge oder Anzahl von Dingen thur, so wird
man auf die Betrachtung der Fihigkeit des Geistes gefiibrt, Dinge auf
Dinge zu beziehen, einem Dinge ein Ding entsprechen zu lassen, oder
ein Ding durch ein Ding abzubilden ... Auf dieser einzigen .. Grund-
lage muss .. die gesammte Wissenschaft der Zahlen errichtet werden®
(a. a. O. VIII). Der urspriingliche Zahlbegriff ist fiir DEDEKIND aller-
dings die Ordinalzahl oder ,natiirliche Zahl® (S. 21). Anzahl einer
Menge ist ihm diejenige Ordinalzahl, welche die Eigenschaft hat, dass
die Gesammtheit der in Bezug auf sie rang-niedrigeren Zahlen, der
vorliegenden Menge aequivalent ist. — So sehr ich die innere formelle
Consequenz der Entwicklungen in der Theorie dieses bedeutenden
Mathematikers bewundere, so scheint sie mir doch in ihrer absonderlichen
Kiinstlichkeit von der Wahrheit weit abzuirren.
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Die Definition der Zahl als Vielheit von Einheiten.
Eins als "abstracter, positiver Theilinhalt. Eins als blosses Zeichen.

Als unseren Ausgangspunkt nehmen wir die alte De-
finition: Die Zahl ist eine Vielheit von Einheiten. Hinter
ihr versteckt sich bei sehr vielen Autoren das grobe Misver-
stindniss, als ob es sich bei der Zahl um eine specielle
Art von Mengen unter einander gleicher Gegenstéinde handelte.
So nimlich wie es Mengen von Aepfeln, Steinen u.s.w. gibe,
so auch von Einheiten. Hierbei dachte man sich die Einheiten
entweder als concrete Inhalte, indem man sich an die blossen
Namen oder Schriftzeichen hielt, oder (und dies ist die Regel)
als abstracte, positive Theilinhalte, welche isolirt herausge-
hoben und zu Mengen colligirt werden kénnen.

Als vorziiglichen Reprisentanten der letzteren Amnsicht
fiihren wir LOCKE an. Ersagt) ,Amongst all the ideas we
have, as there is non suggested to the mind by more ways,
so there is non more simple than that of unity or ome. It
has no shadow of variety or composition in it; every object
our senses are employed about, everyidea in our understandings
every thought of our minds, brings this idea along with it.“
» By repeating this idea in our minds and adding the repetitions
together, we come by the complex ideas of the modes of it*
[number]. Einer Kritik dieser offenbar verfehlten Lehre
diirfen wir uns hier entheben. Die Auffassung der Einheit
als eines absoluten Theilinhaltes ist noch sehr roh,
und sie bot schon LOCKE’s nicht unebenbiirtigen Kritikern,
LeIBNIZ und BERKELEY, Anlass zu entgegnenden Bemer-
kungen. BERKELEY setzt die relative Natur der Zahlbegriffe
wiederholt und ausfithrlich auseinander und sucht dieselbe als
Stiitzpunkt fiir seine nominalistischen Ansichten zu verwerten.
Auch die LockE’sche Auffassung der Einheit und Anzahl als
priméire Qualititen, die auch ausser unserem Geiste in den

1) Essay, B. II. chap. 16. sect. 1 a. 2.
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Dingen Bestand haben, wird von ijhm lebhaft bekdmpft.
‘Wihrend er aber in der Kritik meistens scharf und richtig
argumentirt, nihert er selbst sich einer Ansicht, deren Irr-
thum wir sogleich beleuchten werden, und welche dahin tendirt,
die Zahl nicht als allgemeinen Begriff, sondern als ein blosses
allgemeines Zeichen zu erkliren.l) TUngefihr zu derselben
Zeit hat auch LEIBNIZ den relativen Charakter der Zahl-
begriffe betont. So sagt z. B. sein Theophil in den Nouveaux
Essays:?) ,Peut-8tre que douzaine ou vingtaine ne sont que
les relations et me sont constituées que par le rapport a
Yentendement. Les unités sont & part et l'entendement les
prend ensemble quelques dispersées qu'elles soyent.* Kurz
und bestimmt schreibt er 1706 an den Pater DEs Bosses:
»,Numeri unitates, fractiones naturam habent relationum¥. s)

Manche Autoren, sagten wir, betrachten die Einheit
oder das Eins als ein blosses Zeichen, welches jedem
der gezihlten Gegenstinde ertheilt wird, und so erscheint
ibnen die Zahl als eine ganz specielle concrete Menge von
lauter Binsen. Zu diesem Irrthum hat die Misdeutung des
primitivsten symbolischen Zihlungsverfahrens den Anlass
gegeben. Da dem Zwecke der Zahlung gemiiss die Aufmerk-
samkeit nicht von den Besonderheiten der einzelnen Gegen-
stinde festgehalten werden darf, so bediente man sich zur
Erleichterung des Abstractionsverfahrens folgendes einfachen
Mittels: Man ersetzte jeden Gregenstand durch ein gleich-
formiges und moglichst gleichgiltiges Zeichen, z. B. durch
einen blossen Strich 1. So entstanden als Vertreter der zu
zihlenden Vielheiten, Mengen von lauter Strichen 1. Diese

) BERKELEY, Princ. of Hum. Knowledge, sect. 12, 18, 118—121 (wo
LOCKE kritisirt wird, ohne genannt zu sein).

%) Livre IL ch. 12. § 8. Opp. phil. Erdm. S. 238.

#) Opp. phil. Erdm. S. 485. Im Jahre 1684 rechnet er die Zahl noch
zu den Begriffen, die mehreren Sinnen gemeinschaftlich sind. Vgl. Erdm.
8. 79 (nicht 8. 97, wie irrthiimlich auf Seite 92 citirt ist).
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aber erwiesen sich sofort als vorziiglich geeignet, die Zahl-
begriffe selbst als deren Zeichen zu vertreten, vorausgesetzt,
dass man, was nahe lag und geschah, stets diese selben Be-
zeichnungsmittel anwandte. Diese Abbildung eines jeden zu
zéhlenden Dinges durch ein gleichfdrmiges, an sich bedeutungs-
loses Zeichen, spiegelt ja nur den Process ab, welcher von
der concreten Vielheit zur Zahl hinfiihrt; und nur soweit
hat sie Sinn und Bedeutung, als sie diesthut. Alles Zihlen
(welches freilich infolge andauernder Gewohnheit zu einem
maschinenméssigen Verfahren geworden ist) wire v5llig sinnlos,
wenn das Zeichen 1, bzw. das Wort Eins nicht die dem
Begriff Eins entsprechende Bedeutung besisse, d. h. wenn
es nicht den Abstractionsprocess anzeigte, welcher den ein-
zelnen bestimmten Gegenstand der zu zihlenden Menge zum
blossen Etwas oder Eins entschrinkt; denn nur auf diese
Weise erhalten wir statt einer leeren Anhiufung von Strichen
oder Worten den Begriff, unter den die concret vorliegende
Vielheit als Vielheit fillt, und auf den es in Wahrheit allein
abgesehen ist. Indem man sich aber bloss an das Zahlen als
den mechanisch #Husserlichen Process hielt, iibersah man
ginzlich den logischen Gedankeninhalt, der ihm Berechtigung
und Wert fiir unser geistiges Lieben verleiht.

Avuch abgesehen von den geriigten Irrthiimern, welche
die besprochene Definition der Zahl nahelegt, finden wir an
ibr wenig Niitzliches. Vielheit und Einheit sind Correlativa;
folglich ist dies keine irgendwie charakterisirende Beschaffen-
heit fiir die Vielheit, die wir Zahl nennen, dass sie aus Ein-
heiten bestehe. Soll aber vielleicht aufmerksam gemacht
werden darauf, dass unter Zahl nicht eine concrete Vielheit,.
sondern eine unter Vermittlung des abstracten Vielheitsbe-
griffes gedachte Vielheit verstanden werden solle, d. h. eine
solche, deren einzelne Elemente bloss, sofern sie Einheiten
sind, zu beachten seien, dann wire es doch am besten, dies
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eben in der Definition ausdriicklich zu sagen. Selbst dann
wiirde ihr aber noch die volle Deutlichkeit fehlen, da sie dem
Unterschiede zwischen Vielheit in dem weiteren und Vielheit
in dem engeren Sinne (welch letzterer auf einer Klassification
der Vielheitsformen beruht) nicht Rechnung triige. Etwas
deutlicher ist in dieser Hinsicht die Fassung von HOBBES:
»Zahl ist Eins und Eins; oder Eins, Eins und Eins; oder
. 8. w.% 1) wenn nur JEins' in dem richtigen, von uns prae-
cisirten Sinne verstanden wird — wovon HOBBES bei seinem
extrem nominalistischen Standpunkte freilich sehr weit ent-
fernt war. Im Uebrigen ist mit solchen Definitionen wenig ge-
than ; die Schwierigkeit liegtin denPhaenomenen, ihrerrichtigen
Beschreibung, Analyse und Deutung; nur im Hinblicke auf
sie ist Binsicht in das Wesen der Zahlbegrifie zu gewinnen.

Eins und Null als Zahlen.

Gegen die obige Definition fanden wir im Wesentlichen
nur deren Misverstindlichkeit einzuwenden, hervorgerufen durch
diejenige der Begriffe Einheit und Vielheit. Viel ernster
sind die Einwiirfe, die andere Autoren gegen sie erhoben.
Einige finden sie unzulinglich, andere von Grund aus irrig.
Die Kritik dieser Einwiirfe diene uns wiederum als iusserer
Anlass, wichtigere Misverstindnisse, die sich in ihnen docu-
mentiren, aufzuhellen.

Der Einwand der Unzuldnglichkeit wird folgendermassen
begriindet: Die Definition ist offenbar nur auf die Zahlen
der von Zwei beginnenden Zahlenreihe anwendbar. Die Null
und Eins erscheinen nach ihr vom Begriffe der Zahl aus-
geschlossen.?) ,Man wende nicht ein, dass Null und Eins

) De corp. VII, 7, citirt von BAUMANN, Die Lehren von Raum, Zeit
und Mathematik I, 274.

?) Vgl. FREGE, Grundlagen d. Arithmetik S. 38. Die im Text fol-
genden Sitze sind demselben Werke S. 57 entnommen, wo sie aber in
einem anderen Gedankenzusammenhange stehen. Da es uns gerade um
die in denselben ausgesprochenen Ideen zu thun ist, fiigen wir sie hier ein.
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nicht Zahlen in demselben Sinne seien wie Zwei und Drei!
Die Zahl antwortet auf die Frage wieviel? und wenn man
z. B. fragt, wieviel Monde hat dieser Planet? so kann man
sich ebenso gut auf die Antwort Null und Eins, wie zwei
und drei gefasst machen, ohne dass der Sinn der Frage ein
anderer wird. Zwar hat die Zahl Null etwas Besonderes
und ebenso die Eins, aber das gilt im Grunde von jeder
ganzen Zahl; nur fillt es bei den grosseren immer weniger in
die Augen. Es ist durchaus willkiirlich, hier einen Artunter-
schied zu machen. Was nicht auf Null oder Eins passt, kann
fiir den Begriff der Zahl nicht wesentlich sein.®

Dieser Einwand betrifft nicht bloss die BEucrLip’sche
Definition, sondern auch unsere eigenen Versuche iiber die
Zahlbegriffe. Von Null und Eins als Zahlen war nirgends die
Rede, und man sieht auch, dass alle unsere Analysen auf
diese Begriffe gar nicht passen. Es bliebe nur der Ausweg,
geradezu zu ldugnen, dass Null und Eins zu den Zahlbegriffen
gehoren, und diesen scheint sowol die obige Argumentation
als auch der allgemein iibliche Sprachgebrauch zu versperren.

Betrachten wir die Sache etwas niher. Ohne jede weitere
Erklirung und fast wie eine Nominaldefinition der Zahl
wird der Satz hingestellt: die Zahl antwortet auf die Frage
wieviel? oder, um eine Ausdrucksweise zu wihlen, die den
Sinn desselben schirfer markirt: Zahl ist jede mdgliche
Antwort auf die Frage wieviel?*) TUeberlegen wir den Sinn
dieses Satzes. Wieviel? ist die Frage nach der niheren
Determination eines Viel. Dieses Viel bedeutet hier offenbar
nicht den (Gegensatz zu einem Wenig, sondern es driickt ein-
fach die (eigentliche oder symbolische) Vorstellung einer
Collection (eines Inbegriffs, einer Vielheit) von Gegenstinden
aus. Die Frage geht nun auf die ndhere Bestimmung der-
selben als einer Zwei oder Drei u. s. w.. Nach unseren fritheren

) Vgl. die Aeusserung HERBART's, Psychologie als Wissenschaft.
1825. II. § 116. S. 162 oben. -
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Untersuchungen sind die Zahlen aufzufassen als die simmt-
lichen denkbaren Determinationen des unbestimmten Vielheits-
begriffes. Jede mogliche Art, denselben begrenzend zu be-
stimmen, giebt einen neuen Zahlbegriff. Die Definition ,Die
Zahl antwortet auf die Frage wieviel 2% scheint also vollkommen
mit den Resultaten unserer Untersuchungen zu harmoniren.

In Wirklichkeit ist dies jedoch nur der Fall, wofern sie
richtig verstanden wird. Nicht jede mogliche Antwort auf
die Frage wieviel ?, sondern jede mogliche positive Antwort
fiihrt auf Zahlen. Es verhilt sich hier ebenso wie bei
vielen anderen analogen Definitionen. Z. B. Ortsbestimmtheit
nennt man jede Antwort auf die Frage wo?, Zeithestimmtheit
jede Antwort auf die Frage wann? Auch in diesen Fillen
sind negative Antworten durch den Sinn der Definition aus-
geschlossen. Nirgendwo und Niemals sind nicht Besonderungen
von Orten, bzw. von Zeiten. Allerdings grammatisch fungiren
diese negativen Antworten ganz so, wie die positiven, daher
haben auch die Grammatiker keinen Anlass, Adverbien, welche
Ort und Zeit im eigentlichen Sinne determiniren, von denen,
die dies im wuneigentlichen Sinne thun, zu trennen. Aber
begrifflich besteht ein wesentlicher Unterschied. Analoges
gilt selbstverstindlich fiir die negativen Antworten auf die
Frage wieviel ? Nicht-viel oder ,keine Vielheit’ ist nicht eine
Besonderung des Viel. Ein Gegenstand ist nicht ein Collec-
tivum von Gegenstidnden; daher ist die Aussage, es sei Einer
da, keine Zahlenaussage. Und ebenso ist kein Gegenstand
nicht ein Collectivum und daher die Aussage, es sei keiner
da, keine Zahlenaussage. Fins und Keins — das sind die
beiden moglichen negativen Antworten auf das Wieviel.
Sprachlich fungiren sie wiederum so wie Zahlen, und daher
migen die Grammatiker sie als Zahlenbestimmungen ansehen.
Aber logisch sind sie dies nicht.

Man muss demgemiiss wol beachten, dass die Bezeich-
nung der Null und Eins als Zahlen eine Uebertragung
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dieses Namens aufandersartige, wenn auch mit den eigentlichen
Anzahlen in engerem Zusammenhange stehende Begriffe dar-
stellt. Im Uebrigen meinen wir durchaus nicht, dass fiir
diese Uebertragung bloss sprachliche und nicht auch wissen-
schaftliche Motive von grosster Tragweite sprechen. Es wiirde
in der Zahlenlehre zu den hemmendsten Umstindlichkeiten,
ja Unzutriglichkeiten fiihren, wollte man die eigentlichen
Zahlen und die Eins und Null bestindig auseinanderhalten
und auf eine gemeinsame Bezeichnung beider (wozu sich der
Name Zahl bei der so naheliegenden Uebertragung von selbst
darbot) verzichten. Null und Eins sind mogliche und hiufig
genug vorkommende Resultate arithmetischer Aufgaben.
Ein algebraischer Calcul, der allen denkbaren Fillen Rech-
nung tragen will, kann daher zwischen Null und Eins auf der
einen und den iibrigen Zahlen auf der anderen Seite keinen
Unterschied machen. Die a,b,¢ ... x,y,z der allgemeinen
Arithmetik miissen Zeichen sein, welche ebenso gut durch
9, 3, 4 ... als durch 0 und 1 zu specialisiren sind.

Die Einfithrung der 1 und ganz besonders die noch ferner
liegende der O als Zahlen, den 2, 3, 4 ... coordinirt, kann
mit Riicksicht auf ibre mathematische Bedeutung nicht hoch
genug geschitzt werden. Erst sie ermoglichte einen arith-
metischen Algorithmus, d. h. ein System von formellen
Regeln, durch welche man, in rein mechanischem Operiren,
Zahlenaufgaben ldsen, d. i. aus bekannten Zahlen und Zahl-
beziehungen unbekannte auffinden kann. Schon das dekadische
Zahlensystem, welches das Fundament der gemeinen Rechen-
kunst (arithmetica numerosa) ist, die sich an bestimmten ge-
gebenen Zahlen bethéitigt, wire ohne jene folgenreiche Er-
weiterung des Zahlbegriffes undenkbar.

‘Was nun den inneren Grund dieser Sachlage anbelangt,
so liegt er in der Gleichartigkeit der Relationen, welche die
Zahlen des erweiterten Gebietes insgesammt mit einander

verkniipfen. Die Beziehungen von Mehr und Weniger bestehen
Husserl, Philosophie der Arithmetik, I. 10
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nicht bloss zwischen den eigentlichen Anzahlen, sondern auch
gwischen diesen und der Eins und Null. 2 ist um a — 1
mehr als 1, dieses um a — 1 weniger als a. Deutet man die
Setzung einer Zahl a als collective Hinzuftigung zu Nichts, so
kann man sogar sagen: a ist um a mehr als 0, 0 um a weniger
als a. Darauf berubt nun die Einordnung der Eins und Null
in die Zahlenreihe. Ordnen wir die Zahlen in der ,natiirlichen’
Reihe, d. h. so an, dass jede folgende aus der vorhergehenden
durch collective Hinzufiigung einer Einheit entsteht, dann
ist 1 + 1 die erste Zahl, insofern sie keine vorhergehende
besitzt. Aber da 1 + 1 aus 1 ebenso entsteht, wie 1+ 1+ 1
aus 1-+ 1, so figt sich die 1 als Glied dieser Reihe natur-
gemiiss ein. Ob wir die 1 eine Zahl nennen oder nicht,
dieser Begriffsreihe gehort sie an. Und auch die Null lisst
sich ihr adjungiren, indem wir die Setzung einer 1 als collective
Hinzufiigung der 1 zu Nichts fassen. Ungezwungener noch
leistet dasselbe der umgekehrte Process der Verminderung:
durch denselben Schritt, der von 3 zu 2, von 2 zu 1 fiihrt,
gelangen wir von 1 zu 0.

Diese Angehorigkeit der Null und Eins zu der Reihe
der Zahlen in Beziehung auf die elementaren Relationen und
Operationen macht es verstindlich, warum bei der rechnerischen
Liésung von Aufgaben (sobald fiir die eigentlichen Zahlen die
Rechnungsregeln gefunden waren) nicht bloss irgend eine
Zahl, sondern auch die Null oder Eins als Operationsglied,
bzw. als Resunltat anftreten konnte; dieser Umstand aber
musste zur Erweiterung des Zahlengebietes und der damit
verbundenen Aenderung des Zahlbegriffes fiihren, ein arith-
metischer Fortschritt, der sich natiirlich nicht in Form rein
logischer Ueberlegungen und Definitionen zu vollziehen brauchte,
sondern sich kund that in der Einfiihrung der Zeichen 0 und
1 und deren consequenter Verwendung in den Rechnungen.
Bedenkt man nun, dass ein einférmiges, geregeltes Operiren
nur dann moglich ist, wenn jedes denkbare Resultat einer
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Operation formell in gleicher Weise behandelt werden kann,
dann wird es klar, wie diese Erweiterung des Rechengebietes
wirklich einen bedeutsamen Schritt in der Richtung auf
eine Arithmetik bilden musste.?) Im Uebrigen vermag natiir-
lich auch die Arithmetik den wesentlichen begrifflichen Unter-
schied der neu adjungirten Zahlen gegeniiber den urspriing-
lichen nicht v&llig auszuldschen. Thr Grenzcharakter zeigt
sich deutlich .in den Ausnahmen, welche sie bei den meisten
Rechnungsarten mit sich fiihren: die Addition durch Null
erweitert nicht, die Subtraction vermindert nicht, die Division
filhrt zu einem sinnlosen Ergebniss, desgleichen die Poten-
zirung u.s.f. Die Multiplication mit Bins vervielfiltigt nicht,
die Division theilt nicht u. s, £ Das sind Besonderheiten
augenscheinlich ganz anderer Art als diejenigen, welche
speciellen Anzahlen zukommen; denn sie durchbrechen die
Allgemeinheit von Sitzen, die das gesammte sonstige Zahl-
gebiet (eben das der wirklichen Zahlen) beherrschen.

So mag man also immerhin und aus guten Griinden von
Eins und Null als Zahlen sprechen. Man mag auch eine jede
Zahl, Null und Eins ausgenommen, als Summe gleicher
Zshlen Eins ansehen, nur muss der thatsdchlich vorhandene
begriffliche Unterschied nicht ausser Acht gelassen werden.
Die Einheit des Begriffes ist fiir die wirklichen Zahlen,
d. h. jene, die Vielheitsdeterminationen sind, eine innere. Sie
bilden eine logische Gattung im engeren Sinne. Die Einheit
des Zahlbegriffs nach seiner Erweiterung ist hingegen eine
dussere, durch gewisse Relationen gestiftete. Zahl ist darnach
jedes mogliche Resultat einer Rechnung, jedes denkbare Glied

1) Bekanntlich gehort die rechnerische Verwendung der 1, die sebr
nahe lag, bereits der vorwissenschaftlichen Periode der Arithmetik an,
wihrend die Einfilhrung der 0, welche eine relativ hoch entwickelte
arithmetische Rinsicht voraussetzte, indischer Weisheit zu danken ist.
Wie M. CANTOR, Geschichte d. Mathematik I, 159 bemerkt, galt die Eins

noch den Pythagoriern nicht als eine Zahl.
10*
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der Zahlenreihe, jede mogliche Antwort auf die Frage wieviel.
Man sieht jeder dieser Fassungen an, dass der Zahlbegriff
in der engeren Bedeutung vorausgesetzt ist.

So glaube ich, dass der Artunterschied zwischen beiderlei
Begriffen ganz und gar nicht willkiirlich ist, und es muss
daher ein verfehltes Princip genannt werden, welches FREGE
mit den oben citirten Worten aufstellt: ,Was nicht auf
Null und Eins passt, kann fir den Begriff der Zahl nicht

wesentlich sein.“

Der Begriff der Einheit und der .Begriff der Zahl Eins.

An die Analyse des Begriffes der Zahl Eins kniipfen wir
eine, wie das Folgende zeigen wird, nicht iiberfliissige, obgleich
an sich nahezu selbstverstdndliche Bemerkung. Der Begriff
der Zahl Eins ist fidmlich wol zu unterscheiden von dem
Begriffe der Einheit oder des Eins, von welchem in unseren
fritheren Untersuchungen stets die Rede war. Eins als eine
mogliche Antwort auf die Frage wieviel? deckt sich dem
Begriffe nach nicht mit Eins als Correlativum der Vielheit.
Einheit im G egensatze zur Vielheit ist nicht dasselbe wie
Einheit in der Vielheit. Mit dem Begriffe der Vielheit (bzw.
Anzahl) ist der Begriff der Einheit unabtrennbar mitgegeben.
Keineswegs gilt dies aber von dem Begriffe der Zahl Eins;
dieser ist erst ein spéteres Kunstproduct. Practisch betrachtet
sind diese Unterschiede freilich belanglos, da jeder Einheit
in der Zahl auch die Zahl Eins zukommt. Der Satz: die
Zahl ist eine Vielheit von Einheiten, bleibt richtig, ob wir
den Namen Einheit in dem einen oder dem anderen Sinne
nehmen,

-Sind nun auch derartige Unterschiede dem Arithmetiker
— und mit Recht — gleichgiltig, so diirfen sie es doch nicht
fir den Logiker sein. Indem der erstere, geleitet von gewissen
Reflexionen, die Eins unter den Namen Zahl mitbefasst,
indert er auch ihren Begriff, weil jene Reflexionen den Inhalt
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desselben beeinflussen; so wird Eins ein aequivoker Name.
Durch Uebersehen dieses Umstandes verfillt man leicht in
Irrthiimer. In der That liegt hier die Quelle fiir eine Art
von falschen Argumentationen, denen man mitunter begegnet.
Die Zahl, sagt man, kann nicht durch Hinzufiigen von
Einem zu Einem entstanden sein; denn nicht nur ist die
Eins selbst eine Zahl, sondern wir bediirfen zur Bildung
ihres Begriffes sogar der grosseren Zahlen. ,Es entstehen
die grosseren Zahlen nicht aus der Kins, sondern gerade
umgekehrt die Eins aus der Mehrheit“.?) Damit hingt es
auch zusammen, dass HERBART und manche, die ihm folgen,
die gewdhnliche Auffassung, welche die Zahl aus Ein-
heiten bestehend denkt, als eine vermeintlich falsche ver-
wirft. Wir hitten also hier zugleich eine Argumentation
gegen die alte Zahlendefinition, in welcher die letztere als
ein vorspov modregov erklirt wird.

Die Argumentation wire richtig, wenn Eins immer und
iiberall die Zahl Rins bezeichnete; dies ist aber durchaus
nicht der Fall. Sagen wir: die Zahl entstehe durch Hinzu-
fiigen von Einem zu Einem, oder sie bestehe aus Einheiten,
dann bedeutet Eins und Einheit bloss das Correlativum zur
Vielheit. In dieser Hinsicht geht aber weder die Vielheit
der Einheit noch die BEinheit der Vielheit voraus; sie ent-
stehen beide zugleich.

Es ist iibrigens zu bemerken, dass man der Sprache
einigen Zwang anthut, wenn man mit HERBART, VOLKMANN ?)
u. A. den Namen Einheit in dem Sinne der Zahl FEins
nimmt. Man spricht nicht von der Zahl Einheit; auf die
Frage: wieviel Aepfel? erhilt man nicht zur Antwort: Einheit,
sondern: Einer, oder: ihre Zahl ist Eins. Daher bedeutet
auch der Ausdruck ,Vielheit von Einheiten’ gemeiniglich

) HERBART a. a. O. I, 162 (§ 116).
%) VOLKMANN, Psychologie I1I%, 114.
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nicht dasselbe, wie ,Vielheit von Zahlen Eins’. Beides iden-
tificiren heisst, dem Namen Einheit zu den vielen Aequivo-
cationen, die er obnehin besitzt, eine neue zutheilen, von
welcher er im gewdhnlichen Sprachgebrauche noch frei ist.

Weitere Unterscheidungen betreffend Eins und Einheit.

‘Wir hatten bereits wiederholt Gelegenheit zu sehen, wie
gross auf unserem Gebiete die Versuchung ist, sich durch
Synonymien und Aequivocationen in die Irre fiihren zu lassen.
Neue Beispiele hiefiir werden die folgenden Betrachtungen
liefern. 'Wir werden uns h#ufig in scheinbar sprachliche
Untersuchungen verlieren miissen iiber die Bedeutungen von
Namen, um Unklarheiten und Misdeutungen der uns inter-
essirenden Begriffe ein Ende zu machen.

In einer solchen Liage befinden wir uns auch bei der
Frage, die uns jetzt beschiftigen soll, nimlich der nach dem
Verhiltnisse der Begriffe, bzw. Namen Eins und Einheit.
Manche Philosophen legen auf die Unterscheidung beider
Gewicht, ohne dass jedoch iiber den Sinn derselben Ein-
stimmigkeit herrschte. LEkiBNiz!) fasst Einheit als Ab-
stractum von Eins; ,abstractum ab unc est unitas“ sagt er,
gleichwol gebraucht er noch in der Fortsetzung desselben
Satzes den Plural unitates, wihrend doch’ein Abstractum
des Plurals nicht fihig ist. Diese Pluralbildung ist auch
sonst iiblich. ,Die Zahl ist eine Vielheit von REinheiten’,
,drei Einheiten mehr fiinf Einheiten ergeben sieben Einheiten’
u. s. w. Auf der anderen Seite wieder spricht man von dem
Begriffe Eins und fasst so Eins als Namen fiir denselben
Begriff wie den durch ,Einheit’ bezeichneten. Auch der
Plural Einse ist gebriiuchlich, was hier aus gleichen Griinden
anstdssig erscheinen konnte, und er bedeutet dann ebenso-
viel wie ,Einheiten’.

*) Opp. phil. Erdm. 8. 53 (De arte combinatoria).
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Trotz dieser Verwirrung im Sprachgebrauch besteht die
begriffliche Unterscheidung, welche LEIBNIZ durch Gegen-
iibersetzung von Eins und Einheit markiren will, zu Recht.
Eine allgemeinere Betrachtung wird auch fiir den hier vor-
liegenden Fall Aufklirung bieten. Diese Aequivocation der
Namen Eins und Einheit (welche durch den Gebrauch der
Pluralform deutlich wurde) ist nimlich eine Erscheinung,
welche sich in ganz analoger Weise bei allen abstracten
Namen findet.

Jeder abstracte Name wird in einer zweifachen Be-
deutung gebraucht; das eine Mal dient er als Name fiir den
abstracten Begriff als solchen, das andere Mal als Name fiir
irgend einen unter diesen Begriff fallenden Gegenstand, er
bezeichnet das Concrete unter Vermittlung des in demselben
enthaltenenen oder darauf bezogenen Abstracten. Die Sprache
operirt vielfach mit abstracten Namen und verwendet sie zur
Bezeichnung concreter Dinge und Vorginge. Dies wird
dadurch moglich, dass sie die abstracten Namen als allge-
meine verwendet, und dann durch die Verbindung mehrerer,
sich gegenseitig in ihrer Allgemeinheit einschrinkender Namen
das Concrete aussondert.

So kann z. B. ,Farbe’ den logischen Theil, welcher der
Rite, Bliue etc. gemein ist, fiir sich bedeuten. Sprechen wir
aber von ,Farben’, von ,dieser Farbe’ und ,jener Farbe’ etc.,
dann ist Farbe ein allgemeiner Name fiir jede einzelne Farben-
species als solche. Um diese Verwendungsweise des Namens
schiirfer zu markiren, sagen wir statt ,Farbe’ ,eine Farbe’,
,eine gewisse Farbe’ u. s. w., wihrend wir; wo das Abstractum
gemeint ist, betonen: der abstracte Begriff Farbe (oder
kurzweg der Begriff Farbe). Im Plural entfillt begreiflicher-
weise die Notwendigkeit solcher Zusitze, da dann eo ipso nur
die Begriffsgegenstiinde gemeint sein kdnnen. ,Farben’ kann
nichts anderes heissen als ,gewisse Farben’.

‘Was wir an diesem Beispiele erldutert haben, gilt ganz
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allgemein. Den practischen Bediirfnissen entsprechend fungiren
die meisten Namen gewdhnlich als allgemeine. Concreten
Dingen und Verhiltnissert ist das Interesse vorzugsweise zu-
gewendet. Indessen fehlt es doch nicht in Leben und Wissen-
schaft an Veranlassungen, das Abstracte als solches zu be-
trachten, und demgemiss hat auch die Sprache Vorsorge fiir
deren markirte Bezeichnung getroffen, wobei der allgemeine
Name verwendet und bloss durch determinirende Ausdriicke,
durch Hinzufiigung synkategorematischer Zeichen etc. modificirt
wurde. Besonders dienten auch Endungen wie ,schaft’ (Vater —
Vaterschaft) oder ,heit’ (Mensch — Menschheit) zur Bezeich-
nung der den allgemeinen Vorstellungen entsprechenden ab-
stracten Beschaffenheiten. Natiirlich war der betreffende
abstracte Begriff bereits gebildet, als der allgemeine Name
entstand; aber er war nur Gegenstand des Interesses, insofern
die und die Objecte ihn als Merkmal enthielten. Das Interesse
fiir das Abstractum fiir sich kann also sehr wol erst spiiter
entstanden sein und zu einer besonderen Benennung desselben
Anlass gegeben haben.

Unsere Darstellung konnte ein gewisses Bedenken auf-
regen: sie gieng aus von den abstracten Namen und zeigte,
wie sie als allgemeine verwendet werden, wobei zur Markirung
dieser Verwendung héufig der sprachliche Ausdruck des abs-
tracten Namens sich #ndere; sie gieng dann iiber zu den
allgemeinen Namen und zeigte, wie aus diesen durch gewisse
sprachliche Aenderungen abstracte gebildet werden, wobei
iiberdies betont wurde, dass die allgemeinen Namen, als den
gewohnlichen Zwecken des Denkens und Sprechens am nichsten
stehend, wol einer frilheren Entwicklungsstufe angehoren
diirften. 'Wenn also aus den allgemeinen Namen die abs-
tracten allererst entstehen, wie sollen wiederum aus den
abstracten die allgemeinen gebildet werden?

Das wiire freilich ein offenbarer Cirkel, wenn die zuletzt
genannte zweite Stufe eine blosse Umkehrung der ersten wiire.
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So ist natirlich nicht unsere Meinung. Nachdem aus den
urspriinglich gegebenen allgemeinen Namen gewisse abstracte
gebildet wurden, sollen aus diesen nicht etwa wiederum die-
selben allgemeinen, sondern eben andere gebildet werden.
Das Adjectivum rot fungirt als allgemeiner Name aller roten
Dinge. Daraus entspringt der abstracte Name Rite (das Rot),
welcher dann wieder als allgemeiner Name fiir verschiedene
Differenzen des Rot: Carmoisinrot, Zinnoberrot etc. dient.

Die oben erwihnten sprachlichen Vorsorgen zur deutlichen
Unterscheidung der aus den allgemeinen Namen zu bildenden
abstracten (z. B. gefillig — Gefiillligkeit, Freund — Freund-
schaft) erwiesen sich aber nicht als ausreichend. Dem vor-
herrschenden Zuge unseres Denkens gemiss wurden diese
ausdriicklich als Namen fiir Abstracta gebildeten Formen
doch wieder als allgemeine Namen verwendet, und so ent-
standen erst recht wieder aequivoke Namen.!) Man sprach
z. B. im Plural von Gefilligkeiten, Freundschaften u. s. w.

Dieser Fall liegt nun auch bei den Namen Eins und
Einheit vor. Urspriinglich war jedenfalls Eins ein concret-
allgemeiner Name, begriindet auf den Einheit benannten Begriff.
Als aber der Name Einheit immer mehr als allgemeiner mis-
braucht wurde, da mochte es kommen, dass Mancher, das
Bediirfniss nach Bezeichnung des Abstractums empfindend,
nun gerade nach dem parallelgehenden Ausdruck Eins griff,
so dass auch dieser aequivok wurde.

Wir wollen von diesem Gesichtspunkte aus auch die
Unterschiede der Namen Vielheit, Mehrheit, Menge, Inbegriff,

1) Nach diesen Ausfiihrungen mochte es scheinen, als ob die Ein-
theilung der Namen in abstracte und aligemeine, auf die z. B. MILL
(Logik I Buch, 2. Cap. § 4) so grosses Gewicht legt, eine nutzlose, weil
undurchfiithrbare sei. Definiren wir jedoch den abstracten Namen als
Namen eines abstracten Begriffs, den allgemeinen aber als Namen der
beziiglichen Begriffsgegenstinde, dann ist in jedem Falle aus dem Sinne
der Rede sofort zu entscheiden, ob ein Name als abstracter oder allge-
meiner gebraucht werde, trotz seiner Aequivocation.
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Aggregat, Sammlung u. s. f. erliutern. Ein Theil dieser
Namen (wie die drei letzteren) wird fast ausschliesslich in
distributiver Weise angewendet; man hat, wenn man sie aus-
spricht, immer concrete Phaenomene im Auge; der abstracte
Begriff, der ihnen zu Grunde liegt, ist nicht der Gegenstand des
besonderen Interesses; er dient bloss als vermittelnder Gedanke,
als allgemeines Zeichen fiir das unter ihn fallende Besondere.
Anders bei den Namen Anzahl, Vielheit und Mehrheit, welche
ebenderselbe Begriff fundirt. Zwar werden auch sie hiiufiger als
allgemeine Namen gebraucht, aber daneben auch als Namen fiir
den Begriff selbst, wozu sie zum Theil durch ihre sprachliche
Form pridestinirt 'sind. Bei dem Namen Anzahl complicirt
sich die Sache noch dadurch, dass er nicht bloss als alige-
meiner Name fiir irgend welche concrete Mengen, sondern auch
als allgemeiner Name fiir jede der unter den Begriff der Anzahl
fallenden besonderen Zshlen: Zwei, Drei, Vier ... dient.?)

Alle diese verschiedenen Verwendungsweisen gleicher
Namen miissen hier, wie sonst, gut auseinander gehalten
werden; dann verschwinden von selbst manche der Schein-
schwierigkeiten, die man in unseren Begriffen gefunden hat.

Gleichheit und Verschiedenheit der Einheiten.

Viel erheblicher sind die Schwierigkeiten, welche sich an
die Frage kniipfen, in welcher Weise Vorstellungen der
Gleichheit und Verschiedenheit an der Bildung der Begriffe
Einheit und Zahl betheiligt sind, und in wieweit sie in den
Inhalt derselben explicite eintreten.

Die Gleichheit der Einheiten wurde schon in friiherer
Zeit nachdriicklich betont. So sagt HOBBES:?) ,Die Zahl,
absolut gesagt, setzt in der Mathematik unter sich gleiche

D) Dies war mit ein Motiv, welches uns veranlasste, da, wo wir
im Kreise der concreten Phaenomene verweilten, die Namen Inbegriff
oder Menge, da, wo wir zum Allgemeinbegriff iibergiengen, die Namen

Vielheit etc. zu bevorzugen. (Vgl. auch Anm. S. 102.)
%) BAUMANY, Die Lehren von Raum, Zeit etc. I, 242.
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Einheiten voraus, aus denen sie hergestellt wird“. Wir sehen,
hier wird die Gleichheit der Einheiten als eine besondere
Voraussetzung der Mathematik hingestellt. Und dieselbe
Ansicht wird von vielen Anderen, z. B. von J. ST. MiLL,
JEVONS, DELBOEF, KROMAN u. s. w. ausgesprochen. Die
Forscher, welche die Gleichheit der Einheiten hervorgehoben
haben, bilden iiberhaupt zwei Gruppen. Die Einen (wie die
eben Genannten) stellen die Gleichheit der Einheiten als
eine Forderung oder Voraussetzung auf, die Anderen bé-
haupten sie, ohne sie zu fordern. Zu den Letzteren gehort
Locke. Da nach ihm jeder Inhalt, welcher es auch sei,
stets die einfache Idee der Einheit mit sich fithrt und die
Zahl durch Wiederholung dieser einfachen Idee entsteht, so
braucht er natiirlich die Gleichheit der Einheiten nicht erst
zu fordern. Was die Forscher der ersteren Gruppe anlangt,
80 meinen sie entweder mit HoBBES, MILL u. A., es sei die
Gleichheit der Einheiten bloss fiir die Zwecke des Rechnens
und fiir die Anwendung der Arithmetik eine notwendige
Hypothese; oder sie meinen, dass die gezihlten Gegenstinde
als solche in irgend einer Hinsicht einander gleich sein
miissten, um iiberhaupt zihlbar zu sein.

Letzteres ist auch die Meinung HERBART’s. ,Man be-
sinne sich nur zuviorderst, dass beim Zihlen allemal Etwas
vorhanden ist, welches geziihlt wird; und dass die Vorstellung
von diesem Etwas immer gleichartig bleiben muss, indem be-
kanntlich ungleichartige Dinge, z. B. Federn, Papierbogen,
Siegellackstangen, sich nicht zusammenzihlen lassen, es sel
denn, dass man sie als gleichartig (durch den allgemeinen
Begriff der Schreibmaterialien) auffasse. Jede Zahl nun be-
ziea sich auf solche Weise anf einen allgemeinen Begriff
des Gezihlten; dieser Begriff aber kann ganz unbestimmt
bleiben, indem fiir die Zahlbestimmung es ginzlich gleich-
giltig ist, was man zéhle®.?)

T ha a. 0. 1I, § 116 S. 160: In gleichem Sinne lehrt UBBERWEG,
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Indessen andere Philosophen fanden dies so wenig be-
kannt und selbstverstindlich, dass sie vielmehr das gerade
Gegentheil behaupteten. So LEIBNIZ, wenn er betont, dass
die Zahl ,gewissermassen eine unkorperliche Figur sei, ent-
standen durch die Vereinigung irgend welcher Dinge, z. B.
Goottes, eines Engels, eines Menschen, der Bewegung, welche
zusammen vier sind%. (Vgl. S. 11.) Ferner JEVONS, welcher
sogar die These vertritt: Zahl sei bloss ein anderer Name
fiir Verschiedenheit. %)

FREGE widmet in seinen ,Grundlagen* der Frage
nach dem Verhiltnisse, in dem Gleichheit und Verschieden-
heit zum Zahlbegriffe beitragen, ausgedehnte Erorterungen.
» Wir stehen demnach,* so fasst er sein Ergebniss zusammen,
»vor folgender Schwierigkeit: Wenn wir die Zahl durch Zu-
sammenfassung von verschiedenen Gegenstiinden entstehen
lassen wollen, so erhalten wir eine Anhiufung, in der die
Gegenstiinde mit eben den Eigenschaften enthalten sind,
durch die sie sich unterscheiden, und das ist nicht die Zahl.
Wenn wir die Zahl andererseits durch Zusammenfassung von
Gleichem bilden wollen, so fliesst dies immerfort in eins zu-
sammen, und wir kommen nie zur Vielheit*. ,Wenn wir
mit 1 jeden der zu zihlenden Gegenstinde bezeichnen, so ist
das ein Fehler, weil Verschiedenes dasselbe Zeichen erhiilt.
Versehen wir die 1 mit unterscheidenden Strichen, so wird
sie fiir die Arithmetik unbrauchbar®. 2)

Wie losen sich nach unserer Theorie diese Schwierig-
keiten ?

Was die Rolle anbelangt, welche Unterschiedsvorstel-

Logik 5. Aufl. S. 129: ,Nur auf Grund der Begriffsbildung kénnen die
Numeralia verstanden werden, welche die Subsumption gleichartiger
Objecte unter den n#mlichen Begriff voraussetzen® (vgl. auch eben-
daselbst S. 141).

) Vgl. das Citat S. 51.

7 a a. 0. 8. 50.
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lungen bei der Abstraction des Zahlbegriffes spielen, so haben
wir dieselbe in unseren friiheren Untersuchungen (S. 49—67)
ausfiihrlich charakterisirt. Zu einem Inbegriffe kann evi-
denter Weise nur verbunden werden, was verschieden ist;
aber in der Vorstellung des Inbegriffs ist nichts von Unter-
schiedsrelationen vorhanden. Die Elemente des Inbegriffs
sind in unserer Vorstellung da als das, was sie sind, und
werden hiezu nicht erst durch Unterscheidung. Es bedarf
nicht erst einer besonderen unterscheidenden Thitigkeit, da-
mit sie nicht in Eins zusammenfliessen. Nur wenn es sich
um sehr ihnliche Inhalte handelt, iiben wir Unterscheidung,
um der Gefahr der Verwechslung vorzubeugen, d. h. wir
achten auf die Merkmale, in welchen Unterschiedenheit statt-
findet. Was den Zahlbegriff anbetrifft, so entsteht er aus
Inbegriffen in einer Weise, dass auch er, principiell betrachtet,
besondere Unterscheidungen nicht bendtigt. Das Zihlen,
d. i. der successive Process, durch welchen wir die Zahl.
einer Menge ermitteln, bedarf im Allgemeinen nur der Unter-
schiedenheit der zu zihlenden Gegenstiinde, nicht aber ihrer
Unterscheidung. Eine Ausnahme tritt nur ein bei der Zih-
lung leicht zu verwechselnder Inhalte: wir miissen dann
achtsam sein auf Auslassungen und Doppelzihlungen.

Schwieriger ist es die Rolle, welche den Gleichheits-
relationen bei der Zahlvorstellung zugetheilt ist, psycho-
logisch correct zu charakterisiren.

‘Welcher Auffassung betreffs der Entstehung des Zahl-
begriffs man auch huldigen moge, die Gleichheit der Ein-
heiten ist eine Thatsache, welche nicht zu ldugnen ist. Der
scheinbare Widerspruch mancher Forscher wird uns nicht
irre machen iiber das, was schliesslich ihre eigentliche Mei-
nung sein musste. Wo man die Gleichheit der Einheiten
liugnete, da meinte man die Gleichheit der zu zihlenden
Gegenstinde, und es fragt sich nun, wie die véllige Gleich-
heit der Einheiten in der Zahl vertriiglich sein soll mit der
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Verschiedenheit, ja eventuell unvergleichbaren Verschieden-
heit der geziihlten Gegenstinde, welche jene Forscher im
Auge hatten. Freilich behaupten im Gegensatz dazu viele,
wie z. B. HERBART (vgl. die obigen Citate), ungleichartige
Dinge liessen sich nicht zusammenzihlen; immer miissten
verschiedene Dinge, sollen sie zihlbar werden, erst unter
einen gemeinsamen Gattungsbegriff gebracht sein.

Eine leichte Unterscheidung wird zeigen, dass in ge-
wissem Sinne beide Parteien Recht haben. Rechnen wir zum
Inhalte einer Vorstellung nur Theilvorstellungen im eigent-
lichen und strengen Sinne (,innere Merkmale* nannten sie
manche Logiker) und betrachten demgemiiss Vorstellungen
nur .dann als vergleichbar, wenn sie gemeinsame Theilinhalte
dieser Art besitzen, dann giebt es unendlich viele disparate
und unvergleichbare Vorstellungen, und es ist klar, dass dann
die Zshlung Vergleichbarkeit (in dieser Bedeutung) nicht
verlangt, da vielmehr ganz disparate Dinge zusammengezihlt
werden konnen. Meine Seele und ein Dreieck sind zwei,
obgleich sie keinerlei gemeinsame innere Merkmale besitzen.
Rechnen wir jedoch zum Inhalte einer Vorstellung auch alle
ibr zukommenden negativen und relativen Bestimmungen (die
pausseren Merkmale“), dann giebt es iiberhaupt keine un-
vergleichbaren Vorstellungen; denn es giebt keine, die nicht
mindestens als unter den Begriff Etwas fallende, gleichartig
sind. Und gerade diese Subsumption unter den Begriff Etwas
miissen wir (nach unserer Theorie) hinsichtlich eines jeden der
zu zéhlenden Gegenstinde vollziehen, um die Zahl zu erfassen.
Insofern ist es also richtig, dass die zu zihlenden Dinge
unter einen gemeinsamen Gattungsbegriff (dies Wort freilich
im Husserlichsten Sinne genommen) gebracht werden miissen.

Indessen die Meinung der Philosophen, welche die Zahl
auf Gleichheit griinden, geht denn doch viel weiter, als wir
es billigen konnen. Nach unserer Ansicht erwichst die Vor-
stellung der Zahl einer bestimmten Menge nicht dadureh,
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dass wir die Gegenstinde, die in derselben befasst sind, mit
einander vergleichen und sie unter den durch diese Ver-
gleichung hervortretenden Gattungsbegriff (Pferd, Apfel, Ton,
Bleistift) subsumiren; sondern vielmehr dadurch, dass wir
sie — was auch immer wir z#hlen mdgen — stets unter
denselben Begriff, den des Etwas bringen, gleichzeitig die
unter Vermittlung dieses Begriffs gedachten und im Hinblick
auf ibn gleich bezeichneten Gegenstinde collectivisch zu-
sammenfassend. So entsteht die allgemeine Vielbeitsform
Eins und Eins und . .. Eins, unter welche die concret vor-
liegende Vielheit fdllt, d. h. die ihr zugehdrige Zahl. Nach
jener weitverbreiteten Ansicht erforderte jede Zsihlung vor-
giingige oder gleichzeitige Vergleichungen, und es giengen
Gleichheitsrelationen in den Begriff der Zahl wesentlich ein.
Nach der unserigen ist keines von Beiden der Fall. Die-
jenige Abstraction (oder besser Reflexion), welche wir an den
Gliedern einer Menge vornehmen miissen, um zur Zahl zu
gelangen, bewirkt eo ipso, als Folge die Gleichheit der
Einheiten. Aber weder hat sie selbst irgend etwas mit Ver-
gleichungen zu thun, noch gehen in die Vorstellung der Zahl
die Gleichheitsrelationen zwischen den Einheiten als explicite
Bestandtheile notwendig ein. Sie sind so weit entfernt davon,
wesentliche psychologische Factoren der Zahlvorstellung
zu bilden, dass sie in vielen F#llen iiberhaupt nicht zur Be-
achtung kommen.

Da ich hier mit der Mehrzahl der Forscher in Wider-
spruch treten muss und es sich um eine etwas subtile Frage
handelt, so will ich in die Kritik nidher eingehen.

In welcher Weise, frage ich zun#chst, soll die Gleichheit.
der zu zihlenden Gegenstinde in Beziehung auf irgend einen
Gattungsbegriff zum Zustandekommen der Zahlenabstraction
beitragen? Wir zéhlen jetzt Aepfel; dann ist Apfel der
Gattungsbegriff. Hierauf zéihlen wir Pferde; nun ist Pferd
der Grattungsbegriff. Also auf den besonderen Gattungsbegriff,
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der jeweilig vorhanden ist, kann es nicht ankommen. Wir
konnen folglich die Sache einfach so fassen: die Zahlen ent-
stehen durch Abstraction von Mengen, deren Glieder in
irgend einer Hinsicht als unter einander gleich vorgestellt
werden. ,Mengen unter einander gleicher Dinge’ — in abstracto
gedacht — das sind ,Zahlen’.

Unsere fritheren Untersuchungen bieten uns alle Hilfs-
mittel, um die psychologischen Grundlagen des hier in
Betracht kommenden Abstractionsprocesses aufzudecken.
Man sieht alsbald, dass die Fundamentalrelation, welche die
Relationscomplexe, die hier vorliegen, zu einheitlichen Vor-
stellungen, zu Ganzen macht, die Gleichheit nicht sein kann,
sondern nur die collective Verbindung. Zwei Aepfel,
das heisst nicht ein Apfel gleich einem andern Apfel,
sondern ein Apfel und ein Apfel; und so auch allgemein.
Nicht 1 =1 ist 2, sondern 1 und 1 ist 2 u. s. £

Ist dies aber zugestanden, dann ist es offenbar, dass die
Abstraction des Allgemeinbegriffs, welcher nur Mengen unter
einander gleicher Gegenstinde umfasst, bis auf eine
Modification, genau denselben Process darstellt, welcher uns
auch den Allgemeinbegriff, unter welchen Mengen ganz be-
liebiger Gegenstinde fallen, lieferte. Alle unsere Entwick-
lungen blieben bestehen, wofern nur iiberall an gehdriger Stelle
eine gewisse Erginzung eingeschaltet wiirde. In der That,
gehen wir von concreten Mengen unter einander gleicher In-
halte aus, wovon miissten wir abstrahiren und was festhalten,
damit der gesuchte Allgemeinbegriff resultire? Wieder sieht
man ein, dass von den Inhalten nichts iibrig behalten werden
kann, als das #ussere Merkmal, dass sieInhalte sind ; der leere
Begriff ,Etwas’ oder ,ein Ding’ muss also auch hier vermitteln.

Aber neben diesem Begriffe und dem Begriffe der collec-
tiven Verbindung, welche nach unserer Ansicht allein den
Zahlbegriff constituiren, miisste hier noch der Begriff der
Gleichheit beschriinkend hinzutreten. Nicht wire ,Etwas und
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Etwas’ oder ,ein Ding und ein Ding’ die sprachliche Explica-
tion des Begriffes Zwei; sondern: ein Ding und ein ihm
gleiches Ding. Ebenso hiesse Drei soviel als: ,Ein Ding
und ein Ding und ein Ding — welche einander- gleich
sind’ u. s. . Man sieht, dass es fiir unsere Theorie ein
Leichtes wire, sich den hier gestellten Anforderungen anzu-
passen, wihrend andererseits die Ansicht, die wir bekimpfen,
soll sie iiberhaupt moglich und consequent durchfiihrbar
werden, ganz den Weg einschlagen miisste, den wir in den
vorangegangenen Untersuchungen vorgezeichnet haben. Die
gegnerische Lehre, auf solche Weise modificirt und folge-
richtig ausgestaltet, kiime in die néchste Verwandtschaft mit
der unsrigen; sie unterschiede sich von ihr nur durch jene
beschriinkenden Zusiitze, vermoge deren die Gleichheit der
Einbeiten als eine besondere Forderung unseren Begriffs-
bildungen hinzugefiigt wiirde.

Alles wol erwogen, kann ich doch die Triftigkeit dieser
Zusiitze nicht zugestehen. Der Grundgedanke, dem sie Aus-
druck geben, dass ndmlich nur solche Inhalte zusammen-
zihlbar sein sollen, welche nach irgend einer Hinsicht als
gleiche vorgestellt werden, ist sicher unrichtig. Auf die Frage:
wieviel ist Jupiter, ein Widerspruch und ein Engel? antworten
wir sofort: drei. Fallt es uns aber bei, erst nachzudenken,
ob diese Inhalte in irgend einer Beziehung gleich seien?
Stellen wir zuerst vor: Jupiter, ein Engel und ein Wider-
spruch sind bloss insofern einander gleich, als ein jeder
irgend Etwas ist? oder vergleichen wir im Z&hlen schrittweise ?
Nichts von alledem kann ich bemerken. Wir zéhlen einfach:
Jupiter ist Eins, und ein Widerspruch ist Eins, das giebt
BEins und Eins, und der Engel ist Eins, das giebt Eins und
Eins und Eins — also drei.

Natiirlich sind die Einheiten einander gleich; aber diese
ihre Gleichheiten sind ein Erfolg der Zahlenabstraction,

nicht ibre Grundlage und Voraussetzung; sie entstehen nicht
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 11



162 Oapitel VIIL Discussionen iiber Einheit und Vielheit.

durch vorgéingige Vergleichung, sondern durch jene absolute
Inhaltsentschriinkung, welche die Zahlenabstraction unter allen
Unmstinden erfordert, selbst dann, wenn verglichene und als
gleich vorgestellte Inhalte gezihlt werden.

Gewiss, ein Apfel und ein Apfel sind zwei Aepfel, weil
jeder ein Apfel ist. Warum aber sind sie iiberhaupt zwei?
Nicht weil der eine Vorstellungsinhalt dem anderen als
Apfel oder in irgend einer anderen bestimmten Hinsicht
gleich ist, sondern weil ein jeder Eins oder Etwas ist. Zwei
Aepfel, zwei Menschen, ein Apfel und ein Mensch, u. s. w.
sind simmtlich zwei, weil sie concrete Inbegriffe repriisentiren,
welche durch das Zihlungsverfahren gerade unter die abstracte
Mengenform: Eins und BEins fallen und unter keine andere.

Ich glaube also, dass Vorstellungen der Gleichheit zur
Zahlenabstraction ebensowenig beitragen als Vorstellungen
der Verschiedenheit. Das Vergleichen und Unter-
scheiden, das Colligiren (die Einigung von concreten
Inhalten zu Inbegriffen), sowie das Zihlen (die Abstraction
der allgemeinen Inbegriffsformen) sind wolunterschiedene
Geistesthiitigkeiten, welche auseinandergehalten werden miissen.
Natiirlich giebt es genug der Anlisse, wo alle diese Thitig-
keiten zusammen wirken, so z. B. wenn wir aus einem Haufen
von eldsorten die Goldmiinzen herauszihlen.

Was jene zusammengesetzten Gleichheitsformen anlangt,
welche nach der hier bestrittenen Ansicht die Zahlbegriffe
selbst wiren, so ldugne ich gar nicht, dass sie ganz berechtigte
Begriffsbildungen reprisentiren, von denen wir auch hiufig
genug Gebrauch machen; nur liugne ich, dass sie mit den
Zahlbegriffen in deren voller Allgemeinheitidentischsind.
Darum besitzen sie auch nicht besondere Namen, welche nach
der Bildung und Benennung der wahren Zahlbegriffe iiber-
fliissig wiren. Es geniigt, um jene Reihe von Begriffen abs-
tract auszudriicken, einfach das Attribut der Gleichheit hin-
zuzufligen ; und so verfahren wir denn auch, indem wir
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sagen: zwei gleiche Dinge, drei gleiche Dinge, vier gleiche
Dinge u.s.w. In solcher Weise bilden iiberhaupt die Zahlen
als die allgemeinsten Inbegriffsformen wichtige Hilfsmittel
fir das combinirende und diese seine Combinationen zum
sprachlichen Ausdruck bringende Denken. So sagen wir
z. B. ein Ganzes von drei Theilen, von denen der eine die
Beschaffenheit x, der zweite die Beschaffenheit y, u. s. w. besitzt.
Es entsteht zuniichst die leere Inbegrifisform: Etwas und
Etwas und Btwas, und nun wird individualisirt und die leere
Form mit concretem Inhalt erfiillt.

Eine ganz andere Frage ist die, ob nicht jene beschrink-
teren Begriffshildungen historisch und psychologisch die
fritheren waren; ob also nicht die Zahlen urspriinglich durch
Abstraction von Mengen unter einander gleicher Gegenstinde
entstanden sind. In der That lernen auch die Kinder
an gleichartigen, und specieller sogar an physischen Dingen,
wie Kugeln, Marken u. s. w. das Zahlen. TUnd es ist sicher,
die niichstliegenden und die bei Weitem h#ufigsten Anlisse fiir
die Bildung der Zahlbegriffe finden sich bei Mengen unter
einander gleicher Dinge. An sie kniipfen sich fiir unser
Urtheilsleben sowol, als auch fiir unser Gefiihlsleben die
wesentlichsten Interessen. Dasselbe galt nun nicht minder
fiir jene niedrigere Entwicklungsstufe der Menschheit, in welche
die Bildung der ersten und elementarsten Abstractionen und
die Entstehung der Sprache fiel. Indem gleiche Dinge durch
denselben Namen bezeichnet wurden, war man, um In-
begriffe gleicher Dinge zu benennen und so fiir den sprach-
lichen Verkehr, wie fiir das eigene Denken zu fixiren, ge-
ndtigt, je nach Umstiinden grossere oder kleinere Inbegriffe
der wiederholten Namen zu bilden; also A und A; A und
A und A; A und A und A und A; u s. w.; eine allzu
umstindliche Ausdrucksweise. Um ihr zu entgehen, lag es
nahe, die Vielheitsformen mit Hilfe eines unbestimmten und

auf jeden Inhalt passenden Begriffs und Namens (Etwas,
11*
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ein Ding, Eins) zu fixiren und fiir sie besondere Namen einzu-
fiihren (Zwei fiir: ein Ding und ein Ding; u. s. w.). Die
ungeheure Abkiirzung fir den Ausdruck liegt zu Tage. Statt
A und A und A und A konnte man nun sagen: vier A, d.h.
man verband das Zeichen fir Eins und Eins und Eins und
Eins mit dem gemeinsamen Namen dessen, was hier den
Inhalt des Eins (oder Etwas) bildete. Hiemit war dem vor-
wiegenden Interesse Geniige geleistet, denn die Zahl und der
gemeinsame Gattungsbegriff sagt Alles aus, was uns in der
Regel an einer Menge interessirt. )

Indem wir dies Alles zugestehen, kommen wir keineswegs
in 'Widerstreit mit unseren Principien. Die Einschriinkung,
mit welcher die Zahlbegriffie im Leben der Vilker sowol
als der Individuen urspriinglich auftreten, beweist hier so
wenig wie bei anderen Begriffen die wissenschaftliche oder
selbst nur die practische Berechtigung dieser Einschriinkung.

‘Wir wollen nun noch einige Worte den Schwierigkeiten
zuwenden, welche FREGE in der oben citirten Stelle darin
gefunden hat, dass nicht nur Gleichheit sondern auch
Verschiedenheit den Einheiten zugeschrieben wird. ,Wenn
wir die Zahl durch Zusammenfassung von Gleichem bilden
wollen, so fliesst dies immerfort in eins zusammen und wir
kommen nie zur Mehrheit. Hier wird Gleichheit mit Iden-
titdt verwechselt. Jede anschauliche Vorstellung einer Menge
gleicher Gegenstinde demonstrirt ad oculos, dass Gleichheit
und Verschiedenheit in keinerlei Widerspruch stehen und
sehr wol in einem zusammenfassenden Denken gegeben sein
konnen. In gewisser Hinsicht findet eben Gleichheit, in einer
anderen Verschiedenheit statt, und je nach Umstinden kann

) Daher kommt es auch, dass die allgemeinen Namen, welche sich
auf die Begriffe Vielheit und Zahl stiitzen (z. B. Menge), meistens die
Gleichheit der zusammengefassten Gegenstinde nebenbei mitbezeichnen.
Am wenigsten ist dies noch der Fall beim Narmen Inbegriff, der auch
in dieser Beziehung einen gewissen Vorzug besitat.
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die Aufmerksamkeit bald vorzugsweise den gleichen, bald den
verschiedenen Bestimmungen zugewendet sein. Nur wenn
der Ausdruck ,Zusammenfassung von Gleichem’, womit man
die Entstehung der Zahl beschreiben will, absolute Gleichheit
verlangte — was FREGE filschlich supponirt — dann lige
hier eine Schwierigkeit, oder besser eine Unmoglichkeit vor.

»Wenn wir mit 1 jeden der zu zihlenden Gegenstinde
bezeichnen, so ist das ein Fehler, weil Verschiedenheit das-
selbe Zeichen erhilt.#* Indessen diesen Fehler begehen wir
mit jeder Anwendung allgemeiner Namen. Wenn wir Hans,
Kunz etc. jeden einen Menschen nennen, so ist dies derselbe
Fall wie die ,fehlerhafte Schreibung®, vermdge welcher wir
bei der Zihlung fiir jeden zu z&hlenden Gegenstand 1 schreiben.
1 ist eben das allgemeine Schriftzeichen, welches in dem Be-
griff der Einheit sein Fundament hat.

Noch in einer anderen Hinsicht (wie wir S. 155 erwihnten)
wird die Gleichheit der Einheiten von Manchen betont; nim-
lich als eine Voraussetzung der Arithmetik. Beson-
ders entschieden driicken diesen Gedanken J. ST. MILL und
DELBOEF aus: ,JIn allen Sitzen iiber Zahlen,* erklirt der
Erstere, ,ist eine Bedingung vorausgesetzt, ohne die kein
einziger von ihnen wahr wire, und diese Bedingung ist eine
Voraussetzung, die falsch sein kann. Die Bedingung ist die,
dass 1 =1 ist, dass alle Zahlen Zahlen von denselben oder
gleichen Einheiten sind. . . Wie kdnnen wir wissen, dass ein
Pfund und ein Pfund zwei Pfund ausmachen, wenn das eine
von den Pfunden Markgewicht und das andere Kramergewicht
sein mag.“?) TUnd DELBOEF statuirt: IL’égalité des unités,
telle est I'hypothése fondamentale de ’arithmetique.©?)

%) Minn, Logik. Buch IL Cap. VI § 8. Vgl auch JEvoxs, The
principles of science. S. 159. Ferner die unten folgenden Citate aus
Kroman, ,Unsere Naturerkenntniss®. — Die Ansicht ist ibrigens auch
unter Mathematikern viel verbreitet.

%) Logique Algorithmique. Liége 1877 (auch im I. Bd. der Revue
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Weniges wird zur Widerlegung dieser irrigen Ansicht
notig sein. Den Satz 1=1 eine arithmetische Voraussetzung
zu nennen, heisst den Sinn der Arithmetik giinzlich verkennen.
Die Arithmetik als Anzahlenlehre hat es nicht mit concreten
Objecten zu thun, sondern mit den Anzahlen im Allgemeinen.
Es ist wol richtig, dass die gewthnlichen Anwendungen
der Arithmetik sich bezichen auf Zahlverhiltnisse von Viel-
heiten unter einander gleicher Objecte, ein Fall, auf welchen
die Quantititsverhiltnisse auf dem Wege der Messung redu-
cirt werden. Bei einer solchen Anwendung besteht gewiss
die Voraussetzung, dass bei der betreffenden directen oder
indirecten Zihlung nur solche Gegenstiinde mitgeziihlt, somit
als Einheiten in Rechnung gezogen werden, die das betreffende
Gleichheitsmoment wirklich und genau so, wie verlangt ist,
besitzen. Dies ist aber doch nicht eine Voraussetzung der
Arithmetik, sondern der concreten Aufgabe, zu deren Lidsung
uns die Arithmetik dienen soll; diese letztere tritt erst in
Action, sobald Alles in Zahlen ausgedriickt ist. Woher die
Zahlen stammen, auf welche Aufgaben sie Anwendung finden
und unter welchen Voraussetzungen — all das hat mit der
Arithmetik nichts zu schaffen.

Weitere Misverstindnisse.

Wie weit die Misverstindnisse beziiglich des Wesens der
Einheiten reichen konnten, spiegelt sich am auffallendsten in
den eigenthiimlichen Anforderungen wieder, die hiufig an
diese Begriffe gestellt worden sind, und die meistentheils mit der
misverstdndlichen Forderung der Gleichheit innig zusammen-
hingen. Beispielsweise sei hier eine Stelle aus KROMAN's
Werke ,,Unsere Naturerkenntniss* angefiihrt. ,,Es ist,* sagt

Philosophique erschienen) S. 83. DELBOEF steht auch sonst MILL nahe.
Einige Zeilen weiter heisst es ,Le nombre est expression scientifique
de Vidée sensible de pluralité.«
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dieser Autor, ,keineswegs unsere Meinung zu liugnen, dass
die Zahl eine Abstraction von der Wirklichkeit sei; wir
halten es im Gegentheil fiir sicher genug, dass der Mensch
durch Betrachtung verschiedener Mengen von gleichartigen
Naturgegenstinden allmilig seine Zahlvorstellungen gebildet
und die natiirliche Zahlenreihe gebaut hat. Aber eben die
Abstraction von allem Uebrigen in diesen Mengen mit Aus-
nahme der Anzahl ihrer Theile, die Verwandlung der Theile
in die vollkommen gleichartigen, gleichgrossen,
constanten, von Zeit und Raum, Wirme und Kilte u. s. w.
durchaus unabhiingigen Einheiten, gerade dies macht die Zahl zu
einem selbstgeschaffenen Object, einem Phantasieobject. Ebenso
wie es sicher keine ganz geraden Linien, keine vollkommenen
Kreise u. s. w. giebt, so giebt es sicher auch keine voll-
kommen gleichartigen und gleichgrossen Einheiten, und jeden-
falls werden wir es nie erfahren konnen. Die arithmetischen
Einheiten haben indessen diese Eigenschaften zufolge der De-
finition, zufolge des Beschlusses der Mathematiker.?)

Diese von Grund aus irrige Auffassung hat ihre Quelle
theils in einer unzureichenden Psychologie, theils darin, dass
KROMAN nur an die geometrischen und physikalischen A n-
wendungen der Zahlen dachte, als er die citirten Sitze
niederschrieb. Hs ist derselbe Irrthum, den wir oben bei
MiLL riigen mussten, und der iiberhaupt die Liogik der Arith-
metik in der extrem empiristischen Schule verfilscht. Wir
miissen darum auch die weitgehenden erkenntniss-theoretischen
Folgerungen, die an jene Auffassung gekniipft werden, ganz
und gar ablehnen. Da die Zahl ein ,selbstgeschaffenes Ob-
ject®, ,ein Phantasieobject® sei, welches nur eine ,grobe An-
niherung® zur Wirklichkeit darbiete, so bestehe auch die
ganze Sicherheit der Arithmetik in ihrer groben Annéiherung,

1) KROMAN, Unsere Naturerkenntniss. Kopenhagen 1883. S. 104—105.
KROMAN ist durch A. LANGE's Ansichten (vgl. d. IL Cap. d. W.) we-
sentlich beeinflusst.
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ein Umstand, welcher nach KROMAN zugleich die Allgemein-
giltigkeit ihrer Lehrsiitze verbiirgen soll.

Die Gleichheit der Einheiten, wie sie aus unserer psycho-
logischen Theorie resultirt, ist evidentermassen eine absolute.
Ja der blosse Gredanke einer Annisherung ist schon absurd.
Denn es handelt sich um die Gleichheit von Inhalten in Be-
zichung darauf, dass sie Inhalte sind. Diese Gleichheit
ldugnen, heisst daher die Evidenz der inneren Wahrnehmung
ldugnen.

Nachdem wir soeben die Constanz der Einheiten, ihre
Unabhingigkeit von Raum und Zeit, Wirme und Kiilte u. s. w.
betonen horten, werden wir durch weitere Anforderungen,
die von anderen Seiten erhoben werden, nicht mehr sehr
iiberrascht sein. So wurde hiufig, in alter und neuer Zeit,
auf die strenge Abgeschlossenheit, Ungetheiltheit oder
Untheilbarkeit der Einheiten besonderes Gewicht gelegt.?)
Von historischen Namen seien hier bloss LOCKE, %) HUME, %)
HERBART genannt. Als bequeme Unterlage fiir die kritische
Aufklirung der hier obwaltenden Misverstindnisse migen
einige S#tze von BAUMANNY) dienen. ,,Was wir als Punkt
setzen oder nicht mehr als getheilt setzen wollen, das sehen
wir als Eines an, aber jedes Eins der #usseren Anschauung,
der reinen und empirischen, konnen wir auch als ein Vieles
ansehen. Jede Vorstellung ist Eine, wenn abgegrenzt gegen
eine andere Vorstellung; aber in sich kann sie wieder in ein
Vieles unterschieden werden.* — .Das Rechnen und die
Zahlen sind so keine von den #usseren Dingen abgezogenen
Begriffe; weil ndmlich die #usseren Dinge uns keine strengen
Einheiten darstellen, sie stellen nur abgegrenzte Gruppen

') Vgl. FREGE a. a. O. p. 41 u. ff.

*) Vgl. das Citat S. 139 d. W,

®) Treatise of Human Nature. Part IL. sect. II. (Ausg. v. Green
und Grose I. S. 337—838.)

%) BAUMANN, Die Lehre von Raum, Zeit und Mathematik II, 669.
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oder sinnliche Punkte dar, aber wir haben die Freiheit, diese
selber noch als ein Vieles zu betrachten; manchmal finden
wir auch in der Beschaffenheit der gegebenen Einheiten
Griinde, sie nicht als solche bestehen zu lassen, manchmal
notigen diese Husseren Einheiten, sie nicht weiter wirklich
in Viele zu unterscheiden, obwol wir es mathematisch konnten.
Diese Unabhéngigkeit von unseren Vorstellungen, dieser
Zwang der Dinge gegeniiber von ihnen ist zugleich ein Be-
weis fiir die Realitéit dieser gegebenen Einheiten.“ . .. Die
Irrthiimer, auf welchen die vorstehenden Behauptungen be-
ruhen, griinden theils in der Verwechslung der Begriffe Ein-
heit, Einfachheit und strenge Punktualitit — eine Ver-
wechslung, welche in der Philosophie nicht eben selten auf-
getreten ist — theils in gewissen Aequivocationen, welche
dem Namen Einheit anbaften. Dass derselbe mit Aequi-
vocationen iibermissig belastet ist, mussten wir bereits ofter
bemerken. Es wird niitzlich sein, die simmtlichen hier einmal
zusammenzustellen, obgleich wir nur einige derselben fiir
den momentanen Zweck der Discussion bendtigen. Man wird
leicht erkennen, dass es sich nicht um ganz zufillige, sondern
um Aequivocationen durch Uebertragung handelt.

Die Aequivocationen des Namens Einheit.

1. Der Name Einheit bezieht sich zunichst auf den
abstracten Begriff der Einheit. Der Begriff der
Einheit steht im Correlationsverhiiltniss zum Begriff der Viel-
heit; dieser aber ist nichts Anderes als der Begriff des
collectiven Ganzen. So ist der Begriff der Einheit nichts
anderes als der Begriff ,collectiver Theil’.

2. Der Name FEinheit bedeutet auch irgend einen
Gegenstand, sofern er unter den Begriff der
Einheit fiallt. Diese Art der Aequivocation ist keine
dem Namen Einheit eigenthiimliche, er theilt sie mit allen
abstracten Namen, sofern sie auch als allgemeine verwendet
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werden. Danach ist also jedes Glied einer concreten Viel-
heit, falls an ihr die Zahlenabstraction vorgenommen wird.
eine Einheit, oder Eines. Wir konnen auch sagen, Einheit
in diesem Sinne bedeute: gezihlter (oder in Uebertragung:
zu zi#hlender) Gegenstand als solcher, wobei zuniichst an
wirkliches und nicht an symbolisches Zihlen zu denken ist.

3. Jede Einheit in der Vielheit ist auch Eins im Sinne
der Zahl: Jeder Einbeit kommt die Zahl Eins zu. Da nun
fir den Namen Einheit (in der hier betrachteten Bedeutung
von Nr. 2) auch der Name Eins verwendet werden kann, so
entstand eine Aequivocation des letzteren Namens, welche
dazn fiithrte, beide Begriffe zu vermengen und dann sogar
fir Eins im Sinne der Zahl den bei der anderen Bedeutung
von Eins zuliissigen Namen Einheit zu verwenden. So ge-
braucht z. B. HERBART, wie wir oben (149) sahen, den Namen
Einheit fiir Zahl Bins und vermengt so zwei wolgeschiedene
Begriffe.

4. Da in der Regel nur gleichartige Gegenstinde geziihlt
werden, so nannte man wol auch den gemeinsamen Gattungs-
begriff geziihlter Gegenstinde Einheit. Wo es sich um Continua
handelt, da konnte man Relationen zwischen Ausdehnungen
(physischen Theilen, Abstinden etc.) auf Zahlenrelationen
reduciren, indem man Theilungen in gleiche Theile ausfiihrte.
Dann hiess das zu Grunde gelegte gemeinsame Mass (d. h.
der die gleichen Theile umfassende Gattungsbegriff) Mass-
einheit oder Einheit schlechtweg. Auch hier sieht man
den Grund der Uebertragung leicht ein. Wenn z. B. Pfunde
geziihlt werden, so ist ein Pfund die Einheit. In der That,
wenn das Interesse ausschliesslich auf Pfunde und deren
Zghlung geht, dann haben die Begriffe ,zu ziihlender Gegen-
stand als solcher’ und ,Pfund’ gleichen Umfang, und so iiber-
tragen wir den Namen des ersten Begriffs auf den zweiten.
In diesem Falle giebt die ,Einheit’ an, was als Eins geziihlt
werden soll ; zu einer wirklichen Einheit (im Sinne von Nr. 2)
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wird sie aber erst, sofern man sie wirklich z#hlt.!) Die
Aequivocation, die durch diese Uebertragung entstanden ist,
hat zu allen Zeiten zu den meisten Irrthiimern beigetragen.

5. In vielfachem Sinne ist in der htheren Analysis
von Einheiten die Rede, welche mit der Anzahl unmittelbar
nichts zu schaffen haben und nur in sehr entfernter Beziehung
zu ihr stehen. Man spricht dort z. B. von vielerlei ,,imaginiiren
Einheiten“. Es sind dies gewisse, nicht weiter reductible
Rechenelemente, vermittelst welcher andere, aus ihnen zu-
sammengesetzt gedachte Formen &#hnlich zu bilden sind,
wie die Zahlzeichen aus dem Zeichen 1, d. h. durch. For-
meln wie 1 4+1=2, 24+ 1=1+14+1=3 u.s.w. Die
Function dieser Einheiten ist eine mehrfache. Oft dienen sie
bloss als kunstmiissige Hilfsmittel zur Vervollkomnung der
arithmetischen Zeichentechnik, wobei ihnen keinerlei begriff-
licher Gehalt, neben diesem technischen, correspondirt. In
der Arithmetik bestimmter Sachgebiete entspricht ihnen aber
hiufig auch eine solche ,reale Bedeutung®. Analoges gilt von
den iibrigen Arten von Einheiten, welche die Arithmetiker ver-
wenden, wie den negativen, gebrochnen u.s. w. Hieriiber soll
im II. Bande ausfiihrlich gehandelt werden.

6. Als Zeichen fiir eine Einheit (im Sinn von Nr. 2) ver-
wenden die Arithmetiker das Zeichen 1. Die Methode des
mechanischen Zihlens und Rechnens, das auf die zu Grunde
liegenden Begriffe nicht reflectirt, fiihrte dahin, diese Begriffe
zu iibersehen und wie die Zahlen so auch die Einheit als
blosses Zeichen aufzufassen. Einheit wird also definirt
als das Zeichen (der Strich) 1, mit dem beim Zghlen jedes
Ding ,abgebildet* wird. Der #lteste Vertreter dieses Irrthums

1) Aus leicht verstindlichen Griinden pflegen die Mathematiker die
Einheit gerade in diesem Sinne zu erkliren. Vgl. P. DU BOIS-REYMOND,
Allg. Functionentheorie, I, 48 und 49, wo die Verwechslung mit Ein-
beit im Sinne von Nr. 2 klar hervortritt. Vgl. auch FREGE a. a. O.
S. 66. '
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ist BERKELEY. Wir finden ihn wieder bei neueren Mathe-
matikern wie STOLZ,?) v. HELMHOLTZ ®) u. A.

7. Einbeit bedeutet weiterhin soviel wie Ganzes. Der
Anlass zu dieser Uebertragung ist naheliegend. Es steht
gewiss nichts im Wege, zusammenhangslose und disparate
Inhalte, oder ausgesonderte Attribute, relative Bestimmungen
u. s. f. zusammenzuzihlen; aber hiezu haben wir nur in sel-
tenen Ausnahmsfillen einen Anlass. In der Regel ziihlen wir
Dingeim engeren Sinne, iiberhauptzusammengesetzte Ganze, die
sich durch besonders innige Verbundenheit ihrer Theile aus-
nehmend leicht von der Umgebung abscheiden und als Ganze
unser Interesse auf sich ziehen. Was sich nun durch innere
Zusammengehorigkeit und scharfe Begrenzung als Ganzes
aussondert, dem Interesse aufdriingt und hiedurch hauptsich-
licher Gegenstand der Zahlung wird, das wird Eines genannt.
Durch weitere Uebertragung bezeichnete aber schliesslich
Einheit soviel wie Ganzes.) Z. B. sagen wir, der Staat bilde
eine Einheit.

8. Einheit wird endlich auch in dem Sinne gebraucht wie
Ganzheit oder Geeinigtheit (man verzeihe die gezwungenen
Wortbildungen). Fiir diesen Begriffi haben wir iiberhaupt
keinen anderen gelidufigen Namen als Einheit. Es handelt
sich hier offenbar um eine abermalige Uebertragung. In
diesem Sinne sprechen wir z. B. von der Einheit der Seele
als einer ihrer Beschaffenheiten.

Mit Hilfe der siebenten und achten Bedeutung des Namens
Einheit konnen wir nun den Weg angeben, auf welchem man
zur Behauptung der strengen Punktualitiit der Einheit gelangt
sein mag. Eines ist, was geeinigt ist. Die Einigung ldsst aber
Vollkommenheitsgrade zu; sie ist um so vollkommener, je

) Vgl die Citate S. 125.  ?) Vgl. den Anhang z. 1. Theil.
®) Auch der Name Einigung und das Verbum einigen (zu einem
Ganzen verbinden) sind 2uf solche Weise entstanden.
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inniger sie ist. Das Ideal der Einigung ist aber Untheilbarkeit,
das Ideal der Untheilbarkeit der mathematische Punkt —
folglich kommt der ,strengen“ Einheit Punktualitit zu.

Gegen BAUMANN hebe ich noch hervor, dass selbst dann,
wenn die Aussenwelt ausschliesslich aus discreten mathe-
matischen Punkten bestéinde, die Zahlen nicht mehr und nicht
minder von ihr abstrahirt wiren, als jetzt, wo sie ganz anders
beschaffen ist. Der Geistesprocess der Zahlenabstraction bliebe
genau derselbe.

Die Willkiirlichkeit der Unterscheidung zwischen Einheit und Viel-
heit. Die Auffassung der Vielheit als einer Vielheit, als einer ge-
zithlten Einheit, als eines Ganzen.

Nach BAuMANN griindet die Thatsache, dass derselbe
Inhalt uns bald als Eines, bald als Vieles erscheint, in eben
jener Unvollkommenheit der #usseren Erfahrung, die uns
keine ,,strengen Einheiten* darbietet. Aber wiirden wir nichLt
auch in dem fictiven Idealfalle die Fiahigkeit beanspruchen
miissen, Gruppen von Punkten als neue Einheiten herauszu-
heben und selbst wieder zu zihlen? Gewiss erschiene auch
dann eine solche Gruppe je nach Gutdiinken bald als Ein-
heit und bald als Vielheit.

Wie aber erklirt sich dieses merkwiirdige Factum selbst?
Schon BERKELEY hob es hervor, und er macht daraus ein
scharfsinniges Argument gegen die realistische Auffassung der
Begriffe Einheit und Zahl als primdrer Qualititen. (, Wir
sagen Ein Buch, Eine Seite, Eine Linie; diese alle sind gleich-
sehr Einheiten, obschon einige derselben mehrere der anderen
enthalten. Und in jedem Betracht ist es klar, dass die Einheit
sich auf eine besondere Combination von Ideen bezieht, welche
der Geist willkiirlich zusammenstellt. **) Liegt in dieser
Willkiir der Auffassung, die jeden Unterschied zwischen

1) Principles, sect. 12. Vgl. auch New theory of vision, sect. 109.
(Works, Fraser 1, 85.)
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Einem und Vielem zu verwischen scheint, ¥) nicht eine ernst-
liche Schwierigkeit?

Betrachten wir, um hier Klarheit zu erlangen, die Sach-
lage erst einmal niher. Es ist eine Thatsache, dass wir oft
im Stande sind, einen und denselben Gegenstand, je nach
Belieben, als Eines und Vieles aufzufassen. Es ist ferner
eine Thatsache, dass wir Vielheiten zihlen konnen, wodurch
wir Zahlen erhalten, deren Einheiten selbst wieder Zahlen
sind, und darauf beruht alle Arithmetik. Man sieht auch
sofort, dass die zweite Thatsache eine Folge der ersten ist,
eine Folge eben jener Willkir der Auffassung. Wilhrend
man also einerseits erwarten mochte, dass die Willkiir alle
Arithmetik unmdoglich mache, zeigt sich andererseits, dass
auf ihr sich alle Arithmetik griinde.

Indessen diese Schwierigkeit ist blosser Schein. Bei
einer wirklichen Zihlung ist es nie zweifelhaft und willkiirlich,
was als Eins gezihlt werden soll. Dies bestimmt das leitende
Interesse, wie es auch bestimmt, wieviel wir zusammenzihlen.
Ohne Willkiir in diesem Sinne giibe es iiberhaupt keine Zahl.
Werden Vielheiten zusammengezihlt, so sind diese Vielheiten
die Einheiten. Der Widerspruch liegt nur in den Worten.
Man muss eben auseinanderhalten die Z#hlungen, welche jene
Vielheiten ergeben — wund nur im Hinblick auf diese sind sie
Vielheiten — und die Zihlung, welche dann die Vielheiten
wiederum zu einer Vielheit verbindet — und in Beziehung auf
diese neue Zihlung sind sie nicht Vielheiten, sondern Ein-
heiten.

Noch eine Bemerkung sei hier angefiigt. Es ist ein
wesentlicher Unterschied zwischen Vielheit schlechthin, d. h.
Vielheit als Vielheit gedacht, und zwischen Vielheit als Ein-
heit gedacht. Derselbe kann leicht auf seinen psychologischen
Ursprung zuriickgefiihrt werden.

1) Vgl. auch FREGE a. a. O. S. 58.
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Was das heisst, eine Vielheit als solche aufzufassen,
brauchen wir nicht von Neuem zu erliutern. Betrachten
wir daher gleich jene zweite Auffassungsweise einer Vielheit,
vermége deren sie als Einheit gedacht wird.

Eine Vielheit (sei es in concreto oder in abstracto) ist
ein Vorstellungsinhalt so gut wie irgend ein anderer; sie
kann daher mit beliebigen anderen Inhalten colligirt und
gezihlt werden. Jede (eigentliche) Zahlbildung erfordert in
Beziehung auf jeden einzelnen Gegenstand eine Reflexion auf
den ihn vorstellenden psychischen Act, durch sie wird er als
Einheit gedacht. Daher wird auch die Vielheit, sofern sie
als zu zihlender Gegenstand fungirt, als Einheit gedacht,
indem sie mit Reflexion darauf, dasssie ein Inhalt, ein Etwas
ist, angesehen wird.

Noch in einem ganz anderen Sinne kann von ,Vielheit
als Einheit’ gesprochen werden, nimlich in dem Sinne ,Viel-
heit als Ganzes’. Hier werden die Elemente der Vielheit
(resp. die Einheiten der Zahl) als Theilvorstellungen des
psychischen Actes gedacht, welcher die Vielheit zum inten-
tionalen Objecte besitzt. Das Interesse ruht auf dem Geeinigt-
sein der Elemente oder Einheiten in der Vorstellung der
Vielheit, bzw. Zahl; die Einigung aber erfolgt, wie wir fest-
stellten, nur in dem psychischen Act des Interesses und
Bemerkens, welcher die einzelnen Inhalte heraushebt und
verbindet, und kann auch nur in Reflexion auf ihn bemerkt
werden. Jede Vielheit besitzt, objectiv betrachtet, in diesem
Sinne Einheit; sie ist ein Ganzes; aber nicht immer richtet
sich ein besonderes Interesse darauf, nicht immer wird sie als
Ganzes gedacht. Bs wiire daher misverstindlich zu sagen:
wJede Vielheit ist nicht bloss Vielheit, sondern eine Vielheit
als Einheit gedacht® ...?) Beides muss vielmehr wol ausein-
ander gehalten werden.

1) SrewarTs Logik II, 42.
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Herbart’sche Argumentationen.

Misverstindnisse des Verhiiltnisses der Begriffe Einheit
und Vielheit sind die Quelle unzihbliger falscher Argumen-
tationen in der Philosophie gewesen. Einheit und Vielheit
sind einander entgegengesetzt; also, schloss man, kann nicht
dasselbe zugleich Eines und Vieles sein. Dieser Schluss
ist nur richtig, wenn man statt ,dasselbe’ sagt ,dasselbe in
derselben Hinsicht'. Zihlen wir Soldaten, dann ist ein Re-
giment eine Vielheit; zihlen wir Regimenter, so ist ein Regiment
eine Einheit. Ein Widerspruch besteht nicht, weil diese Viel-
heit und diese Einheit keinen Gregensatz bilden; denn sie ge-
horen verschiedenen Relationen als Glieder an. Nur wer
behauptete, dass ein Regiment eine Vielheit von Regimentern,
ein Soldat eine Vielheit von Soldaten sei, begienge einen
‘Widerspruch. Es verhilt sich hier wie bei Correlativbegriffen
iberhaupt; nur Glieder derselben Relation schliessen sich
wechselseitig aus.

Mit diesem Misverstindniss verband sich mitunter ein
anderes, welches dadurch entstand, dass man Einheit auch
in dem Sinne von Ganzes verstand und trotzdem Vielheit als
das entsprechende Correlativum auffasste.

An diesen Irrthiimern, sowie an der Verwechslung der Be-
griffe Einheit und Einfachheit scheitert die berithmte HERBART -
sche Argumentation, welche in dem Begriffe Eines Dinges
mit vielen Eigenschaften einen Widerspruch nachweisen will.

Auf die Frage, was ist das Ding? antworten wir durch
Aufzéhlung der Eigenschaften, also mit einem Collectivum.
Das sei, meint HERBART,?) wenn wir uns an den Wortlaut
halten, ungereimt; denn die Rede war nicht von Vielem, das
bloss in einer Summe sich zusammenfassen, aber zu keiner
Einheit sich verschmelzen liesse.

') Lehrbuch zur Einleitung in die Philosophie § 118.
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Schon hier konnen wir nicht beistimmen. Keinerlei Un-
gereimtheit konnen wir in dem Wortlaut finden, und die-
jenige, die HERBART hineininterpretirt, kennzeichnet bloss
eine begriffliche Verwechslung, die er begeht. Collectivum
im weiteren Sinne bedeutet dasselbe wie Vielheit; Collectivam
im engeren Sinn dasselbe wie Vielheit von gesonderten Dingen,
Individuen. Durch Aufzéihlung der Eigenschaften antworten
wir mit einem Collectivum in dem ersten Sinne, fiir den
HeRrBART unberechtigter Weise den zweiten unterschiebt.
Der sprachliche Ausdruck giebt den richtigen Gedanken ohne
jede Zweideutigkeit wieder. Indem wir sagen, die Orange
ist rot und rund w. s. w., driickt die adjectivische Form den
Unterschied des unselbstiindigen Merkmals gegeniiber dem
Dinge klar aus. Ein solcher Satz hat einen ganz anderen
sprachlichen Charakter wie z. B. der folgende: Die Commis-
sion besteht aus Miiller, Lehmann und Schulze. Nur hier,
wo ein Collectivum im engeren Sinne gemeint ist, giebt der
Wortlaut ein solches wieder.

Die begriffliche Verwechslung, vermtge deren HERBART
zur falschen Interpretation der sprachlichen Ausdrucksweise
gedriingt wurde, liegt nun auch seiner weiteren Argumen-
tation zu Grunde. Die Antwort auf die Frage: Was ist
ein Ding? verliere, meint er, ihre augenscheinliche Unge-
reimtheit, wenn wir sie genauer so fassen: das Ding ist der
Besitzer der Eigenschaften a b ¢ etc. Dann trete aber der
Widerspruch auf, wenn wir bedenken, dass der Besitz doch
ein ebenso vielfacher sei, als es Eigenschaften gibe. Die ein-
fache Frage: Was ist das Ding? verlange eine einfache
Antwort, die uns sage, von wem denn eigentlich gesagt wird,
dass er Bigenschaften habe und sie vereinige. ,Konnen
wir nun das vielfache Besitzen der vielen Eigenschaften nicht
auf einen einfachen Begriff zuriickfithren, der sich ohne allen
Unterschied mehrerer Merkmale denken lasse, so ist der
Begriff von dem Dinge, dem wir doch diesen vielfachen Besitz

Husserl, Philosophie der Arithmetik. I 12
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als seine wahre Qualitit beilegen miissen, weil wir es durch
viele Merkmale kennen lernten, ein widersprechender Begriff.“ ')

Inwiefern ist die Frage: Was ist das Ding? eine einfache,
die eine einfache Antwort verlange? HERBART supponirt
der Einheit von vornherein die Einfachheit, und dann ist es
kein Wunder, wenn die bestehende Vielheit der Eigenschaften
ihr widerspricht. Um zu erfabren, wer es sei, der die Theile
des Dinges einigt, wer sie hat, brauchen wir keine einfache,
sondern einfach die richtige Antwort: die Vereinigung der
Theile, das Ganze. Von jedem Ganzen gilt die Aussage,
dass seine Theile ihm zukommen, und dass es die Gesammt-
heit der Theile vereinige, also auch von dem Ganzen. das
wir Ding nennen. Und so ist denn dem Dinge in keinem
anderen Sinne der vielfache Besitz als seine wahre Qualitiit
beizulegen, wie irgend einem andersartigen Ganzen. Das
Unterscheidende liegt bloss in der Weise des Besitzens, und
diese ist es auch, die uns veranlasst in einem besonderen
Sinne von der Einheit des Dinges zu sprechen. Was wir
darunter verstehen, ist nichts Anderes als eben dies: dass die
Eigenschaften in dem Begriffe eines Dinges nicht in der Weise
eines blossen Collectivums zusammengerafft seien, sondern ein
Ganzes inhaltlich verbundener (sich wechselseitig durch-
dringender) Theile constituiren. Die Aussage, dass ein Ding
in diesem Sinne eine Einheit repriisentire (nimlich ein
»metaphysisches Ganzes*), und diejenige, dass es eine Viel-
heit von Eigenschaften (von ,metaphysischen Theilen) besitze,
stehen mit einander so wenig in Widerspruch, dass sie sich
vielmehr wechselseitig fordern. Ganzes und Theil sind eben
Correlativa. Man darf sich nicht durch die Aequivocation
des Wortes Einheit tduschen lassen, die es nahe legt, Einheit
und Vielheit als sich ausschliessende Gegensitze schlechthin
anzusehen. Einheit in dem Sinne der Zah! (die mit der Ein-

Ha a 0. §122
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fachheit immer gegeben ist) und Binheit in dem obigen Sinne
der Verbundenheit sind wolunterschiedene Begriffe.

Forscht man nun nach der Quelle aller dieser Confusionen,
so findet man, dass sie aus jener Verwechslung der beiden
Collectivbegriffe entspringt, von der oben die Rede war. Wird
der Begriff der Vielheit identificirt mit dem eines Collectivums
von Individuen (die ,bloss in einer Summe sich zusammen-
fassen, aber zu keiner Einheit sich verschmelzen lassen®),
dann freilich erscheint die Vielheit von Eigenschaften in der
Einheit des Dinges eine Unméglichkeit, denn diese Einheit
ist eben mehr als eine derartige Collectiveinheit. In solcher
‘Weise zur Verwechslung der Begriffe Einheit des Dinges und
Einfachheit des Dinges gedriingt, wird man es notwendig als
Widerspruch empfinden, dass der Begriff des Dinges sich nicht
als ein einfacher fassen lasse, der ,ohne allen Unterschied
mehrerer Merkmale* zu denken sei.

IX. Capitel.
Der Sinn der Zahlenaussage.

‘Widerstreit der Ansichten.

'Wir gehen nun zu der Streitfrage nach dem eigentlichen
Subject der Zahlenaussage iiber. Es ist bezeichnend fiir
die Verwirrung in den Begriffen, wenn in diesem Punkte
Uneinigkeit herrschen kann, und kaum glaublich ist es, wie
weit hier die Meinungen der Philosophen von einander ab-
weichen. J. ST. MiLL erklirt:!) ,Die Zahlen sind im

1) Jums Minn, Analysis IT, 92. Anm. Dem Wortlaute nach sagt
JAMBS MIot im Texte (S. 91) genau das Gegentheil, wie sein Sohn in
12*%
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strengsten Sinne Namen von Objecten. Zwei ist sicherlich
ein Name der Dinge, welche zwei sind, der zwei Kugeln.
zwei Finger u. s. w.¢

Ganz anders urtheilt HERBART. ,Jede Zahl,“ sagt er.
,bezieht sich ... auf einen allgemeinen Begriff des Ge-
zdhlten. . . . Zu der Zahl 12 denke man hinzu den allge-
meinen Begriff eines Stuhles oder eines Thalers, so wird man
gewahr werden, dass sich die Zahlbestimmung ungetheilt und
auf einmal dem Begriffe anschliesst.“*) Und diese Ansicht
hat in jiingster Zeit an FREGE einen eifrigen Vertheidiger ge-
funden. ,,Die Zahlenangabe,“ sagt er®) kurz und klar, ent-
halt ,eine Aussage von einem Begriffe. Mit dieser Auf-
fassung verwandt ist diejenige ScHUPPE's. Nach ihm beruht,
wie wir frither besprachen, die Zahl auf Vergleichungen und
Unterscheidungen der gezihlten Inhalte. Das Subject der
Zahlpradication sind aber, wie er meint,3) . nicht die Ver-
glichenen, welche fiir verschieden erkannt werden,” sondern
,,das, was in allen Unterschiedenen dasselbe ist.* ,,Wir haben
. . das Substantiv bei der attributiven Zahlbestimmung und
das Subject bel einer priidicativen als das Erscheinen oder
Gedachtwerden des einen Identischen — sei es eines Er-
scheinungselementes oder der Gattung eines solchen, sei es

der Anmerkung. ,Numbers .. are not names of objects. They are
names of a certain process; the process of addition.® Der Gegensatz
liegt aber nur in den Worten und beruht auf der entgegengesetzten Be-
deutung, in der die beiden MitL die Termini ,note* und ,connote® ge-
brauchen. Indem JAMES MIiLL einige Zeilen spater erklirt, die Namen
bezeichneten mit (,connote“) die gezihlten Dinge, driickt er in einer
freilich sehr misverstindlichen Form dasselbe aus wie sein Sohn, nimlich
dass die Zahlen Aussagen von Dingen seien. (Im Uebrigen stimmen
beide auch in der crass Husserlichen Auffassung der Zahlen tberein.
Der Process der Addition wird von JAMES MILL a. a. O. auf eine Stufe
gestellt mit Gehen und Schreiben.)

) a. a. O. II, 161 (§ 116). Vgl auch die oben S. 155—56 citirten
Stellen aus demselben Werke, sowie aus UEBERWEG's Logik.

%) FREGE, Grundlagen S.59. 3) SOHUPPE, Erkenntnissth. Logik S. 410.
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eines Dingbegrifies, z. B. der allgemeinen Charakterziige eines
Hundes oder einer Katze — mit resp. an mebreren Wo oder
mehreren Wann aufzufassen.®

Wiederum anders fassen andere Forscher die Zahlen-
aussage: sie betrachten die Zahlen als Pridicate von Mengen.
J. St. MiLL, sich selbst nicht treu, driickt sich wiederholt
auch in diesem Sinne aus. Nur wenige Zeilen nach der
vorhin citirten Stelle heisst es: ,,Numerals . . . denote the
actual collections of things®“ ?) Endlich kommt es auch
vor, dass zwei, drei, vier, .. . als Pridicate der Zahl im
Allgemeinen angesehen werden. Sprechen wir z. B. von drei
Aepfeln, denn sei nicht drei eine Bestimmung der Aepfel,
sondern der Zahl der Aepfel. Der Ausdruck ,der Aepfel
sind drei’ wiire der Bedeutung nach identisch mit dem
genaueren ,die Zahl der Aepfel ist drei’. Als Vertreter
dieser Ansicht darf SIGWART bezeichnet werden: ,,Wenn [die
Drei] Pridicat ist, sagt er, ,ist sie wirklich Priidicat der
Dinge, von denen sie ausgesagt wird, und nicht vielmehr
Pridicat ihrer Zahl .. .?%%)

Widerlegung und Entscheidung.

Fiir welche von diesen Auffassungen sollen wir uns ent-
scheiden?

Die Ansicht, dass die Zahl Pridicat der gezdhlten Dinge
sei, bedarf keiner langen Erwigung. Zwei ist sicherlich
nicht ,Name der Dinge, die zwei sind“, denn sonst wire
eben jedes derselben zwei. Wir sagen darum auch nicht:
die Dinge (die Kugeln, Finger u. s. w.) sind zwei, wie wir
sagen: sie sind farbig, schwer u. s. w.,, sondern: der Dinge
sind zwei. Dass die Zablen keine Attripute von Dingen sind,

»Wenn wir eine Sammlung von Gegenstinden zwei, drei, vier

nennen . . .4
%) StewarT, Logik 1%, 168,
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zeigt sich auch sonst im sprachlichen Ausdruck: es giebt
keine Zahlenadjectiva, wie es Adjectiva giebt fiir alle Arten
von Attributen.

Eine genauere Untersuchung erfordert und verdient die
HERBART'sche Ansicht, wonach die Zahlenangabe sich
auf einen Begriff beziehe. HERBART selbst hat die Be-
grindung derselben nicht genauer durchgefiihrt; wir halten
uns daber an die Argumente von FREGE, welcher alle Sorg-
falt daran wendete, HERBART’s Ansicht besser auszubilden
und auf positivem, wie auf kritischem Wege zu erweisen.

Folgendes ist sein Hauptargument: Betrachten wir Gegen-
stinde als Triger der Zahl, dann entsteht der Schein, als
ob demselben Gegenstande verschiedene Zahlen zuk#men.
Dies #indert sich sofort, wenn wir den Begriff als den wahren
Triger in seine Rechte setzen. ,,Wenn ich in Ansehung
derselben #usseren Erscheinung mit derselben Wahrheit sagen
kann: ,dies ist eine Baumgruppe’ und ,dies sind fiinf Baume’
oder ,hier sind vier Compagnien’ und ,hier sind fiinfhundert
Mann’, so éndert sich dabei weder das Einzelne, noch das
Ganze, das Aggregat, sondern meine Benennung. Das ist
aber nur das Zeichen der Ersetzung eines Begriffes durch
einen anderen. Damit wird uns . .. nahegelegt, dass die
Zahlenangabe eine Aussage von einem Begriffe enthalte.*

Das Argument stiitzt sich auf richtige Bemerkungen;
aber sie beweisen nicht, was hier bewiesen werden soll. Es
ist richtig, die Zahlen haften keinerlei Gegenstinden als
Merkmale an, und insofern sind diese nicht ihre Triiger; aber
sie sind dies gleichwol in einem anderen, besser berechtigten
Sinne. Die Zahl verdankt ihre Entstehung einem gewissen
psychischen Processg, welcher an die Zihlobjecte sich an-
kniipft und in diesem Sinne von ihnen ,getragen’ wird. Hilt
man sich an diese Triger, und beachtet man die Art
der Abstractionsprocesse, die hier vorliegen, dann entfillt
auch die Schwierigkeit, die oben hervorgehoben wird. Die
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Zahl ist eindeutig bestimmt, wenn der Inbegriff bestimmt ist,
an dem wir jenen Abstractionsprocess iiben. Aber die Gegen-
stinde fiir sich allein bestimmen nicht den Inbegriff. Die-
selben Gegenstiinde konnen in verschiedenen Inbegriffsformen
vorgestellt werden. Anstatt sie alle ohne jede Bevorzugung
collectivisch verbunden zu denken, konnen wir je nach der
Richtung unseres Interesses diese oder jene Gruppen fiir sich
herausheben und so auf mehr oder minder vielfaltige Art
Inbegriffe von Inbegriffen bilden. Wir konnen nun ferner
diese Theilinbegriffe ziihlen, dann ist das schliessliche Z&hlungs-
resultat eine Summe von Zahlen; wir konnen aber auch jeden
dieser Theilinbegriffe als Einheit ansehen, dann erhalten wir
wieder ein anderes Resultat u.s. w. So ergeben sich je nach
der Richtung des Interesses, welches die Inbegriffsbildung
leitet, verschiedene Zahlen oder Zahlverbindungen, von denen
aber eine jede durch die bei ihrer Zihlung zu Grunde gelegte
Inbegriffsform eindeutig bestimmt ist. Mit diesem Wechsel
des Interesses hiingt nun auch der Wechsel der Begriffe
zusammen, unter denen wir die Gegenstinde nach Gruppen
sondern und zihlen. Im Allgemeinen zihlen wir doch nur
Dinge, die als Tri#ger der oder jener Eigenschaften uns in-
teressiren. Gemeinsame Gattungsbegriffe leiten also in der
Regel unser Interesse, sie bestimmen concreten Falls die In-
begriffsbildung. Mit dem Wechsel des Interesses wird also
in der Regel ein Wechsel des Begriffes, unter dem wir die
Zashlobjecte denken, statthaben. Aber nicht immer ist dies
der Fall. Wir konnen doch aus einer Menge gleichartiger
Gegenstinde, z. B. Aepfel, ganz nach Zufall und Willkiir
Gruppen zu zwei, drei u. s. w. zusammenfassen, ohne dass
wir es hiebei abgesehen hitten auf irgend welche, gerade diese
zwei, drei, . . . Objecte umgrenzenden Begriffe.

Es ist zwar selbstverstindlich: fiir das eben diese Gruppe
heraushebende und einigende Interesse muss ein Motiv da
sein, bestehend in gewissen, gerade die Inhalte dieser Gruppe
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auszeichnenden begrifflichen Momenten; aber ist denn damit
gesagt, dass wir hiebei und bei der sich anschliessenden
Zihlung eine logische Subsumption vornehmen und die ein-
zelnen Inhalte explicite als Gegenstinde dieser Begriffe
denken miissen? Eine riumliche Configuration z B. leitet
unser Interesse, dass wir aus einem Haufen Aepfel eine
Gruppe von vieren herausheben. Miissen wir darum jeden
Apfel logisch subsumiren unter den Begriff des rdumlichen,
zu einer solchen Configuration gehorigen Inhaltes? Man darf
also nicht vermengen: das Nebenbei-Bemerken gewisser be-
grifflicher Momente (abstracter Theilinhalte) in der dusseren
Anschauung als das psychologische Motiv der Gruppenbildung,
und die logische Subsumption der Gruppenglieder unter den
beziiglichen Begriff. ?)

) Wenn KERRY (,Ueber Anschauung und ihre psychische Ver-
arbeitung® VI, Art., Viertelj. f. wiss. Phil. XIII, 892) sagt: ,es muss, wo
immer ich zdhle ... ein Begriff da sein, dessen Gegenstinde ich zihle,
so begeht er offenbar die oben charakterisirte Verwechslung; und
‘wenn er weiter zur Begriindung darauf hinweist, dass wir ohne einen
solchen ,Leitbegriff* ,Gefabhr liefen, etwas mitzuzihlen, was wir nicht
mitzéhlen sollen, und etwas auszulassen, was wir mitzihlen sollten® —
so ist darin so viel zugestanden, als wir irgend wiinschen kénner, nimlich
dass man zéhlen kann auch ohne solchen Leitbegriff, mag es nun ein ge-
fahrliches Zghlen sein oder nicht.

Wir konnen schon aus diesem Grunde die Triftigkeit der folgenden,
sich daran schliessenden Definition nicht zugestehen: ,ich nenne die-
jenige psychische Arbeit, wodurch ein Gegenstand unter einen der Leit-
begriffe einer gestellten Zshlaufgabe subsumirt wird, eine Einheitsetzung®.
Wenn ich einen Haufen Aepfel vor mir habe, brauche ich nicht heson-
dere Subsumptionen unter den Begriff Apfel zu vollziehen, um schritt-
weise zdhlend einen jeden als einen zu erfassen. Und was kdnnten sie
mir bestenfalls leisten? Die Constatirung der Thatsache, dass jedes der
vorliegenden Dinge ein Apfel sei. Dass aber jeder ein Apfel sei,
worauf es allein ankommt, erkenne ich so nicht, es sei denn, dass ich
von dem Gattungsbegriffe Apfel wieder absehe und zum Bins schlechthin
anfsteige. Und wie hier bei dem Begriff der Einheit, so kann ich auch
sonst bei den elementaren arithmetischen Begriffen KERRY’s Analysen
nicht beistimmen.
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Aber nehmen wir selbst an, es wiire immer so, wie man
behauptet, wir colligirten und ziihlten stets nur Objecte, so-
fern sie unter einen gemeinsamen Begriff fallen, dann geht
aus unserer Betrachtung klar hervor, dass die Zahl in keiner
Weise als Bestimmung dieses Begriffes angesehen werden
kann. Der Umstand, dass die Objecte a, b, ¢ unter den mo-
mentan bewussten sich gerade durch die gemeinsame Eigen-
thiimlichkeit ¢ auszeichnen, ist der psychische Anreiz dazu,
sie einheitlich herauszuheben; aber um sie zu zihlen, d. i
die zu diesem Inbegriffe gehorige Zahlform zu ermitteln, dazu
gehdren neue Motive und zwar solche, die mit der Deter-
mination von e« nichts zu thun haben. Interessiren wir uns
fiir die a,b, ¢ nur insofern sie von der Gattung « sind, dann
umfasst die Anzahl derselben mit dem hinzugefiigten Index «
alles, was wir fir den weiteren Denkgebrauch von dem In-
begriffe a, b und ¢ festzuhalten bendtigen. Wir erlangen so
eine inhaltlich vereinfachte Vorstellung, welche die uns mo-
mentan gleichgiltigen individualisirenden Differenzen jener
Objecte abgestossen hat. Dies sind aber Interessen, welche
in keiner Weise auf eine nithere Bestimmung des Begriffes
(man nehme diesen Ausdruck so weit, als man will) abzielen.

Abgesehen von den psychologischen Motiven, die uns zur
Zahlenabstraction veranlassen, zeigt auch die directe Be-
trachtung der letzteren, dass die Zahl nicht auf den Begriff
sich bezieht. Die Zahl ist die allgemeine Vielheitsform, unter
welche der Inbegriff der Gegenstinde a, b, ¢ fallt. Daher ist
es klar, dass dieser Inbegriff (diese Vielheit, Menge, oder
wie man es sonst nennen moge) das Subject der Zahlenaussage
bildet. Formell betrachtet verhalten Zahl und concrete Menge
sich wie Begriff und Begriffsgegenstand. Die Zahl bezieht
sich also nicht auf den Begriff der geziihlten
Gegenstinde, sondern auf deren Inbegriff. TIhr
Verhiiltniss zu dem Gattungsbegriffe des Gezihlten ist ein-
fach folgendes: Zihlen wir eine Menge gleichartiger Ob-
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jecte, z. B. A, A und A, so abstrahiren wir zuniichst von den
inhaltlichen Beschaffenheiten derselben, also auch davon, dass
sie von der Gattung A sind. Wir bilden die Inbegriffsform
Eins, Eins und Eins und merken nachtriglich an, dass Eins
hiebei die Bedeutung ,ein A’ haben solle. Also erst nach
der Zshlung, welcher als solchen der Umstand, dass die Ob-
jecte A’s sind, ganz gleichgiltig ist, tritt der Gattungsbegriff
als ein determinirender Factor zur Zahl hinzu: er determinirt
die Einheit, d. h. die zunsichst inhaltsleere Vorstellung des
gezihlten Etwas, als ein unter den Begriff A fallendes Etwas.

Das Verhiltniss zwischen Zahl und Gattungsbegriff des
Geziihlten ist also in gewisser Weise das umgekehrte wie
das von HERBART und FREGE behauptete. Nicht sagt die
Zahl etwas von dem Begriffe des Geziihlten, sondern dieser
sagt etwas von der Zahl aus. Allerdings bezieht man den
Ausdruck ,Aussage von einer Zahl' gewohnlich nur auf
Verhéltnisse der Zahl zu anderen Zahlen. Aber das ist
nicht die einzige Art der Aussage, die moglich ist. Auch
dies ist eine Aussage von der Zahl, dass die Einheiten, die
sie ziihlt, gewisse Beschaffenheiten haben; denn dadurch wird
die Zahl selbst (nur von der allgemeinen Vorstellung, nicht
von dem Abstractum Zahl ist die Rede) zu einer concre-
teren Vorstellung determinirt.

Eine weitere Bestittigung fiir die Ansicht, dass die Zahl
Begriffen beigelegt wird, sieht FREGE in dem deutschen Sprach-
gebrauche, demgemiss man ,zehn Mann’, ,vier Mark’, ,drei
Fass’ sagt. Der Singular soll hier andeuten, dass der Begriff
gemeint ist, nicht das Ding. ?)

Dies ist eine etwas kithne Deutung. FREGE iibersieht,
dass mit den Namen Mark, Fass, Mann nicht abstracte, sondern
allgemeine Begriffe gemeint sind. Viel leichter passt daher
jener Sprachgebrauch zu unserer Auffassung. wonach z. B.

Y a a 0. S. 64



Capitel IX. Der Sinn der Zahlenaussage. 187

zehn Mann kurz und gut dasselbe besagen wiirde wie: Zehn,
worin jedes Eins, ein Mann ist, oder zehn Dinge, deren
jedes ein Mann ist. Die gewdhnlichere Redeweise ist zehn
Minner, zehn Fisser u. s. w. Der zu Grunde liegende ‘Ge-
danke ist hier ein etwas anderer. Der Plural Minner deutet
die unbestimmte Vielheit an, das zugesetzte Zahlenattribut
determinirt oder klassificirt sie, es bestimmt das Wieviel.
Man versteht nun auch, warum das Zahlenattribut niemals
im Plural erscheint, wihrend es doch an Pluralen fiir die
Zahlensubstantiva (Zehner, Hunderte etc.) nicht fehlt. Steht
das Zahlwort attributiv, dann bezieht es sich immer auf das
durch den beistehenden Plural (Méinner, Fisser etc.) ange-
deutete Collectivum als Ganzes. Anders verhilt es sich mit
sonstigen Attributen. Wir sagen nicht,gut Minner’, sondern
,gute Minner’, weil die Giite nicht dem Collectivum, sondern
jedem einzelnen Manne zugeschrieben wird; sie ist also eine
ebenso vielfache als es Minner giebt, und dies driickt die
Pluralbildung correct aus. Es ist folglich nicht richtig, wenn
FREGE den gewshnlichen Sprachgebrauch irrefiihrend nennt,
weil z. B. in dem Ausdrucke ,vier edle Rosse’, ,vier’ und ,edel’
wie Merkmale gleicher Stufe behandelt wiren. ,Vier’ist doch
nicht der Plural eines Adjectivs, welches durch diese Form
eine Distribution auf jedes der Rosse sprachlich andeutet.

Allerdings giebt es sprachliche Ausdriicke, welche. der
Form nach misdeutlich genannt werden miissen. Man sagt ,viele
Menschen’ statt des correcteren Ausdrucks ,viel Menschen’.
Man spricht von Vielheit und Zahl der Menschen, wie z. B.
von Farbe und Grosse der Menschen. Es ist richtig, dass
hier eine Unterscheidung zu machen ist; aber sie besteht in
nichts anderem, als dass die ersteren Ausdriicke collectiv,
die letzteren distributiv disponiren.

‘Was dazu verleitet hat, die Zahlenangabe als Aussage von
einem Begriffe aufzufassen, ist folgender Gedanke. Man
kann in jedem Falle die gezihlten Objecte durch gemeinsame
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Merkmale (seien es innere oder relative) so genau determiniren,
dass der entstehende Gattungsbegriff nur auf die hic et nunc
gezihlten Objecte passt und auf keine anderen. Urtheilen wir
z. B.: der Wagen des Kaisers wird von vier Pferden gezogen,
dann wiirde der Begriff Pferd dieser Anforderung nicht ge-
niigen, denn es giebt auch sonst noch Pferde. Anders wenn
wir den Begriff ,Pferd, das den Wagen des Kaisers zieht’,
wihlen, insbesondere wenn wir Ort, Datum und Tageszeit
zu notiren nicht vergessen; dieser Begriff passt nur auf die
vier hier concret gegebenen und gezihlten Pferde. Ver-
fahrt man solcher Art in allen Fillen, dann entsteht
offenbar ein Verhiltniss eindeutiger Abhingigkeit zwischen
dem so determinirten Begriff und der Anzahl der geziihlten
Objecte. Mit dem Begriffe ist auch die Zahl und zwar ein-
deutig bestimmt. Nehmen wir den Begriff Pferd, so ist iiber
die Anzahl von Pferden noch nichts ausgemacht. Withlen
wir aber den Begriff ,Pferd, das den Wagen des Kaisers
zieht’, dann ist mit ihm schon eo ipso gegeben, dass die
Zahl der (so bestimmten) Pferde vier und nur vier sein kann.
Macht man nun noch die Bemerkung, dass jede Aenderung
des Begriffes anch eine Aenderung der Zahl bedingt, dann
erscheint die Abhingigkeit der Zahl von dem Gattungsbegriffe
des Gezihlten als eine vollkommene, und es wird so der Ge-
danke nahegelegt, es mochte die Zahl iberhaupt nichts anderes
bedeuten als ein gewisses, jenem Begriffe zukommendes Merk-
mal; von einem Begriffe also (nimlich dem in der ange-
gebenen Art pricisirten Begriffe des Geziihlten) sage die
Zahlenangabe etwas aus, und, was sie aussage, zu ent-
wickeln, sei nun die Aufgabe logischer Analyse.?)

Bei einer genaueren Erwiigung der Sachlage zeigt es sich
aber, dass die Zahl nur die Beziehung zu jenem Begriffe hat,
dass sie seinen Umfang abzihlt. Mit dem Begriffeist auch sein

') Dies war wol der Gedankengang FREGE's.
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Umfang bestimmt, und da dieser in den hier betrachteten
Fiillen eine begrenzte endliche Vielheit darstellt, so kommt
ihm natiirlich auch eine Zahl zu. Nicht dem Begriffe ,Pferd,
welches den Wagen des Kaisers zieht’, kommt die Zahl vier
zu, sondern dem Umfange desselben, d. i. dem Inbegriffe
dieser Pferde. Nur indirect kann man allenfalls sagen, der
Begriff hat die Eigenschaft, dass seinem Umfange die Zahl
vier zukommt. Dass die jeweilige Zahlenaussage nicht im
Entferntesten den Ausdruck dieses complicirteren Gedankens
meint, bedarf wol keines Beweises.

Nachdem wir in den vorstehenden Erérterungen den Sinn
der Zahlenaussage und ihr Verhiltniss zum Begriff des Ge-
zihlten klar bestimmt und fiir die S. 181 aufgefiihrte Ansicht
MinL's Partei ergriffen haben, bedarf die SCHUPPE’sche
Lehre. die als Subject der Aussage dasjenige ansieht, was
»in allen Unterschiedenen dasselbe ist* (das kann doch nur
ein gemeinsames begriffliches Moment sein), keiner besonderen
‘Widerlegung.

Dagegen mogen einige Worte der oben an letzter Stelle
erwiihnten Ansicht gewidmet werden, welche zwei, drei u.s. Ww.
als Pridicate der Zahl im Allgemeinen ansieht. Es ist kein
Zweifel, dass wir den allgemeinen Anzahlbegriff sehr hiufig
als Vermittler nehmen. Wir sagen z. B. die Zahl der Aepfel
ist drei. In diesem Falle subsumiren wir den concret vor-
liegenden Inbegriff der Aepfel erst unter den allgemeinen
Anzahlbegriff. Indessen ist dies doch ein Umweg, fiir den es
hiiufig an Anlidssen fehlt. Sagen wir z. B. der Aepfel sind
drei, so wird unmittelbar dem Inbegriff derselben die Zahl
beigelegt.
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Anhang zum ersten Theile.

Die nominalistischen Versuche von Helmholtz und Kronecker.

Wir hatten bereits im VIII. Capitel Gelegenheit, eine nomi-
nalistische Auffassung der Anzahlbegriffe kennen zu lernen. Sie
beruhte auf der Verwechslung des Begriffes Eins mit dem Zeichen 1,
welches jedem zu zihlenden Gregenstande bei der primitivsten Art
der symbolischen Zihlung zugeordnet wird. Die Anzahlen sind
dann blosse Zeichen fiir die entstehenden Einsermengen. So schliesst
BERKELEY, ,dass das, was man als abstracte Wahrheiten und
Theoreme iiber Zahlen ansieht, in Wahrheit auf kein Object geht,
das von den einzelnen ziihlbaren Dingen verschieden wiire, daneben
bloss auf Namenund Ziffern, dieurspriinglich in keinem anderen
Sinne betrachtet wurden, als sofern sie Zieichen sind oder geeignet,
auf eine angemessene Weise alle einzelnen Dinge zu bezeichnen, welche
man zu zéhlen notig hatte®. ') Wahrend BERKELEY von den primitiven
und urspriinglicheren Formen symbolischer Zihlung ausgegangen
war und die htheren Formen als auf jene gegriindet angesehen
hatte, nehmen zwel neue nominalistische Versuche, noch mehr an der
Oberfliche haftend, von vornherein ihren Ausgang von diesen
htheren, uns jetzt alltdglichen Z#hlungsmechanismen, deren sym-
bolischen Charakter sie ginzlich verkennen, indem sie in ihnen die
urspriingliche Quelle der Zahlbegriffe suchen. Herrithrend von
grossen Forschern und als die Grundlagen woldurchdachter arith-

1) Principles of Human Knowledge. Sect. 122. Vgl. auch Sect. 121.
(UEBERWEG, S. 88.) Das ,urspriinglich“ im Citat richtet sich gegen die
Philosophen; sie verkannten den natiirlichen und urspriinglichen Sinn
der Zahlnamen und -Zeichen, indem sie diese hinterher auf (eingebildete)
abstracte Ideen bezogen.
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metischer Theorien dienend, beanspruchen sie in besonderem
Masse unser Interesse. Sowol v. HELMHOLTZ als KRONECKER
zielen mit ihren Analysen auf die Gewinnung der wahren Funda-
mente der allgemeinen Arithmetik. Diese Seite ihrer Bemithungen
miissen wir bei der nachfolgenden Kritik ausser Acht lassen, da
wir die Frage nach den eigentlichen Grundbegriffen der allge-
meinen Arithmetik bisher noch nicht in Angriff genommen haben.

nDas Zihlen,* sagt HELMHOLTZ, ,ist ein Verfahren, welches
darauf beruht, dass wir uns im Stande finden, die Reihenfolge, in
der Bewusstseinszustéinde zeitlich nacheinander eingetreten sind,
im Gediichtniss zu behalten. Die Zahlen diirfen wir zunichst als
eine Reihe willkiirlich gew#hlter Zeichen betrachten, fiir welche
nur eine bestimmte Art des Aufeinanderfolgens als die gesetz-
missige, oder nach gewdhnlicher Ausdrucksweise ,natiirliche’ von
uns festgehalten wird. Die Bezeichnung der ,natiirlichen’ Zahlen-
reihe hat sich wol nur an eine bestimmte Anwendung des Zihlens
gekniipft, ndmlich an die Ermittelung der Anzahl gegebener
reeller Dinge. Indem wir von diesen eines nach dem andern dem
gezihlten Haufen zuwerfen, folgen die Zahlen bei einem natiir-
lichen Vorgang auf einander in ihrer gesetzmissigen Reihe. Mit
der Reihenfolge der Zahlzeichen hat dies nichts zu thun; wie die
Zeichen in den verschiedenen Sprachen verschieden sind, so kinnte
auch ihre Reihenfolge willkiirlich bestimmt werden, wenn nur un-
abinderlich irgend eine bestimmte Reihenfolge als die normale oder
gesetzmiissige festgebalten wird. Diese Reihenfolge ist in der That
eine von Menschen, unseren Voreltern, die die Sprache ausgearbeitet.
haben, gegebene Norm oder Gesetz. Ich betone diesen Unterschied,
weil das angeblich Natiirliche mit der unvollstiindigen Analyse des
Begriffs der Zahl zusammenhéngt.“ 1)

»Nach den vorausgegangenen Erorterungen ist jede Zahl nur
durch ihre Stellung in der gesetzméssigen Reihe bestimmt. Das
Zeichen Eins legen wir demjenigen Gliede der Reihenfolge bei,

1) Die psychologischen Erdrterungen, welche HELMHOLTZ in Be-
treff der ,Bindeutigkeit der Folge“ der Zeichen, und den Zusammenhang
derselben mit Zeit und Gedichtniss anschliesst, knnen wir, als fiir un-
sere Zwecke irrelevant, iibergehen.



192 Anhang zum ersten Theile.

mit dem wir beginnen. Zweli ist die Zahl, welche unmittelbar,
d. h. ohne Zwischenschiebung einer anderen Zahl, in der gesetz-
missigen Reihe auf Eins folgt. Drei ist die Zahl, die ebenso
unmittelbar auf Zwei folgt u. s. w. Ein Grund, diese Reihe
irgendwo abzubrechen, oder in ihr zu einem schon frither ge-
brauchten Zeichen zuriickzukehren, ist nicht vorhanden.?)

In dieser Weise schreitet HELMHOLTZ nun fort. Die
Zeichen der von Eins beginnenden festen Relhe kinnen dazu
dienen, beliebige Folgen von Objecten zu signiren, unter Anderem
auch irgend welche Ausschnitte der ,Zahlenreihe¢ selbst. Hiedurch
gewinnt HELMHOLTZ die Moglichkeit, die Addition als eine rein
signitive Operation zu definiren, woraus Siitze, oder genauer ge-
sprochen: Zeichenaequivalenzen der Art wie

@a+b)+1=a+0+1)
hervorgehen.  Ueberhaupt gelingt es, alle Grundformeln des
Rechenalgorithmus der positiven ganzen Zahlen, also diejenigen
Formeln, aus welchen alle seine Regeln deductiv hergeleitet werden
konnen, zu erweisen, wobel nur zu beachten ist, dass sie insge-
sammt als blosse Aequivalenzen gewisser Zeichencomplexe (giltig
im Sinne der signitiven Ausgangsdefinitionen) erscheinen.

Aber was soll uns dieses leere Zeichenspiel, wird man ver-
wundert fragen? Auf diese Frage, welche bereits PAUL DU BoIs
REYMOND ?) friiheren Bestrebungen von gleicher Tendenz entgegen
gehalten hatte, ist HELMHOLTZ wol vorbereitet. ,Abgesehen
von der damit gemachten Probe auf die innere Folgerichtigkeit
unseres Denkens, wiirde freilich ein solches Verfahren zunichst
ein reines Spiel des Scharfsinns mit eingebildeten Objecten sein, . . .
wenn es nicht so susserordentlich niitzliche Anwendungen zuliesse.
Denn mittelst dieses Zeichensystems der Zahlen geben wir Be-
schreibungen der Verhiltnisse reeller Objecte, die, wo sie anwendbar
sind, jeden geforderten Grad der Genauigkeit erreichen kbonnen,
und mittelst desselben werden in einer grossen Anzahl von Fillen,

) Philos. Aufsiitze zu ZELLER's Jubil. S. 22—28.
#) Allgemeine Functionentheorie S.50—51. Vgl. iibrigens anch MILL's
Einwiirfe gegen die nominalistischen Theorien der Arithmetik: Logik
Buch II, Cap. VI, § 2. (Gomperz’ Uebers. I, 274 ff)
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wo Naturkdrper unter der Herrschaft bekannter Naturgesetze zu-
sammentreffen oder zusammenwirken, die den Erfolg messenden
Zahlenwerte durch Rechnung voraus gefunden. Obgleich nun
HELMHOLTZ in den spiiteren Theilen seiner Abhandlung aus-
fihrlich auf diese Anwendungen eingeht und die Lisung der Frage:
» Was ist der objective Sinn davon, dass wir Verhiltnisse reeller
Objecte durch benannte Zahlen als Grissen ausdriicken, und unter
welchen Bedingungen konnen wir dies thun?“ als seine Hauptauf-
gabe betrachtet,}) so vermissen wir doch all das, was seine Auf-
stellungen iiber den Nominalismus erheben wiirde.

Die Zahlen sind von HELMHOLTZ zuniichst als willkiirliche
Zeichen definirt. Vergeblich suchen wir aber im weiteren Verfolge
seiner Darlegungen, was denn diese Zeichen eigentlich bedeuten,
In verschiedenen Fillen konnen sie die heterogensten Gegenstiinde
signiren, und doch ist die Signatur keine willkiirliche. Wo immer
wir den Namen Fiinf gebrauchen, geschieht es in demselben
Sinne. Worin ist es also begriindet, dass verschiedenartige Vor-
stellungsinhalte in demselben Sinne von diesen Zeichen bezeichnet
werden? Kurz, welches ist der Begriff, der bei jeder Verwen-~
dung der Zeichen vermittelt und die Einheit ihrer Bedeutung
ausmacht ?

Es ist nicht schwierig, aus der Art der Einfiihrung
und Verwendung der HELMHOLIZ’schen Zahlen - Zeichen die
iibersehenen und sie fundirenden Begriffe zu reconstruiren,
wenn wir nur stindig die Frage im Auge behalten, was demnn
Zieichen solcher Art zu signiren fihig seien. Bei der zihlenden
Signirung verwenden wir irgend welche Strecken der von Eins
beginnenden Zeichenreihe; eine Vielheit von Objecten muss also
vorliegen, deren jedes, die Eindeutigkeit der Bezeichnung voraus-
gesetat, je eins und pur eins der Zeichen erhilt, Durch den als
unbeschriinkt angenommenen Vorrat von Bezeichnungen kinnen wir
nun die Elemente jeder erdenklichen Menge signiren. Soll dies
aber nicht ein ginzlich sinnloses Thun sein, so muss an den Dingen
oder der Menge selbst etwas sich finden, was durch diese Zeichen

1) a. a. 0. S. 20
Husserl, Philosophie der Arithmetik, I, 13
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speciell getroffen wird. Die concreten Inhalte kinnen es nicht
sein: sie wechseln von Menge zu Menge. Auch das Eins-sein des
Einzelnen nicht; denn die Zeichen, die wir den verschiedenen
Einzelobjecten beilegen, sind verschieden und miissen also ein ver-
schiedenes begriffliches Fundament besitzen.

Nur eine Beschaffenheit der Zeichen haben wir noch unbe-
achtet gelassen: ihre festbestimmte Folge, in welcher sie auch
stets (nach Vorschrift) bei der zihlenden Signirung in Action
treten. Ziehen wir dies in Betracht, dann findet sich sofort die
Bedeutung der Zeichen. Ist deren Ordnung das Fundament der
Bezeichnung, so muss jedes Zeichen vermdge seiner eindeutig be-
stimmten Stelle in der Zeichenreihe die entsprechende Stelle des
signirten Mengengliedes in der Reihenordnung der ganzen Menge
andeuten, Mit einem Worte: jedes Zeichen ist Ordnungszeichen,
ist das Zeichen einer Ordinalzahl im gewdhnlichen Sinne des
Wortes. Die Bedeutung jedes Zeichens liegt darnach in seinem
Stellenwerte. Eins wire das Zeichen fiir das erste Glied
einer' Reihe als solcher, d. h. fiir das Anfangsglied. Zwei das
Zeichen fiir das zweite Glied einer Reihe als soleher, d. h. fir
das auf das erste nichstfolgende Glied. Drei das Zeichen fir
das dritte Reihenglied, d. h. fiir das auf das zweite niichstfolgende
u. s. w. Es ist klar, dass diese Bezeichnungen auf ungeordnete
Mengen an und fiir sich nicht anwendbar sind. Fehlt indessen
eine sachliche Anordnung, deun konnen dieselben doch mit Riick-
sicht auf die #usserliche zeitliche Folge, in welcher die Mengen-
glieder durchlaufen werden, Anwendung finden.

Durch diese Reflexionen haben wir aus den Erklirungen,
durch welche HELMHOLTZ seine Bezeichnungen einleitet, und den
Anwendungen, die er ihnen im Zahlungsprocess vorschreibt, die
Begriffe bestimmt, die ihnen zu Grunde liegen miissen und ihre
logische Bedeutung ausmachen. Es geht hervor, dass HELMHOLTZ
die Begriffe Fins, Zwei, Drei, u.s.w., d.h. die Anzahlbegriffe im
gewdhnlichen Sinne des Wortes, mit den Ordinalzahlbegriffen
(Erster, Zweiter, Dritter, u. s. w.) verwechselt, abgesehen da-
von, dass er diese nominalistisch als blosse Zeichen erklart.
Wir kénnen nach dem Anusgefithrten also auch nicht zustimmen,
wenn er saght: ,die Zahlenreithe ist unserem Gedichtniss ausser-
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ordentlich viel fester eingepriigt als jede andere Reihe... Wir
brauchen sie deshalb auch vorzugsweise, um durch Ankniipfung an
sie die Erinperung anderer Reihenfolgen in unserem Gedichtniss
zu festigen: d. h. wir brauchen die Zeichen als Ordnungszahlen¥, 1)
Nicht die Erinnerung anderer Reihenfolgen zu festigen, sondern
die Stellangen der Glieder in irgend welchen Reihenfolgen als
solchen, und zwar vermdge der abstracten Stellungsbegriffe zu be-
zeichnen, ist die Function der HELMHOLTZ'schen Zeichen; und es
ist dies nicht bloss ihre ,vorzugsweise® sondern ihre einzige
Function. Jede Verwendung dieser Zeichen bedeutet eine Ver-
wendung von Ordinalzahlen im eigentlichen Sinne des Wortes, sei
es direct oder indirect.

Das zuletzt Gtesagte wird natiirlich auch Geltung besitzen fiir
jene specielle Verwendungsweise der ,Zahlenreihe“, durch welche
HELMBOLTZ den ,Begriff der Anzahl der Elemente einer Gruppe
glaubt definiren zu konnen, und so haben wir ihn denn mit gutem
Rechte zu jenen Forschern gerechnet, ®) welche den Anzahlbegriff
als eine blosse Dependenz des Begriffes der Ordinalzahl erkliren.
Fassen wir nun die HELMHOLTZ'sche Definition selbst ins Auge:
» Wenn ich die vollstindige Zahlenreihe von 1 bis n brauche, um
jedem Elemente der Gruppe eine Zahl zuzuordnen, so nenne ich
n die Anzahl der Glieder der Gruppe.“®) Diese Zuordnung
bewirkt eine bestimmte Anordnung der Gruppenglieder, und es ist
dann ein Theorem, ,dass die Anzahl der Glieder durch Aende-
rungen der Reihenfolge der Glieder unverdindert bleibt, wenn Aus-
lassungen und Wiederholungen derselben vermieden werden.“

Entspricht diese Definition wirklich dem uns so wol vertrauten
Anzahlbegriffe? Die Zahlenreihe wurde als eine Reihe willkiirlicher
Signaturen eingefithrt. Sollte der Ausdruck ,Anzahl n einer Menge
M’ wirklich nichts anderes bedeuten, als die Eigenschaft dieser
Menge, dass bei irgend einer beliebigen Anordnung und gliedweisen
Signirung derselben durch die Reihe jener Zeichen, n das Zeichen
des letzten und hochsten Gliedes sei?

Den HELMHOLTZ'schen Zeichen konnen, wie unsere obigen
Analysen ergeben haben, vermoge ihrer besonderen Natur nur

Ya a 0892 HVlS. 44 W. 3 a a OS82
13*
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Ordinalzahlbegriffe entsprechen — sollte vielleicht der Recurs auf
diese, von dem grossen Physiker nicht hinreichend gewiirdigten
Begriffe zu einem besseren Sinn der obigen Definition fiihren?
Auch das kann ich nicht einsehen. Sage ich z. B. die Anzahl
dieser Aepfel sei vier, so meine ich doch nicht den Umstand, dass
bei irgend einer Anordnung derselben das letzte Element das vierte.
sondern eben dass ein und ein und ein und ein Apfel vorhanden
sei. Fir den wahren Anzahlbegriff, der von einer Anordnung der
gezihlten Einheiten nichts enthdlt, ist natiirlich das oben erwihnte
Theorem ebenso belanglos, wie es vom Standpunkte der HELM-
HOLTZ’schen Definition unerlédsslich ist.

Nach all diesen Ausfiihrungen bedarf es nicht weitldufiger
Beweise, dass die auffillige Polemik HELMHOLTZ' gegen die Be-
zeichnung der Zahlenanordnung als einer natiirlichen!) nicht
triftig sein kann. In keinem Punkte zeigen sich die nomina-
listischen Misverstindnisse, in welche dieser geniale Forscher ver-
fallen ist, deutlicher als hier. Wird es zugegeben, dass die Zahlen
nichts anderes sind, als willkiirliche Zeichen in willkiirlich fest-
gesetzter Anordnung, dann ist allerdings die Bezeichnung dieser
Anordnung als einer ,natiirlichen® irrefiihrend. Jede andere An-
ordnung der Zeichen hiitte ebenso gut als Zahlenreihe angenommen
werden konnen. Indessen diejenigen, welche von einer natiirlichen
Anordnung des Zahlengebietes sprechen, meinen doch nicht die
Anordnung willkiirlicher Zeichen, sondern gewisser, durch .sie
bezeichneter Begriffe. Welche immer wir betrachten, ob die
Ordinalzahlen oder die Anzahlen (beide Termini im #chten Sinne
genommen), wir erkennen stets, dass die Reihenordnung eine durch
die Natur dieser Begriffe selbst begriindete ist. Bei den Anzahlen
z. B. besteht das Ordnungsprincip darin, dass jede in der Reihe
nichstfolgende Zahl um Eins mehr ist als die vorhergehende.

Der nominalistische Versuch KRONECKER's ist von dem soeben
besprochenen nicht sehr wesentlich unterschieden, wie man aus
folgendem Citat ersieht:

»Den naturgemidssen Ausgangspunkt fiir die Entwicklung des

') Vgl -die unserer Kritik vorausgeschickten Citate.
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Zahlbegriffes finde ich in den Ordnungszahlen. In diesen be-
sitzen wir einen Vorrat gewisser, nach einer festen Reihenfolge
geordneter Bezeichnungen, welche wir einer Schaar verschiedener
und zugleich fiir uns unterscheidbarer Objecte beilegen konnen.
Die Gesammtheit der hiebei verwendeten Bezeichnungen fassen wir
in dem Begriffe der ,Anzahl der Objecte¥, aus denen die Schaar
besteht, und wir kniipfen den Ausdruck fiir diesen Begriff un-
zweideutig an die letzte der verwendeten Bezeichnungen an, da
deren Aufeinanderfolge fest bestimmt ist. So kann z. B. in der
Schaar der Buchstaben (a, b, ¢, d, ¢) dem Buchstaben a die Be-
zeichnung als ,erster, dem Buchstaben b die Bezeichnung als
noweiter u. s. f. und endlich dem Buchstaben e die Bezeichnung
als , fiinfter‘ beigelegt werden. Die Gesammtheit der dabei ver-
wendeten Ordnungszahlen oder die ,,Anzahl® der Buchstaben a, b,
¢, d, e kann demgemiss in Ankniipfung an die letzte der verwen-
deten Ordnungszahlen durch die Zahl ,,Fiinf** bezeichnet werden.* 1)

Sollte also Fiinf wirklich nichts anderes sein als ein Zeichen
fir den Inbegriff der Zeichen: Erster, Zweiter, Dritter, Vierter,
Fiinfter?#)

Die Quelle der merkwiirdigen Misverstindnisse, in welche die
beiden beriihmten Forscher (wie vordem BERKELEY) verfallen sind,
liegt nun, wie bereits eingangs dieser Kritik erwidhnt wurde, in
der Misdeutung des symbolischen Ziihlungsprocesses, den wir blind-
gewohnheitsmiissig iben. Wir verfahren dabei so, dass wir den
Gliedern der zu zihlenden Menge die Zahlnamen mechanisch zu-
ordnen, und dann den letzterforderten Namen als den der gesuchten
Zahl ansehen, Wirklich dienen uns die Namen zunichst als eine
gedichtnissmissig feste Reihe inhaltsleerer Zeichen; denn ibr be-
grifflicher Gehalt kommt wihrend der Zéhlung durchaus nicht ins
Bewusstsein. Erst nach Vollendung des Processes tritt, mit Riick-
sicht auf den eigentlichen Zweck desselben, der (eigentliche oder
symbolische) Zahlbegriff ins Bewusstsein als die Bedeutung des

1) a. a. O. S. 265—66.

%) Ein analoger Einwand trifft auch DEDEKIND’s Definition der An-
zahl. Vgl oben S. 138 Anm., sowie die Seiten 54, 27 und 21 der dort
citirten Schrift DEDEKIND’s,
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resultirenden Zahlwortes. An den #Husserlichen und blinden Pro-
cess haben jene grossen Mathematiker sich nun gehalten, seine
symbolische Function verkannt und so Zeichen und Sache ver-
wechselt. Dass sie mit den Zahlnamen dieselben Begriffe ver-
binden, wie alle anderen Menschen, ist unzweifelhaft und bel
HELMHOLTZ finden sich Stellen genug, die nur mit Beziehung auf
die wahren Zahlbegriffe ihre vollverstindliche Interpretation er-
halten konnen. Fs mussten sehr kriftige wissenschuftliche Inter-
essen sein, welche zu einem so merkwiirdigen Uebersehen der Be-
griffe verleiten konnten. Und sie sind mindestens bei HELMHOLTZ
durchsichtig genug: die Meinung, dass nur die Auffassung der
allgemeinen Arithmetik als einer consequenten Zeichensystematik
all die grossen Schwierigkeiten, welche in dieser merkwiirdigen
Wissenschaft anhaften, beseitigen kdnne, musste notwendig die
Tendenz erzeugen, die Anzahlbegriffe, die man als ihre eigent-
lichen Wurzeln zu betrachten pflegt, in nominalistischem Sinne
umzudeuten. HBs ist hier noch nicht der Ort, auf die eben be-
rithrten Fragen niher einzugehen.



ZWEITER THEIL.

DIE SYMBOLISCHEN ANZAHLBEGRIFFE
UND DIE LOGISCHEN QUELLEN DER
ANZAHLEN — ARITHMETIK






(:apitz?l X. Die Zafhlopgraﬁonen und die eigentlichen Zahlbegrifie. 901

X. Capitel.
Die Zahloperationen und die eigentlichen Zahlbegriffe.

Nach der Discussion und Ldsung der subtilen Fragen,
welche mit der Analyse der Begriffe Einheit, Vielheit, An-
zahl zusammenhiingen, erwiichst unserer philosophischen Unter-
suchung die Aufgabe, die Entstehung einer auf diesen Be-
grifien rubenden Rechenkunst psychologisch und logisch
begreiflich zu machen, und das Verhiéiltniss derselben zur
arithmetischen Wissenschaft zu erforschen.

Die Zahlen in der Arithmetik sind keine Abstracta.

Es wird zunichst niitzlich sein, eine logische Schwierig-
keit, die sich beziiglich allen Rechnens aufdriingt, zu erledigen.
Man sagt 2 und 3 ist 5; aber der Begriff 2 und der Begriff 3
bleibt doch immer der Begriff 2 und der Begriff 3, und nie
wird der Begriff 5 daraus. Und welchen Sinn hiitte es gar
von einem Rechnen mit gleichen Zahlen, von ihrer Addition,
Muitiplication etc. zu sprechen? Gold und Gold bleibt doch
immer wieder Gold; warum bleibt 5 und 5 nicht wiederum 57
‘Wie konnte man also Zahlbegriffe operativ. verkniipfen,
da jeder identisch das bleibt, was er ist; und da jeder Begriff
an und fiir sich nur ein einziger ist, wie sollte man gar
gleiche Begriffe verkniipfen?

Die Antwort liegt nahe. Der Arithmetiker operirt iiber-
haupt nicht mit den Zahlbegriffen als solchen, sondern mit
den allgemein vorgestellten Gegenstinden dieser Begriffe;
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die Zeichen, die er rechnend verbindet, haben den Charakter
auf Grund der Zahlbegriffe gebildeter allgemeiner Zeichen.
So bedeutet 5 nicht den Begriff (das Abstractum) Fiinf, son-
dern 5 ist ein allgemeiner Name (resp. ein Rechenzeichen)
fir irgend eine beliebige unter den Begriff Fiinf fallende
Menge als solche. 5+ 5==10 heisst soviel als: eine (irgend
eine, welche auch immer) unter den Begriff Fiinf fallende
Menge und irgend eine andere unter denselben Begriff fallende
Menge ergeben vereinigt eine unter den Begriff Zehn fallende
Menge.

Die Grundbethiitigungen an Zahlen.

Verstehen wir unter ,Zihlung’ den Process der Zahl-
bildung, dann konnen wir sagen: Zahlen entstehen durch
Zsihlung von Vielheiten. Mitunter sagt man auch, sie ent-
stinden durch Zihlung von Dingen (die natiirlich als Glieder
einer Vielheit gedacht sind), oder in weiterer Uebertragung,
durch Zihlung von Einheiten.

Zahlen entstehen aber nicht bloss auf diesem directen
Wege durch einfache Zahlung, sondern auch auf indirectem
durch die Rechnungsoperationen, welche mehrfache Zihlungen
einschliessen. Die Grundbethitigungen, welche wir
an allen Zahlen iiben, und durch welche allein wir aus ge-
gebenen Zahlen neue bilden konnen, sind Addition und
Theilung.

Um die erstere zu erkliren, pflegt man sich hiufig so
auszudriicken: Zahlen kénnen nicht nur durch Zusammen-
zihlung von Einheiten, sondern auch durch Zusammenzihlung
von Zahlen gebildet werden. Dies ist eine misverstindliche
Ausdrucksweise. Wiirde man Zahlen zusammenzihlen im
gewohnlichen Sinne wie etwa Aepfel, dann ergiibe die Zih-
lung von 2, 3 und 5 nicht 10 sondern 3. Das Zihlen, das
hier gemeint ist, bezieht sich offenbar nicht auf die Zahlen,
wol aber auf die Einheiten der Zahlen und zwar derart, dass
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die besonderen Verbinde, welche die Einheiten in den ,zu-
sammenzuzithlenden’ Zahlen bilden, aufgelost und insgesammt
zu Einer Zahl verkniipft werden.

Zablen konnen ferner entstehen durch Theilung. Eine
jede Zahl ist von Natur aus ein getheiltes Ganzes, die Ein-
heiten sind diese natiirlichen Theile. Aber jede Zahl, die
0, 1, 2 ausgenommen, lisst auch noch andere Theilungen zu,
Theilungen im arithmetischen Sinne, d. i. in Zahlen.

Die psychologische Grundlage, auf welcher die Addition
und Theilung der Zahlen bervht, haben wir im V. Capitel
aufgezeigt. Es ist eine Thatsache, dass wir mebrere In-
begrifisvorstellungen zugleich festhalten, und collectivisch
einigen, also Inbegriffe von Inbegriffen bilden konnen; und
wieder, dass wir einen gegebenen Inbegriff festhalten und doch
zugleich Gruppen seiner Elemente durch besondere Inbegriffs-
vorstellungen einigen, also eine Mehrheit von Inbegriffen
innerhalb des gegebenen vorstellen kdnnen. Und dasselbe
ist auch bei den allgemeinen Inbegriffsvorstellungen, den
Zahlen, der Fall.

Die Addition.

Betrachten wir nun die Grundoperationen etwas niher.
A ddiren heisst durch collective Verbindung der Einheiten
von zwei oder mehreren Zahlen eine neue Zahl bilden. Aus
Griinden, die wir friiher ¥) discutirt haben, fassen die Mathe-
matiker Eins als specielle Zahl auf. Demgemsss erscheint
ihnen jede Zahl ihrer inneren Constitution nach als additive
Verkniipfung von Einheiten oder Zahlen 1. Formell -arith-
metisch betrachtet ist dies richtig: man kann ja die collective
Verbindung von Einheiten als den speciellen Fall der Addition
gelten lassen, wo alle Addenden gleich Eins sind. Trotzdem
ist die Addition von Einheiten keine logische Specialisirung

1) Vgl VIIL Cap. S. 145—47.
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der Addition iiberhaupt. Ohne einen fertigen Zahlbegriff
giebt es keinen Additionsbegriff und auch keinen Begriff
einer Zahl 1. Es wire demgemiiss sehr verfehlt, die Zahl,
wie es oft geschieht, als eine additive Verkniipfung von
Einheiten zu erkliren, statt als eine collective. Das Ver-
bindungszeichen + zwischen Zahlenzeichen gesetzt, bedeutet
die erstere, zwischen Einsen gesetzt die letztere. Dass inner-
halb der Arithmetik von dieser tiuschenden Doppeldeutigkeit
des Zeichens abgesehen wird, ist tief in der Natur dieser
‘Wissenschaft begriindet. Wir stossen hier auf das erste
Beispiel eines wesentlichen Unterschiedes, den zu urgiren
wir noch sehr hiiufig Grund finden werden, den Unterschied
zwischen logischer und mathematischer Allgemeinheit.
Mathematisch betrachtet fungirt eine Collection von Einheiten
als ein singuléirer Specialfall einer Summation beliebiger
Zahlen, wihrend doch logisch betrachtet, der Begriff der
Summe den der Collection von Einheiten voraussetzt.

Noch eine andere, iibrigens verwandte Aequivocation hat
zur Verwechslung dieser beiden Verbindungsarten Anlass ge-
geben, nimlich die in dem Wortchen Und liegende. Im ge-
wobnlichen Sprechen dient es nur zur Bezeichnung der
collectiven Verbindung; in der sprachlichen Wiedergabe
arithmetischer Rechnungen hingegen wird + hiufig als ,und’
gelesen. Wir schreiben 7 + 5 und lesen sieben und fiinf.
,Und’ in diesem Sinne deutet die Addition in dem oben defi-
nirten strengen Begriffe an. Hiilt man die beiden Begriffe
nicht auseinander, dann kommt man leicht dahin, das -+, baw.
das Und in dem zweiten Sinne, in das Und in dem ersten
Sinne umzudeuten und so die Meinung des arithmetischen
Zeichens zu misverstehen. So glaubt z. B. F. A. LANGE,?)
die KsN1’sche Auffassung des Urtheils 7 + 5 — 12 gegen-

) Geschichte des Materialismus I1I3, 119.
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iiber den bekannten Angriffen R. ZIMMERMANN’s!) dadurch
rechtfertigen zu kdnnen, dass er 7+ 5 als blosse Verbindung
von 7 und 5 deutet, wobei er mit Grund sich auf KANT beruft,
der die .Zusammenstellung® der beiden Zahlen anstatt der
Addition in jenem zusammengesetzten Zeichen ausgedriickt
findet. ®) Aber es ist ganz unzweifelbaft, dass 745 nicht die
Bedeutung eines Collectivums haben kann, dessen Glieder
7 und 5 sind. 7 + 5 bliebe sonst immer nur 7 + 5 und
Siitze wie: 74+ 5 =8 +4 =9 4+ 8 u. s. w. und ebenso
auch der Satz 7+ 5 = 12 wiiren evident falsch. Also nicht
die blosse Zusammenstellung von 7 und 5 bezeichnet das
complexe Zeichen 7 + 5. sondern die additive Vereinigung
derselben; es bedeutet: eine Zahl, welche zugleich die Ein-
heiten von 7 und diejenigen von 5, und nur diese allein, um-
fasst. Jetzt gilt wirklich der Satz 7 + 5 = 12 und zwar
als ein aus den Begriffen 7, 5, 12 und dem Additionsbegriff
als notwendig zu erweisender.

Ein allgemein zu charakterisirender Specialfall der Addi-
tion soll den gemeiniiblichen Erklirungen zufolge eine neue
Grundoperation der Arithmetik begriinden. Die Multiplica-
tion einer Zahl a mit einer Zahl b pflegt man zu definiren,
als die additive Verkniipfung so vieler gleicher Zahlen a, als
die Zahl b Einheiten besitzt. Nennen wir das Resultat dieser
Operation das Product von a in b, so konnen wir dieses
kurz bezeichnen als eine Summe von b Zahlen a. Die Mul-
tiplication von a mit b ist also nicht eine Verkniipfung in
der gewohnlichen Wortbedeutung. Von einer Verkniipfung
spricht man nur bei gesonderten Inhalten und bezeichnet
demgemiss nicht ein Ganzes als verkniipft mit seinen Theilen.

1) ,Ueber KANT's math. Vorurtheil und dessen Folgen®, Sitzungsb.
d. Wiener Acad., Bd. 67, H. 8, S. 16 ff.

*) Kritik der r. V. Elementarlehre IL. Th. I. Abth. I B. 2. Hauptst.
8. Abschn. (Hartenst. A. III, 157).
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Verkniipft wird nicht eine Zahl a mit einer Zahl b, sondern
verkniipft werden mehrere — und zwar b — Zahlen a. Das
ain a > b ist ein Plural. 4 > 3 d. h. vier Dreien, aber
nicht vier Dreien schlechthin, sondern vier additiv zu ver-
kniipfende Dreien. ?)

Ist die Multiplication wirklich ein blosser Spe-
cialfall der Addition, nimlich der gleicher Addenden?
Die Versuchung liegt nahe, dies zu bejahen. Indessen be-
zeichnet man doch Summen wie

a+a, atadta atata-a,

nicht als Multiplicationen, bzw.als Producte. Erst durchZihlung
der additiven Glieder erlangen wir den Multiplicator und damit
die Moglichkeit der Producthildungen

2a, 3a, 4a ...
Was ist nun der Zweck einer solchen Unterscheidung von
Summe und Product? Wozu neben den Zihlungen in den
einzelnen Zahlen noch die Zihlung dieser selbst? Die Ant-
wort scheint klar: Wie die Zahlen iiberhaupt als abkiirzende
allgemeine Zeichen fungiren zur Erleichterung unseres Denkens
und Sprechens, so fungiren sie auch als Multiplicatoren. Wie
wir zur Abkiirzung von complicirten Namen der Form A und
A und A und A sagen vier A, so sagen wir zur Abkiirzung
vor 3 + 3 + 3 + 3 vier mal Drei, wobei die Addition still-
schweigend mitverstanden ist.

Darnach scheint der ganze Unterschied zwischen Multipli-
cation und Addition in einer neuen Art der Bezeichnung zu
liegen, die bei speciellen Additionsformen mdglich ist. Das

) Man pflegt das Verhiltniss zwischen der Zahl und ihrer Benennung
als ein multiplicatives anzusehen. 4 Aepfel =— vier mal ein Apfel, wie
4 >< 8 = vier mal eine Drei. In der That findet bei der Multiplication
ein Zihlen von gleichen Zahlen statt, wie dort ein Zihlen von gleichen
Dingen. Trotzdem ist beides wol zu unterscheiden. Die Zahlen werden
auch addirt, nicht aber die Dinge, zumal die Addition fir diese keinen
Sinn hat.
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Product bietet eine bequem abgekiirzte symbolische Vor-
stellung und Benennung der besonderen Summenformen, in
welchen die Summanden gleiche Zahlen sind; sie wird er-
moglicht und vermittelt durch die Zihlung dieser gleichen
Summanden. — Ist dem so, warum spricht man von einer beson-
deren Operation der Multiplication ? Die abgekiirzte Bezeich-
nungsart mag als solche sehr bequem und niitzlich sein, aber
sie ist doch keine Operation. Sie symbolisirt kurz und praecise
die Art, wie die Zahl gebildet werden soll; aber damit spricht
sie nur die Aufgabe aus und ergiebt nicht deren Losung.
Die intendirte Zahl wirklich zu erlangen, giebt es keinen
anderen Weg, als die der Symbolisirung zu Grunde liegenden
Additionen wirklich auszufiihren ; diese aber unterscheiden sich
innichts von irgend welchen anderen Additionen. Gleiche Zahlen
werden nicht anders addirt, wie verschiedene. Und so bleiben
wir im Unklaren, warum die Arithmetiker von einem Mul-
tipliciren, als einer neuen und fundamentalen Zahlenoperation
sprechen.

Ein Product kann man wieder mit einer Zahl multipli-
ciren, das so gebildete Product wieder u. s. . Wir konnen.
dies in Zeichen susdriickend, bilden.

(a.b).c; ((@.b)y.c).d;....
woflir man einfach schreibt
a.b.c, a.b.c.d, ..

Auch hier haben wir es mit methodisch abgekiirzten sym-
bolischen Vorstellungen und Nennungen complicirter Summen-
bildungen zu thun, vermittelt durch die successiven Zahlungen
der gleichen Summanden in den aufeinander gegriindeten
Stufen. Und auch hier haben wir wiederum blosse Bezeich-
nungen von Aufgaben und keine Operationen der Ausfithrung.

Der specielle Fall, wo die Factoren einander gleich sind,
wird abermals zam Anlass, von einer neuen Rechnungsoperation
zu sprechen: der Potenzirung. Wir finden aber wieder
nichts anderes als symbolische Vorstellungen und Signirungen
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hiherer Stufe, vermittelt durch eine neuerliche Zihlung,
nimlich derjenigen der gleichen Factoren. Die Producte
a.8 &.2.8 8.8.8.8,....
erhalten fiir Denken und Sprechen einen ausserordentlich
vereinfachten symbolischen Ausdruck durch Abzihlung der
Factoren. Die einférmigen und bei erheblicherer Factoren-
zahl schliesslich unertriiglichen (iibrigens auch schwer unter-
scheidbaren) Wiederholungen 2 mal & mal a mal a .. ...
ersetzen wir schon im gewshnlichen Sprechen gerne durch
,a zwei, drel, ... nmal mit sich multiplicirt’. Diese
Ausdriicke lassen sich aber in Zeichen noch sehr vereinfachen.
Wir brauchen bloss dem Zeichen a einen Zahlindex beizu-
fiigen, der uns symbolisch ausdriickt, wievielmal a als Factor
zu setzen sei, und wir haben ein complexes Zeichen, das in
aller Schirfe die Bildungsweise der intendirten Zahl auspriigt.
Diesem Zwecke dienen die Potenzen der Arithmetik
af ad at . ...
als hochst abgekiirzte Schreibungen fiir die obenstehenden
Producte. Schon an ganz einfachen Beispielen ist der Nutzen
dieser successiven Symbolisirung augenfillig.
43=4 4. 4 =(4.4) .4 =
= (4+4+4+4) +(4+4+4+4) +
+ @4+4+4+4) + 4+4+4+4);

nun wire noch fiir 4 zu setzen 1+ 1+ 1+ 1 und die Addition
wirklich auszufiihren. Mit Grundzahl und Exponenten wichst
die Complication, wie man leicht erkennt, ungeheuer schnell,
und so wird es klar, dass wir durch dieses einfache Hilfs-
mittel im Stande sind, in einem kurzen Zeichen additive
Verbindungen von einer solchen Complication praecise zu be-
zeichnen, dass deren wirkliche Schreibung oder Nennung, die
doch nur successive erfolgen kbnnte, nicht in Tagen oder
Jahren, wenn iiberhaupt zu leisten wire.

Grenzt jedoch nicht eben dieser Umstand den Nutzen
der Bezeichnung in enge Schranken ein? Schliesslich handelt
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es sich doch um die wirklichen Zahlen, also um die wirkliche
Addition, die dem Zeichenbau zu Grunde liegt und die be-
zeichnete Zahl allein ergiebt. Konnen wir die Addition nicht
mehr schreiben und nennen, so konnen wir sie auch nicht
mehr eigentlich denken, geschweige denn sie ausfiihren. Und
gleichwol fiihlt sich die Arithmetik durch derartige Schranken
gar nicht gehemmt und behauptet rechnen zu kdnnen, wo
nicht mehr von einem wirklichen Vorstellen, sondern nur von
einem indirecten Signiren die Rede sein kann.

Die Theilung.

Die zweite fundamentale Bethitigung, die wir an Zahlen
iiben konnen, ist das Theilen. Die Addition verkniipfte
eine gegebene Mehrheit von Zahlen zu einer neuen Zahl, die
Theilung sondert eine gegebene Zahl in eine Mehrheit von
Theilzahlen, und ist somit die inverse Operation zu jener.

Es muss hier auffillig erscheinen, dass die Arithmetiker
pur zwei Specialfille der Theilung als besondere Rechnungs-
operationen auffihren: die Subtraction und Division.
Eine Zahl b von einer Zahl a subtrahiren, heisst nach Ab-
sonderung von b Binheiten aus a die noch iibrigen Einheiten
in eine neue Zahl ¢ zusammenfassen; diese Zahl ¢ ist das
Resultat. der Subtraction und heisst die Differenz beider
Zahlen. Die Subtraction reprisentirt also die Auflosung
der folgenden Theilungsaufgabe: Wenn eine gegebene Zahl
a in zwei Theilzahlen derart zerlegt werden kann, dass b
die eine derselben ist, welches ist die andere?

‘Wie kommt es, wird man nun fragen, dass die Arith-
metiker, statt der allgemeinen Theilungsoperation, die sie
iiberhaupt nicht beachten, vielmehr die Subtraction, die doch
ein blosser Specialfall derselben ist, als die zur Addition inverse
Operation ansehen diirfen?

Im ersten Augenblicke mochte man vielleicht geneigt

:sein, der obigen Subtractionsaufgabe folgende Additionsauf-
Husserl, Philosophie der Arithmetik. L 14



910 OCapitel X. Die Zahloperationen und die eigentlichen Zahlbegriffe.

gabe an die Seite zu stellen: Wenn wir zu einer gegebenen
Zahl a eine andere b addiren, welches ist die resultirende
Zahl? Offenbar soll durch diese Auffassung eine gewisse
Bevorzugung des a gegeniiber dem b, analog derjenigen des
Minuend gegeniiber dem Subtrahend, ausgedriickt werden.
Aber worin griindet denn diese Bevorzugung? Besteht gegen-
fiber der umgekehrten, b mit a vertauschenden Aufgabe ein
Unterschied? Gewiss, antwortet man. Ich kann doch die
Summe erzeugen, indem ich einmal mit a beginne und dann
die Einheiten des b hinzufiige und das andere Mal mit b be-
ginne und die Einheiten des a hinzufiige. Indessen eben dies
konnen wir nicht zugestehen. So wenig als der Begriff der
Zsahl, schliesst auch derjenige der Addition von Zahlen etwas
von zeitlicher Succession ein. Mit einer ganz anderen als
mit einer solchen Husserlichen (logisch zufilligen, obschon
psychologisch vielleicht notwendigen) Bevorzugung haben wir
es bei dem Verhiltniss von Minuend und Subtrahend zu thun.
Hier liegt wirklich ein begrifflicher Unterschied, der sich
z. B. darin documentirt, dass die Aufgaben a—b und b—a
ihrer Moglichkeit nach sich logisch ausschliessen.

Wiederum scheint uns also die Analyse der arith-
metischen Grundbegriffe dahin zu driingen, die Auffassung
der arithmetischen Wissenschaft als irrig abzulehnen; es
scheint nicht anzugehen, die Addition und Subtraction als
inverse Operationen zu betrachten.

Aus der Theilung einer Zahl in gleiche Theile entspringt
die arithmetische Grundoperation der Division. Die Auf-
gabe, die hier zu losen ist, besteht darin, eine Zahl in eine
vorgegebene Zahl gleicher Theile zu theilen und den gemein-
samen Zahlenwert der resultirenden Theile zu bestimmen.
Dieser Wert ist der ,Quotient’, die zu theilende Zahl der
,Dividend’, die Anzahl der Theile der ,Divisor’. Z. B.: Es
sel 20 durch 4 zu dividiren. Der Erklirung zufolge heisst.
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dies, es ist der gemeinsame Zahlenwert der vier bei der Thei-
lung resultirenden gleichen Theilzahlen zu bestimmen. Die
Losung lautet: 5 ist der Quotient.

Ein in der Arithmetik giinzlich Unerfahrener méchte sich
die Ausfihrung einer Division von a durch n so vorstellen:
Man hebe eine Serie von n Einheiten aus a heraus, dann
wieder eine Serie von n Einheiten und bilde aus beiden eine
Serie von n Zweien; dann hebe man wieder eine Serie von
n Einheiten aus a heraus und bilde mit jener eine Serie von
n Dreien u. s. w. Ist a durch n dividirbar, dann erhalten
wir schliesslich das Product a==n.q, welches alle Einheiten
von a in die n Theilzahlen q vertheilt, und die Aufgabe ist
gelost. Dass die Arithmetik weit entfernt ist so zu ver-
fahren, ebensowenig als es ihr beiféllt, Multiplicationen und
Potenzirungen durch wirkliche Berechnung der zu Grunde
liegenden Additionen auszufiihren, ist bekannt.

Wir unterlassen es, die analogen Bedenken auch fiir die
Radicirang und Logarithmirung, die Umkehrungen der Po-
tenzirung, durchzufiihren. Ueberall ergiebt sich derselbe
eigenthiimliche Widerstreit gegen die Arithmetik, deren Sinn
und Wesen sich immer mehr zu verdunkeln scheint, je mehr
wir sie aufhellen mgchten.

PDie Arithmetik operirt nicht mit den ,eigentlichen® Zahlbegriffen.

Verstehen wir unter Operationen wirkliche Bethd-
tigungen mit und an den Zahlen selbst, dann giebt es keine
anderen Operationen als Verbindung und Theilung. Was
aber die Arithmetik Operationen nennt, entspricht diesem
Begriffe ganz und gar nicht; es sind indirecte Symbolisi-
rungen von Zahlen, welche dieselben bloss durch Relationen
charakterisiren, statt sie operativ zu construiren. Handelte
es sich aber in der Arithmetik um die wirklichen Zahlen,
dann wiirde die Auswertung dieser Symbolisirungen immer

den Recurs auf die ihnen zu Grunde liegenden wirklichen
14*
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Bethitigungen, also auf die Ausfithrung wirklicher Additionen
und Theilungen erfordern. Davon ist in aller Arithmetik
auch nicht eine Spur zu entdecken.

‘Wir sind offenbar nicht auf richtigem Wege. Die Vor-
aussetzung, von der wir zundichst als wie von einer selbst-
verstindlichen ausgiengen, nimlich, dass jedes arithmetische
Operiren eine Bethitigung mit und an den wirklichen Zahlen
sel, kann nicht der Wahrheit entsprechen. Allzu voreilig
liessen wir uns von der gemeiniiblichen und naiven Ansicht
leiten, die den Unterschied zwischen symbolischen und
eigentlichen Zahlvorstellungen nicht beachtet und der
fundamentalen Thatsache nicht gerecht wird, dass alle Zahl-
vorstellungen, die wir iiber die wenigen ersten in der Kahlen-
reihe hinaus besitzen, symbolische sind und nur symbo-
lische sein konnen; eine Thatsache, welche Charakter, Sinn
und Zweck der Arithmetik ganz und gar bestimmt. Indem
auch die Logiker der Arithmetik diesen wichtigen Umstand
iibersehen oder in seiner Bedeutung nicht gewiirdigt haben,
musste ihnen notwendig ein tieferes Verstiindniss dieser Dis-
ciplin verschlossen bleiben. Und so finden wir denn fast
iiberall die falsche Lehre vorgetragen, dass aus dem Addiren
und Subtrahiren, als wirkliche Bethiitigungen aufgefasst, die
hoheren Operationen durch blosse Specialisirung hervorgehen:
Das Multipliciren sei nichts als ein specielles Addiren, das
Potenziren ein specielles Multipliciren u. s. w. ,,Alle Rech-
nungsarten der Arithmetik,* sagt z. B. DUHRING,?) ,,sind nur
nihere Bestimmungen der besonderen Combinationen, in
welchen die den einfachsten Zeichen Plus und Minus ent-
sprechenden Thétigkeiten eine besonders geartete An-
wendung finden. Die reiche Mannigfaltigkeit, die sich an
niederen und hoheren Operationen ergiebt, betrifft nicht das
erste Material oder, mit andern Worten, die sich durch Alles

1) E. DUBRING, Logik S. 249,
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hindurchziehende Grundthitigkeit an sich selbst, sondern stellt
in diesem Medium nur neue Wendungen dar.“ Und auf der
Maglichkeit vielseitiger Variation dieser ,Wendungen® soll
die Arithmetik beruhen: ,Es gibe iiberhaupt keine besondere
Arithmetik, wenn eben nicht die verschiedenen Formen, die
in der Zusammenfassung von Einheiten moglich sind, in Frage
kiimen.* Schon die oben vorausgeschickten Betrachtungen
lassen die Undurchfiihrbarkeit solcher Ansichten erkennen,
und wir werden im weiteren Verlaufe unserer Untersuchungen
noch directere positive Nachweisungen liefern, dass diese
wneuen Wendungen®, dass diese verschiedenen ,Formen in
der Zusammenfassung von Einheiten“ nichts weiter sind als
‘Wendungen und Formen der Symbolik, darauf begriindet,
dass alles Operiren, welches iiber die allerersten Zahlen
hinausreicht, nur ein symbolisches Operiren mit symbolischen
Vorstellungen ist.

Hitten wir von allen Zahlen eigentliche Vorstellungen
wie von den ersten in der Zahlenreihe, dann gibe es keine
Arithmetik, denn sie wire vollkommen iiberfliissig. Die
complicirtesten Relationen zwischen Zahlen, welche jetzt nur
mithsam durch umstindliche Rechnungen entdeckt werden,
wiiren uns in derselben anschaulichen Evidenz mit den Zahl-
vorstellungen zugleich gegenwiirtig, wie etwa Sitze der Art
2+3=2>5. Jedem, der weiss, was 2, 3, 5 und die Zeichen
+ und = bedeuten, leuchtet dieser Satz unmittelbar und mit
Evidenz ein. Thatséchlich sind wir aber in unserer Vor-
stellungsfihigkeit hochst beschridnkt. Dass uns hier irgend
welche Grenzen gesteckt sind, liegt an der Endlichkeit der
menschlichen Natur. Nur einem unendlichen Verstand kdnnen
wir die eigentliche Vorstellung aller Zahlen zumuten; denn
darin lige doch schliesslich die Fahigkeit, eine wahre Un-
endlichkeit von Elementen zu einer expliciten Vorstellung zu
vereinigen. Immerhin aber wiren endliche Wesen denkbar,
die es zur wirklichen Vorstellung der Millionen und Trillionen,
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ja der Lichtjahre der Astronomen brichten; ein Fall der
hinreichte, um der Ausbildung einer Arithmetik jeden prac-
tischen Anlass zu benehmen. Ist doch die ganze Arithmetik,
wie wir sehen werden, nichts anderes als eine Summe kunst-
missiger Mittel, die hier beriihrten wesentlichen Unvoll-
kommenheiten unseres Intellects zu iiberwinden. 1)

In Wahrheit sind wir von jenem hypothetischen Idealfall
fast um seine ganzen Leistungen entfernt. Nur unter be-
sonders giinstigen Umstinden konnen wir noch concrete Viel-
heiten von ungefihr einem Dutzend Elementen -eigentlich
vorstellen, d. h. factisch (wie es intendirt ist) jedes ihrer
Glieder als ein fiir sich bemerktes mit allen andern zusammen
in einem Acte befassen.?) Demgemdss ist auch die Zwolf
(oder eine ihr nahe stehende niedrigere Zahl) die letzte
Grenze fiir die Conception der eigentlichen Zahlbegriffe.
Trotzdem fiihlt sich niemand durch diese Schranken gehemmt,
die ja auch erst die psychologische Analyse entdeckt hat.
In und ausserhalb der Wissenschaft spricht man so, als
konnte man die Reihe der Zahlen ins Unendliche, d. h. iiber
jede erreichte Grenze fortsetzen. Dazu gelten sogar diese
Begriffe als die logisch vollkommensten im Bereiche der
menschlichen Erkenntniss.

‘Wie kann man aber von Begriffen sprechen, die man
eigentlich nicht hat, und wie ist es nicht -absurd, dass auf
solchen Begriffen die sicherste aller Wissenschaften, die
Arithmetik, gegriindet sein soll? Darauf ist zu antworten:
‘Wenn wir die Begriffe auch nicht in eigentlicher, so

1) Mit Riicksicht darauf stimmt der bekannte GrAUSS'sche Ausspruch:
40 Sedg dordunrifec” nicht mit dem Begriffe eines unendlich voll-
kommenen Wesens. DEDEKIND paraphrasirt ihn (vgl. das Motto der
Schrift ,Was sind und was sollen die Zahlen?%) in ,,del 6 &v@owmos
Gouduniter, was aus anderen Griinden nicht zu billigen ist. Ich wiirde
bloss sagen: ¢ &»Jowmos dordunzile..

) WUxDT, Physiologische Psychologie II%, 214.
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haben wir sie doch in symbolischer Weise gegeben. Die
Erorterung dieser wesentlichen Unterscheidung und die psycho-
logische Analyse der symbolischen Zahlvorstellungen soll die
Aufgabe der folgenden Capitel bilden.

XI. Capitel.
Die symbolischen Vielheitsvorstellungen.

Eigentliche und symbolische Vorstellungen.

Wir wollen zuniichst mit wenigen Worten den fiir alle
weiteren Darlegungen fundamentalen Unterschied zwischen
symbolischen und eigentlichen Vorstellungen er-
ldutern.

Eine symbolische oder uneigentliche Vorstellung ist,
wie schon der Name besagt, eine Vorstellung durch Zeichen.
Ist uns ein Inhalt nicht direct gegeben als das, was er ist,
sondern nur indirect durch Zeichen, die ihn ein-
deutig charakterisiren, dann haben wir von ihm, statt
einer eigentlichen, eine symbolische Vorstellung. ?)

1) Auf den Unterschied zwischen ,eigentlichen“ und ,uneigentlichen®
oder symbolischen Vorstellungen hat F. BRENTANO in seinen Universi-
titsvorlesungen von jeher den grossten Nachdruck gelegt. Ihm verdanke
ich das tiefere Verstindniss der eminenten Bedeutung des uneigentlichen
Vorstellens fiir unser ganzes psychisches Leben, welche vor ihm, soweit
ich sehen kann, Niemand voll erfasst hatte. — Die obige Definition ist
nicht identisch mit der von BRENTANO gegebenen. Ich glaubte die Ein-
deutigkeit der Charakteristik besonders hervorheben zu miissen, um die
uneigentlichen Vorstellungen von den allgemeinen wolunterschie-
den zu halten. In der That wird man die allgemeine Vorstellung ,ein Mensch’
nicht als eine Vorstellung (sei es auch als eine symbolische) von einem
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Wir haben z. B. von der #usseren Erscheinung eines
Hauses eine eigentliche Vorstellung, wenn wir es wirklich
betrachten; eine symbolische Vorstellung, wenn uns Jemand
die indirecte Charakteristik giebt: das Eckhaus der und der
Strassen und Strassenseiten. Jede Beschreibung eines an-
schaulichen Objects hat die Tendenz, die wirkliche Vorstel-
lung desselben durch eine stellvertretende Zeichenvorstellung
zu ersetzen. Charakteristische Merkmale kennzeichnen den
Gegenstand in einer Weise, dass er gegebenenfalls wieder-
erkannt werden kann, und so konnen alle Urtheile, die an
die symbolische Vorstellung angekniipft werden, nachher auf
ihn selbst iibertragen werden. Demgemiiss dient uns die
symbolische Vorstellung als vorliufiges, in Fillen, wo das
eigentliche Object unzugiinglich ist, sogar als dauerndes
Surrogat fiir die wirkliche Vorstellung.

Aber nicht bloss anschauliche Gegenstinde kinnen sym-
bolisirt werden, sondern auch abstracte und allgemeine Be-
griffe. Eine bestimmte Species der RSte wird eigentlich
vorgestellt, wenn wir sie als abstractes Moment einer An-
schauung finden. Uneigentlich wird sie vorgestellt durch die
symbolische Bestimmung: diejenige Farbe, welcher so und so
viel Billionen Aetherschwingungen pro Sekunde entsprechen.
Verbinden wir mit dem Namen Dreieck den Begriff einer
geschlossenen, von drei Geraden begrenzten Figur, dann kann
jede andere Bestimmung, welche in eindeutiger Ausschliess-

bestimmten Menschen Peter bezeichnen. Sie entbilt nur einen Theil
der zur Charakteristik des Letzteren geeigneten Merkmale und ist erst
durch Hinzutritt weiterer Merkmale so zu vervollstindigen, dass wir sie
als eine (uneigentliche) Vorstellung des Individuums bezeichnen diirfen,
die dann fahig ist, fiir die eigentliche Vorstellung desselben zu surro-
giren. — Ausfiibhrlichere Untersuchungen iiber die symbolischen Vor-
stellungen und die darauf gegriindeten Erkenntnissmethoden gedenke ich
in einem Anhange zum IL Bande d. W. mitzutheilen. — Vgl. zu diesem
§ auch A. MEINONG, Humestudien IT, 86—88 (Sitzungsber. d. Wiener
Acad. d- W. phil.-hist. Classe 1882. CL Bd. S. 656—58).
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lichkeit Dreiecken zukommt, als volles Zeichen fiir den
eigentlichen Begriff eintreten, z. B. diejenige Figur, deren
Winkelsumme gleich ist zwei Rechten.

Auch &ussere Zeichen konnen der Symbolisirung dienen.
So wird der Unmusikalische unter ¢?® sich bloss vorstellen
das indirecte Kennzeichen: derjenige Ton, den die Musiker
durch das Zeichen c¢?® andeuten. Psychologisch betrachtet
vermitteln fussere Zeichen iiberall, wo die Sprache concurrirt;
in logischem Sinne aber nur da, wo der Begriff des durch
ein Husseres Zeichen zu Bezeichnenden als solches zum wesent-
lichen Inhalt der symbolischen Vorstellung gehort.

Ich merke noch an, dass die eigentliche und eine ihr zu-
gehdorige symbolische Vorstellung in dem Verhiltnisse logischer
Aequivalenz stehen. Logisch aequivalent sind zwei Begriffe,
wenn jeder Gegenstand des einen auch ein Gegenstand des
anderen ist und umgekehrt. Dass fiir die Zwecke unseres
Urtheilsinteresses symbolische Vorstellungen im weitesten
Masse fiir die entsprechenden eigentlichen surrogiren kdnnen,
beruht auf diesem Umstande.

Die sinnlichen Mengen.

Nach diesen Vorbereitungen gehen wir dazu iiber, die
Entstehung und Bedeutung der symbolischen Vorstellungen
auf dem Gebiete der Zahl griindlich zu studiren. Zu diesem
Zwecke miissen wir vorerst die Function des uneigentlichen
Vorstellens fiir die Bildung von Vielheitsvorstellungen
nither betrachten, wobei wir uns auf Vielheiten sinnlicher
Inhalte beschriinken diirfen.

Eine sinnliche Menge (man gestatte von nun an den be-
quemen, wenn auch nicht ganz correcten Ausdruck) bietet sich
dem heraushebenden Interesse zunichst als eine einheitliche
Anschauung, als ein Ganzes dar. Dies unterscheidet aber nicht
die sinnliche Menge von dem sinnlichen Einzelding. Auch dieses
ist ein Ganzes mit Riicksicht darauf, dass eine nachtréigliche
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Analyse an ihm eine Vielheit von Theilen, niimlich von Eigen-
schaften, entdeckt. Indessen in der sinnlichen Menge sind die
Theile eben nicht in der Weise von Eigenschaften, sondern in
der Weise fiir sich gesonderter Theilanschauungen
enthalten, und zwar sind diese von der Art, dass sie unter den
gegebenen Umstinden ein vorwaltendes und einheitliches In-
teresse auf sich lenken.!) Eben darum geht unsere urspriing-
liche Intention auf die Bildung einer Inbegriffsvorstellung,
welche jede dieser Theilanschauungen fiir sich auffasst und
mit den anderen einheitlich zusammenbegreift. Darauf geht
unsere Intention, aber ihr vollauf zu geniigen, fehlt es bei
erheblicheren Mengen an einer entsprechenden Leistungs-
fahigkeit unseres Greistes. Wol ist noch die successive Einzel-
auffassung der Mengenglieder mdglich, aber nicht mehr ihre
zusammenfassende Collection, und sofern wir in derartigen
Fillen doch von einer Menge oder Vielheit sprechen, kann dies
offenbar nur in symbolischem Sinne geschehen. Hiiufig halten
wir uns aber an symbolische Vorstellungen auch da, wo noch
eine eigentliche Mengenvorstellung zu bilden wiire; und wo
nicht, leisten wir an eigentlicher Bethiitigung auch nicht Alles,
was wir konnten. Wir unterlassen die wirkliche Auffassung
aller einzelnen Glieder, vollfiihren nur ganz wenige, wenn
tiberhaupt irgend welche Schritte und begniigen uns so mit
einer noch viel uneigentlicheren Subsumption unter den

) In eine Dingvorstellung kinnen wol auch die Vorstellungen phy-
sischer Theile eingehen; aber die Aufmerksamkeit ruht hier auf der
Verbindung der letateren mit dem Ganzen, auf ihrer Angehdrigkeit zu
ihm, was sie zu Merkmalen desselben macht. In ganz anderer Weise
gehdren die Vorstellungen physischer Theile zu einer Mengenvorstellung.
Jeder gilt fiir sich und nicht als Merkmal des Ganzen. Hier sind die
Theile eben anschaulich gesondert, so dass ihre Verbindung innerhalb
der Anschauung des Ganzen zurticktritt. Im Uebrigen hiingt es, wo scharfe
Trennung der Theilanschauungen mangelt, von der Richtung des Inter-
esges ab, ob wir von einer Menge oder einem anschaulichen Dinge sprechen
(Bin Baum — eine Menge Zweige).
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Vielheitsbegriff, als sonst. Dies findet meist dann statt, wenn
die Objecte einander #hnlich sind und uns nur als Angehorige
ihrer unmittelbar kenntlichen Gattung interessiren. Die mit
einem Blick zu constatirende Thatsache, dass diese hic et
nunc gegebene Anschauung eine Vielheit von Dingen der
Gattung A sei, befriedigt schon unser Interesse, wofern es nicht
auch nach einer exacten Bestimmung des Wieviel verlangt.

Versuche zur Erklirung momentaner Mengenauffassungen.

Schon die Betrachtung nichstliegender Beispiele zeigt,
dass in allen Fillen ernste und merkwiirdige Schwierigkeiten
dem Verstiindniss der die Symbolisirung vermittelnden Mo-
mente im Wege stehen.

Wir treten in einen Saal voll Menschen; ein Blick
geniigt. und wir urtheilen: eine Menge Menschen. Wir
schauen zum Sternenhimmel auf, und in einem Blicke
urtheilen wir: viele Sterne. Ebendasselbe gilt fiir Mengen
ginzlich unbekannter Objecte. Wie sind derartige Urtheile
moglich? Zur wirklichen Mengenvorstellung brauchen wir
nach den fritheren Analysen einen psychischen Act,
welcher jedes einzelne Glied der Menge fiir sich und zu-
sammen mit allen anderen vorstellt; also ebensoviele
psychische Acte, als Inhalte da sind, geeinigt durch einen
psychischen Act zweiter Ordnung. Und nur mit Riicksicht
auf diese Form der psychischen Verbindung einzeln aufge-
fasster Inhalte erlangen die Namen Menge, Vielheit, Inbe-
griff etc. ihre Bedeutung. Sollten wir etwa in dem einen
Ueberblick wirklich die complicirte psychische Bethitigung
ausiiben und zumal noch auf sie besonders reflectiren?
Denn in den obigen Beispielen findet nicht bloss eine Auf-
fassung der Menge, sondern auch eine Subsumption unter den
Mengenbegriff statt. Dies wire doch eine starke Zumutung
an unsere psychische Leistungsfihigkeit. Bei absichtlichem
Vollzuge einer collectiven Verbindung bringen wir es unter
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den giinstigsten Umstiinden (d. h. bei Anspannung unserer
ganzen psychischen Kraft, uunter Voraussetzung besonders
leicht merklicher Inhalte, die in einer nicht allzu raschen
Succession der Auffassung sich darbieten) nicht iiber ein
Dutzend von Elementen; und hier sollten wir ev. Hunderte
ganz mithelos, fast momentan und jedenfalls unbewusst be-
zwingen. Ich sagte ,unbewusst’; denn von der blitzschnellen
Folge von Sonderauffassungen und Verkniipfungen merken
wir nichts, und wir kénnen doch nicht annehmen, es sel eine
so umfassende und lebhafte Bethiitigung momentan wieder
vergessen worden.

Die aufgeworfene Hypothese ist also zu unwahrscheinlich,
als dass wir sie zu Grunde legen diirften. Es ist unzweifelhaft,
die concrete Vielheitsvorstellung ist hier keine eigentliche,
und die Subsumption unter den allgemeinen Begriff der Viel-
heit, die mit der Verwendung des Namens Menge gegeben ist,
konnte nur auf symbolischem Wege erfolgt sein. Aber wo
Hegt, das ist nun die Frage, der Grund und Anbhalt der
Symbolisirung ?

Zu allererst bietet sich hier folgender Erkliirungsversuch
dar: Der ,eine Blick’, von dem wir oben sprachen, ist nicht
ganz strenge zu nehmen. Die Auffassung ist nicht genau
momentan, und wir beobachten mitunter, wie das sich be-
wegende Auge dieses oder jenes Einzelobject, da und dort
eine kleine Gruppe hervorhebt. Statt den ganzen Process
der Collection durchzufiihren, begniigen wir uns also mit einem
blossen Rudiment. Die nichstbesten Binzelobjecte, die sich
gerade entgegendriingen, fassen wir auf, verkniipfen sie, brechen
aber alsbald wieder ab, indem wir die Surrogatvorstellung
bilden: Gesammtcollection von Objecten, welche der eben
begonnene Process in seiner vollen Durchfilhrung erzeugen
miisste.

Aber nun bildet wieder die Moglichkeit dieser symbo-
lischen Vorstellung die Schwierigkeit. Wie kann die Auf-
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fassung und Zusammenfassung einiger weniger Glieder als
Zeichen fiir die intendirte Gesammtcollection dienen? Woher
wissen wir, dass der Process der Collection auch nur um
einen Schritt fortsetzbar ist, dass ausser dem factisch Colli-
girten noch etwas zu Colligirendes iibrig ist? Woher wissen
wir, dass eine ,Gesammtcollection’ zu intendiren sei? Nichts
Geringeres wire dazu nétig, als die bereits vollzogene Sub-
sumption der sinnlichen Mengenanschauung unter den Mengen-
begriff. Ist es bereits bekannt, dass die betrachtete An-
schauung einer Menge zugehore, dassan ihr alsojene psychischen
Bethiitigungen gelibt werden konnten, die dem Mengenbegriffe
eigenthiimlich sind, dann mdger wir sehr wol einige wenige
Schritte des symbolisch vorgestellten Collectionsprocesses
an den erstbesten Theilanschauungen wirklich ausfithren und
mit dem bekannten ,u. s. w. endigen, uns die vollstindige
Durchfiihrung der wirklichen Mengenbildung sparend. Im
entgegengesetzten Falle entbehrte dies alles einer versténd-
lichen Grundlage.

Symbolisirungen durch Vermittlung des vollen Processes der
Einzelauffassung.

Die Lisung dieser Schwierigkeiten wird uns leichter fallen,
wenn wir vorerst auch die symbolischen Mengenvorstellungen
einer genaueren Erwigung unterziehen, in denen die uneigent-
liche Subsumption unter den Mengenbegriff nicht in momen-
taner Unmittelbarkeit (bzw. unter blosser Vermittlung der
Binzelaunffassung weniger Mengenglieder) zu Stande kommt;
in denen vielmehr von den eigentlich erforderlichen psychischen
Bethatigungen geleistet wird, was iiberhaupt zu leisten ist,
niamlich die successive Auffassung (wenn auch nicht
die einheitliche Zusammenfassung) aller Mengenglieder.
Es ist zu erwarten, dass diese symbolischen Vorstellungen,
als den entsprechenden eigentlichen niherstehend, gewisser-
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massen die Briicke zwischen diesen letzteren und jenen ent-
fernteren Symbolisirungen bilden werden.

Allerdings in einem Acte kOnnen wir die successiven
Auffassungen der Mengenglieder nicht mehr zusammenhalten.
Nur eine kleine Zahl derselben bleibt jeweilig in scharfer
Unterschiedenheit im Bereiche der colligirenden Bethiitigung.
‘Wihrend immer neue Glieder aufgefasst und angekniipft
werden, entfallen wieder andere von den frither ausgeschiede-
nen; die sie fiir sich vorstellenden Acte verschwimmen
immer mehr im Hintergrunde des Bewusstseins und ver-
schwinden schliesslich ganz.

Gleichwol besitzen wir von der Einheit des ganzen
Processes einen bestimmten Begriff. Ist uns auch nur das
letzte und sehr beschriinkte Stiick wirklich gegenwiirtig, so
haben wir doch ein Wissen davon, dass dieses Stiick nicht
der ganze Process sei. Der Gang der Ideenassociation fiihrt uns
der Kette entlang wieder zuriick zu den fritheren Schritten
oder mindestens zur Erinnerung, dass frithere Schritte vor-
genommen worden waren, In neuerlicher Durchfiihrung mag
nun wol der Process die Mengenglieder in anderer Succession
beriihren; aber es sind doch dieselben Glieder, auf die er sich
bezieht, es ist dieselbe Anschauungseinheit, innerhalb welcher
er verlduft. Beides wiederzuerkennen sind wir fihig. Es mag
auch vorkommen, dass Glieder einmal aufgefasst, das zweite-
mal iibersehen werden; doch steht nichts im Wege, dem Be-
griffe des Processes die Forderung beizufiigen, dass er alle
erdenklichen Glieder in sich aufnehme. In hiufigen Fillen
mangelt es auch nicht (wie wir noch besprechen werden) an
Mitteln, den Process so zu sichern, dass kein Mengenglied
iibergangen sein kann. Und so mdgen wir aus alledem die
symbolische Vorstellung bilden von einem vollstindigen Pro-
cesse, der in irgend einer Succession (diese ist uns ja
gleichgiltig) alle erdenklichen Glieder des anschaulichen Granzen
zur Auffassung bringt.
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Die vorgestellte Einheit dieses Processes, welcher, wenn
auch nicht als ein Act, so doch als eine Succession die Sonder-
auffassungen aller einzelnen Glieder verkniipft (bzw. als alle
verkniipfend symbolisch vorgestellt wird), kann dann in wei-
terer Folge als die symbolische Ersatzvorstellung dienen fiir
die eigentlich angestrebte aber unvollziehbare Einheit der
wirklichen Collection.

Neue Versuche zur Erkliruug momentaner Mengenauffassungen.

Sehen wir nun zu, ob das Verstéindniss dieser symbolischen
Mengenvorstellungen, welche den eigentlichen zunschst stehen,
uns wirklich niitzen kionne fiir jene entfernteren, mit deren
Aufkldrung wir uns oben, wenn schon ohne Erfolg, miihten.
In einem Blicke, sagten wir, wird bei ihnen der Mengen-
charakter agnoscirt. Sollte vielleicht die eigentliche oder
symbolische Vorstellung des eben beschriebenen Processes,
welcher die einheitliche Anschauung in eine Succession von
Sonderauffassungen zerlegt, irgendwie zu dieser symbolischen
Subsumption unter den Mengenbegriff beigetragen haben?

Die Meinung, dass der eine Blick die blitzschnelle Aus-
fiilhrung eines derartigen Processes der Sonderauffas-
sung bedeute und dann in der oben beschriebenen ‘Weise
als symbolischer Vertreter fiir die eigentlich intendirte Col-
lection diene, wird man aus #hnlichen Griinden ablehnen
miissen, wie frither die ihr analoge, dass wihrend der momen-
tanen Auffassung, uns unbewusst, die wirkliche Collection
zu Stande komme. Die willkiirliche Ausfiihrung des Processes
erfordert unter den giinstigsten Umstéinden sehr erhebliche
Zeit und um so mehr, je mehr Elemente zu durchlaufen sind.
Hier aber soll ein unwillkiirliches Durchlaufen in einem
Augenblick erfolgen, ob der Mengenglieder viele sind oder
wenige. Das ist unannehmbar.

Auch der zweite Erklirungsversuch, den wir oben an-
stellten, ldsst sich analogisch hier iibertragen: Statt den
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ganzen Process durchzufiihren. begniigen wir uns mit einem
blossen Rudiment. Die niichstbesten Einzelobjecte, die sich
uns aufdriingen, heben wir hervor und verkniipfen sie, brechen
aber alsbald ab, indem wir die Surrogatvorstellung bilden:
Gesammtheit von Objecten, welche der eben begonnene Pro-
cess in seiner vollen Durchfiilhrung zur successiven Einzel-
auffassung bringen wiirde.

Aber auch hier misgliickt der Versuch und aus #ihnlichen
Griinden. Wir miissen wieder fragen: wie kinnen die zwei bis
drei ersten Schritte des Processes als Zeichen fiir den angeblich
intendirten vollen Process dienen? 'Woher wissen wir. dass
der Process der Sonderauffassung auch nur um einen Schritt
fortsetzbar ist? 'Woher, dass ein ,voller Process zu inten-
diren sei? Es ist klar, dass nichts Geringeres erforderlich
wiire als die bereits vollzogene Subsumption der vorliegenden
Anschauung unter den Mengenbegriff. Wol geniigen die aus-
gefiihrten Schritte, um mit Riicksicht auf sie von einer Menge
zu sprechen; aber das ist nicht die Menge, um die es sich hier
handelt. Der Inbegriff der wenigen aufgefassten Glieder er-
schopft nicht die vor uns liegende Mengenanschauung, und da-
von haben wir von vornherein eine gewisse Erkenntniss. Wir
wissen, dass nebst den herausgehobenen Gliedern noch mannig-
faltige andere existiren, und eben dieses Wissen giebt erst
unserer Vorstellung von einem Processrudiment und einem
zu intendirenden vollen Process seinen stiitzenden Gehalt.

So bleibt die wesentliche Schwierigkeit unveriindert be-
stehen. 'Wir miissen schon Kenntniss davon haben, dass die
vorliegende einheitliche Anschauung eine Menge sei, damit
derjenige Begriff, welcher allererst das symbolisirende Moment
abgeben und die indirecte Subsumption der Anschauung unter
den Mengenbegriff erkliren sollte, iiberhaupt einen verstiind-
lichen Sinn erhalte. Es scheint fast, als wiren wir nun doch
gezwungen, auf die oben abgelehnten unbewussten Processe
zuriickzugreifen.
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Hypothesen.

Nur ein Ausweg ist hier denkbar: es miissen in der An-
schauung der sinnlichen Menge unmittelbar zu erfassende
Anzeichen liegen, an welchen der Mengencharakter erkannt
werden kann, indem sie die Vollziehbarkeit der oben beschrie-
benen Processe indirect gewihrleisten. Mit diesen Anzeichen
konnte sich dann der Name und Begriff der Menge auch un-
mittelbar associiren.

Dass dergleichen Merkzeichen nicht dem einzelnen Mengen-
gliede anhaften konnen, ist sicher. Jedes Glied konnte auch
fiir sich bestehen und genau als das, was es in der Menge
ist; es erhiilt durch sein Zusammensein mit den anderen kein
neues positives Merkmal. — Sollen wir uns etwa an die sinn-
lichen Relationen halten, welche die Mengenglieder paar-
weise verbinden? Aber auch sie konnen die gesuchten Kenn-
zeichen nicht darbieten. Die einzelnen Relationen nicht, aus
gleichem Grunde wie die einzelnen Mengenglieder; und alle
zusammen erst recht nicht, da ihre Mannigfaltigkeit viel
grosser ist als diejenige der sie fundirenden Glieder.

Nur wenn wir annehmen diirften, dass von den die Ge-
sammtmenge umspannenden Relationscomplexen, gei es alle oder
einzelne, zu festen Einheiten verschmolzen, welche der ganzen
Mengenerscheinung einen unmittelbar merklichen be-
sonderen Charakter, sozusagen eine sinnliche Qualitit
zweiter Ordnung ertheilten, verhielte es sich anders: diese quasi-
qualitativen Charaktere, die gegeniiber den sie bedingenden
Elementarrelationen das modregoy modg fjude wiren, konnten
dann den jeweiligen Anhalt fir die Association abgeben. Sie
wiirden indirect die Existenz eines Relationscomplexes und
damit diejenige einer sie fundirenden Vielheit von Beziehungs-
punkten verbiirgen. Wiiren diese Quasi-Qualititen auch fall-
weise verschieden, wiirden sie je nach den mannigfachen Arten

und specifischen Differenzen der sie begriindenden Elementar-
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 15
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relationen, selbst mannigfach geartet und differenzirt erscheinen,
so konnten doch gruppenweise (z. B. den Relationsklassen ent-
sprechend) elementare Aehnlichkeiten zwischen ihnen bestehen,
welche dann die Association vermitteln wiirden. Aber auch
die Moglichkeit miissen wir offen halten, dass vielleicht in
jedem Falle unmittelbarer Mengenerkenniniss eine einzige,
stets gleichartig auftretende Quasi-Qualitiit dem gewiinschten
Zweck dienen wiirde. Wie auch immer, es konnte so
wirklich in Einem Blick eine momentane, wenn auch ganz
uneigentliche Subsumption unter den Mengenbegriff erfolgen.

Anstatt auf eine Verschmelzung der in der einheitlichen
Mengenanschauung enthaltenen (primiiren) Relationen,
konnte man auch auf die etwaige Verschmelzung der an-
schaulich gesonderten Mengenglieder selbst (eventuell auch
noch dieser mit dem ,Hintergrunde’) recurriren, und zwar
entweder der Mengenglieder als Ganzer oder irgend welcher
abstracter positiver Momente derselben. Da jede solche Ver-
schmelzung eine Relation wiire, so fiele diese Hypothese in
den Bereich der vorhergehenden, falls wir annehmen diirften,
dass die Gesammtverschmelzung der Theilinhalte selbst ein
Verschmelzungsproduct der in ihr denkbaren elementaren
Verschmelzungen bilde.

Endlich wire noch eine dritte Hypothese mdglich, welche
sowol auf die quasi-qualitativen Charaktere der einen wie der
anderen Art sich stiitzte, indem sie es zuliesse, dass bald die
einen, bald die anderen und bald wieder complexe, aus der
Verwebung beider Arten hervorgehende Charaktere die frag-
lichen reproductiven Momente darstellten.

Auch bei den letzten Hypothesen miissen wir, Allem
gerecht zu werden, die Moglichkeit freihalten, dass vielleicht
Eine, ganz bestimmte (ob einfache oder complexe) Quasi-
Qualitit den gewiinschten Zweck erfiille, indem sie, in jedem
Falle unmittelbarer Mengenauffassung auftretend, der Asso-
ciation des Mengenbegriffs den Anhalt gibe.
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Bei der nahen Verwandtschaft dieser Hypothesen konnen
wir die nach ihnen resultirende Erklirung des psychologischen
Ursprungs der fraglichen symbolischen Mengenauffassungen
einheitlich aussprechen, wie folgt:

Ueberall, wo wir innerhalb einer einheitlichen Erschei-
nung anschaulich gesonderte Theile vorfinden, deren Gesammt-
heit in einem successiven Process von Einzelauffassungen
herausgehoben, das Ganze schliesslich erschopft, erlangen wir
(wie dargelegt wurde) eine wolbegriindete symbolische Vor-
stellung der, jener einheitlichen Erscheinung entsprechenden
Collection; eben da finden wir aber auch stets gewisse
markante Kennzeichen, welche, aus der Verschmelzung der
Theilinhalte oder ihrer Relationen hervorgehend, nach Art
der sinnlichen Qualititen unmittelbar merklich sind und sich
eventuell (falls sie nimlich vielfache Artungen und Differen-
zirungen zulassen) durch auffallende Aehnlichkeiten sozusagen
in ,Qualitiitskreise“ gruppiren. Indem wir nun von friih auf
die durchlaufende Einzelauffassung bei den verschiedenartig-
sten sinnlichen Mengen tibten, mussten sich notwendig diese
Kennzeichen (bzw. ihre verschiedenen Artcharaktere) mit
dem Begriffe solcher Processe und in weiterer Folge mit dem
Mengenbegriffe associiren und so jeweilig die Briicken her-
stellen fiir die unmittelbare Anerkenntniss einer zunichst ein-
heitlichen sinnlichen Anschauung der hier betrachteten Art,
als einer Menge.

Die figuralen Momente.

So sind wir durch die sorgsame Erwigung der eigenthiim-
lichen Schwierigkeiten, welche das Verstindniss der unmittel-
baren Auffassung grosserer Mengen als Mengen darbietet, zu
Hypothesen gedriingt worden, die uns die einzigen Rettungs-
mittel gegen die, hier wenn irgendwo unannehmbare Hy-
pothese unbewusster psychischer Bethiitigungen zu sein

schienen.
15%
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Nun wird Alles vom Zeugniss der Erfahrung ab-
hiingen.

Dass sie vor Allem die Existenz von quasi-quali-
tativen Momenten, der Art wie sie unsere Hypothesen
voraussetzen, vollauf bestiittigt, zeigen mannigfaltige und
beliebig zu vermehrende Beispiele. Man braucht sie nur
einmal bemerkt zu haben, um sie iiberall wiederzufinden. In
hiufigen Fillen sind sie auch durch die Sprache des gewihn-
lichen Lebens deutlich ausgepriigt. Man spricht z. B. von
einer Reihe Soldaten, einem Haufen Aepfel, einer Allee
Biume, einer Kette Hiihner, einem Schwarm Vogel, einem
Zug Giinse u. s. w. In jedem dieser Beispiele ist die Rede
von einer sinnlichen Menge unter einander gleicher Objecte,
die ihrer Gattung nach auch benannt sind. Aber nicht dies
allein ist ausgedriickt — dazu wiirde der Plural des Gattungs-
namens allein ausreichen — sondern eine gewisse charakte-
ristische Beschaffenheit der einheitlichen Gesammt-
anschauvung der Menge, die mit einem Blick erfasst werden
kann, und in ihren wolunterschiedenen Formen den wesent-
lichsten Theil der Bedeutung jener den Plural einleitenden
Ausdriicke Reihe, Haufen, Allee, Kette, Schwarm, Zug u. s. w.
ausmacht. ¥)

In allen Fillen stehen die Verschiedenheiten dieser quasi-
qualitativen Momente in functioneller Abhéingigkeit bald von den
inneren Beschaffenheiten der beziiglichen Theilanschauungen,
bald von gewissen Relationen und Relationscomplexen, welche
die Theilanschauungen mit einander verkniipfen, bald von beiden
zusammen. Ja wir werden sogar die Ansicht zu begriinden ver-
suchen, dass diese Momente geradezu als Einheiten zu betrach-
ten sind, in welchen die Besonderheiten der Inhalte oder deren
primére Relationen mit einander verschmelzen. Ich sage ,ver-

1) Dass tibrigens auch die sinnliche Gleichheit zu diesen charakte-
ristischen Beschaffenheiten gehort, werden wir bald erweisen.
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schmelzen® und will damit betonen, dass die einheitlichen Mo-
mente eben Anderes sind als blosse Summen. Den quasi-
qualitativen Charakter der ganzen Anschauung erfassen wir
als ein Binfaches und nicht als ein Collectivum von Inhalten
und Relationen. Aber das fiir unsere erste Auffassung Ein-
fache stellt sich bei nachtriiglicher Analyse als ein Vielfaches
heraus. Wir finden die inneren und relationellen Besonder-
heiten, die der beziiglichen Quasi-Qualitit zugehdren, vor;
wir sehen (mindestens in den leichter zu analysirenden Fillen)
deutlich, dass sie Theile derselben bilden. Und iiberall
konnen wir zar Evidenz bringen, dass sie wirklich und aus-
schliesslich den besonderen Charakter der Quasi-Qualitit be-
dingen. — Fassen wir darnach das urspriinglich einfach Er-
scheinende als ein wahrhaft Vielfaches, so fassen wir es damit
nicht als eine blosse Vielheit. Vielfachheit ist nicht Vielheit
schlechthin, sondern eine Vielheit zu einem Ganzen im engsten
Sinne des Wortes geeinigter Theile. Es besteht also keine
Unzutriglichkeit darin, dass wir das quasi-qualitative Moment
in der Weise eines Einfachen herausheben und es nachher
doch in eine Vielheit fiir sich merklicher Theile analysiren
sollen.

Beginnen wir nun die nidhere Darlegung mit der Beirach-
tung irgend welcher Objectvertheilungen im Gesichtsfelde.

In Beziehung auf eine solche ist zunéchst die Thatsache
zu constatiren, dass wir ihre Configuration ganz wie eine
Qualitit in Einem Blicke erfassen, ohne dass in und mit ihm
eine Analyse in die einzelnen die Figur bedingenden
Relationen stattfinde und stattfinden konnte. Die Be-
hauptung, die Vorstellung der Figur bestinde in der Vor-
stellung der Summe jener Relationen, schlosse ja die im
Allgemeinen ganz unerfiillbare Forderung ein, dass wir in
einer wirklichen Inbegriffsvorstellung all die einzelnen Punkt-
Objecte in ihren wechselseitigen Relationen umfasst hielten.
Offenbar lehrt uns erst die nachtrigliche Analyse, dass das
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Moment der Figur von den und jenen Relationen notwendig
bedingt sei. Jede Variation der Liagenrelationen bedingt eine
Variation der Figur und umgekehrt; aber die Variation der
Figur merken wir, ehe es uns zum Bewusstsein kommt, dass
die oder jeme Lagen geiindert wurden. Besonders deutlich
illustriren dies beliebige Fiille von einfachen oder vielfachen
Reihenordnungen. Jenachdem die einzelnen Glieder und die
einzelnen Reihen sich nihern oder entfernen, gleichen oder
ungleichen Abstand, parallele oder geneigte Richtungen an-
nehmen, #indert sich die Anschauung des Ganzen. Unmittel-
bar leuchtet uns das figurale Moment auf, und erst bei nach-
folgender Reflexion merken wir die bedingenden und von Fall
zu Fall wechselnden Verhiltnisse. )

‘Wir konnen uns an diesem Beispiel auch klar machen.
in welchem Verhiltniss die Relationen, von denen wir eben
zeigten, dass sie das figurale Moment bedingen, zu ein-
ander und zu ihm selbst stehen. Zuniichst als eine einheit-
liche abstracte Beschaffenheit der Anschauung dringt sich
uns, wie wir eben betonten, der Reihencharakter auf. Bei
nachheriger Analyse merken wir aber sehr wol, dass er nichts
Einfaches sei. Wir erfassen die einfachen Relationen, die
je zwei benachbarte Reihenglieder verkniipfen; wir erfassen
auch die Relationen zweiter Ordnung, welche die Paare ein-

') Wie man sieht, ist das, was hier mit dem .figuralen Moment’ der
Anschauung gemeint ist (auch bei der nur vorldufigen Beschriinkung auf
réumliche Beschaffenheiten), etwas Umfassenderes, als die Figur in dem
gewdshnlichen Begriffe der Gestalt (Form) einer riumlichen Anschauung
und im Gregensatze zu ihrer Grosse oder Lage; ein Begriff, von dem auch
die idealisirende Conception des geometrischen Begriffes der Figur ihren
Ausgang nimmt. Jede Verschiebung oder Drehung einer riumlichen
Gestalt in unserem Gesichtsfelde bedingt bereits eine Veranderung des
Momentes in der Anschauung, welches wir unter den Begriff des figuralen
Momentes subsumiren wiirden. Desgleichen natiirlich jede Aenderung
der Grosse bei Erhaltung der Gestalt. Allerdings aber springt das, was
gemeint ist, wol nirgends so deutlich in die Augen, als bei der Figur
im gewGhnlichen Sinne des Wortes.
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facher Relationen verbinden, die gewissermassen anein-
ander grenzen. indem sie ein Fundament individuell-identisch
gemein haben. Und nicht erst durch die hinterher kommende
beziehende Thitigkeit stiften wir diese Relationen; sie sind
da und gehdren unzweifelhaft mit zur Einheit der Figur.
Dass diese mehr ist als die blosse Summe der Relationen,
gestehen wir gerne zu; aber dies gilt doch fiir jede Einheit,
die mehr ist als eine blosse Collectiveinheit.

Man erkennt auch, dass unsere Ausdrucksweise, die Re-
lationen verschmelzen zur Einheit der Quasi-Qualitit,
ganz correct ist. Die Verschmelzung, die hier vorliegt, ist
das genaue Analogon derjenigen, die STUMPF bei den gleich-
zeitigen Empfindungsqualititen entdeckt hat.!) Thatsichlich
finden wir die wesentlichen Bestimmungen des STUMPF’schen
Begriffes hier wieder. Vor Allem, das die verschmelzenden
Elemente als das, was sie sind, auch ausserhalb einer Ver-
schmelzung auftreten konnen; und ,in ihr werden sie nicht
im geringsten veriindert, aber es tritt ein neues Verhiltniss
zwischen ihnen auf, das eine engere Einheit herstellt, als sie
zwischen Gliedern einer blossen Summe stattfindet. ®)

Auch dass die Verschmelzung in verschiedenen
Graden auftreten kann, ist hier zu constatiren; und des-
gleichen konnen wir es auch hier als eine Folge der Verschmel-
zung bezeichnen, dass mit ihren hheren Graden der Gesammt-
eindruck sich unter sonst gleichen Umstinden dem einer
wirklich einfachen Qualitit nshert und immer schwerer
analysirt wird. Im vorliegenden Falle bildet der continuir-
liche Punktzusammenhang den hochsten Verschmelzungsgrad.

1) Im Uebrigen ist STUMPF selbst eine weitere Geltung des Ver-
schmelzungsbegriffes nicht entgangen, indem er erklirt: , Verschmelzung
[ist] dasjenige Verhiltniss zweier Inhalte, speciell Empfindungsinhalte,
wonach sie nicht eine blosse Summe, sondern ein Ganzes bilden.“ Vgl
Tonpsychologie II, 126.

%) a a 0. S 64
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Wir haben vorhin schon auf die mannigfachen Varia-
tionen hingewiesen , welche das figurale Moment bei
Variation der es bestimmenden Relationen erfiahrt. Sie stehen
insgesammt in demselben Verhilltniss zu einander, wie die
mannigfachen specifischen Differenzen einer Gattung sinnlicher
Qualititen. Wir finden zwischen ihnen elementare, vielfach
abgestufte Aehnlichkeiten, woraus sich ein Gattungsbegriff
in der strengen Aristotelischen Bedeutung d. W. auslost.
Der allgemeine Begriff der Configuration ist das genaue
Analogon des Begriffes einer Gattung von Sinnesqualitiiten.
Gleichheit bedeutet auch bei den Configurationen nichts
anderes als extreme Aehnlichkeit.!) Die specifischen Diffe-
renzen unseres Gattungsbegriffes hiingen ab von der Combi-
nation derjenigen der elementaren Abstands- und Richtungs-
relationen, die in ihnen verschmelzen, und reprisentiren also
ein viel mannigfaltigeres Continuum, als die Species dieser
Elementarrelationen selbst.

Bisher haben wir nur die s.z.s. geometrischen Relationen
des Abstandes und der Richtung in Betracht gezogen. Aber
auf den quasi-qualitativen Charakter irgend welcher Object-
vertheilungen im Gresichtsfelde haben auch andere Relationen
einen merklichen Einfluss. Die einzelnen Objecte heben sich
mehr oder minder scharf von einander und vom anschaulichen
Hintergrunde ab, und auch dieses sich Abheben ist ein sinn-
lich-relationelles Moment. welches vielfache graduelle Ab-
stufungen zuléisst und ihnen entsprechend den (uasi-qualitativen
Charakter der ganzen Mengenanschauung mannigfach beein-
flussen kann, wie an naheliegenden Beispielen zu erproben
ist. Von einem gewissen Grade der Sonderung hingt sogar
die Moglichkeit der Auffassung irgend welcher anderer figuralen
Momente, ja die Moglichkeit einer Mengenauffassung selbst
ab. Grenzen die Mengenglieder unmittelbar aneinander, fiillen

1) Vgl. STomer, Tonpsychologie I, 111.
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sie einen Theil des Gesichtsfeldes ganz aus, so miissen ihre
Farbenqualitiiten einen gewissen Abstand iiberschreiten, damit
sie nicht in eine unanalysirbare Einheit verschmelzen. Sind
dagegen die Mengenglieder iiber das Gesichtsfeld verstreut,
dann gilt dieselbe Bedingung fiir ihre Farbenqualitit im
Vergleich mit der des .Hintergrundes’, wihrend sie unter
einander von derselben Qualitiit sein kdunen.

Die qualitativen Verhitltnisse bedingen selbst wieder in man-
nigfacher Weise den Charakter der ganzen Mengenerscheinung
wobei sie oft zu sehr merklichen quasi-qualitativen Momenten
verschmelzen, die freilich von dem Momente der Configuration
wesentlich bedingt zu sein pflegen. Ein charakteristischer
Fall ist z B. der der qualitativen Reihe in Verschmelzung
mit der Reihe im ortlichen Sinne. Bilden dieselben Objecte
eine andere Configuration, dann wird im Allgemeinen auch
der Charakter der Farbenconstellation ein ganz anderer sein.
Nur wenn die Objecte gleichfarbig sind, beeinflusst das Mo-
ment der Configuration nicht das der Qualitit.

Die qualitative Gleichheit und so iiberhaupt die sinnliche
(leichheit der ganzen Mengenglieder ist eines der hervor-
stechendsten quasi-qualitativen Momente. Dass wirklich die
sinnliche Gleichheit ein derartiges Moment begriindet, erkennt
man an jedem Beispiele. Sie giebt dem anschaulichen Mengen-
ganzen einen specifischen Charakter, der zur Geltung kommt,
ohne dass jedes Einzelding mit jedem andern verglichen
wiirde. 'Wir urtheilen in einem Blick: eine Menge Aepfel,
Niisse, Menschen u. s. w., ohne die zugehorigen ok Lol (n-2— D
Vergleichungen vornehmen zu miissen, und meist ohne es wirk-
lich zu konnen. Die Erinnerung an friihere Vergleichungen
kann uns hiebei nicht leiten; denn (um nur das Eine zu er-
withnen) auch hei Mengen ganz unbekannter Objecte bedarf es
solcher erschipfenden Vergleichung ganz und gar nicht.

Wir hatten bisher nur ruhende Objectvertheilungen im
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Gesichtsfelde betrachtet; aber auch jede Art von Bewegung
oder qualitativer Versinderung der Einzelobjecte ertheilt dem
(Ganzen einen unmittelbar merklichen quasi-qualitativen
Charakter. In einigen unserer Beispiele ist dieser auch
sprachlich ausgedriickt, wie wenn wir von einem Schwarm
(Vogel) sprechen. Im Uebrigen erkennt man die Besonder-
heit und unmittelbare Fassbarkeit dieses Momentes iiberall,
sowie man nur einmal darauf achtsam geworden ist. — Und
eben solche Momente entspringen, wie es scheint, aus allen
anderen primiiren Relationen, die in den Bereich des Gesichts-
sinnes fallen.

Ausser den Relationen sind auch die inneren Be-
schaffenheiten der Theilanschauungen als verschmelzende
Elemente wirksam. Unzweifelhaft tritt dies hervor an Bei-
spielen vom Charakter des Schachbrettmusters. Die Con-
figuration der schwarzen Felder ist genau gleich derjenigen
der weissen. Innerhalb einer jeden sind die Felder nach
Form, Grosse und Farbe unter einander gleich und begriinden
so im einen wie im andern Falle ein figurales Gleichheits-
moment. Trotzdem ist der einheitliche Gesammtcharakter
der Deiden Erscheinungen ein scharfunterschiedener, und dies
eben vermoge der beiderseits unterschiedenen Farbe der
Felder.

Analoges gilt auch fiir die figuralen Momente der ge-
sonderten Theilanschauungen. Jede Veriinderung derselben,
z. B. der Grosse und Form der einzelnen Mengenglieder ver-
indert auch den unmittelbaren Charakter der Gesammter-
scheinung.

All das, was wir hier fiir Mengen innerhalb des Gesichts-
feldes ausgefiihrt haben, lisst sich offenbar auf alle Arten
sinnlicher Mengen iibertragen; desgleichen auf Mengen iiber-
haupt, sei es in der Phantasie vorgestellter sinnlicher Objecte,
sel es psychischer Acte. Bei den letzteren bildet z. B. die
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zeitliche Folge und iiberhaupt die zeitliche Configuration
(das genaue Analogon der riumlichen) ein derartiges Moment.

Es wiire vielleicht nicht unpassend, fiir diese den Sinnes-
qualititen analogen Eigenthiimlichkeiten einheitlicher An-
schauungen — in Ankniipfung an ihren markantesten Special-
fall — den Terminus figurales Moment zu wihlen.

Von einem jeden dieser figuralen Momente der Mengen-
anschauungen gilt dasselbe., was oben fiir das riumlich-
figurale sichtbarer Mengen dargelegt wurde: Einem jeden
kommt nebst seinem specifischen, ein gewisser Gattungs-
charakter zu.

Die verschiedenartigen figuralen Momente treten, ihren
specifischen Differenzen entsprechend, in den mannigfachsten
Mischungen oder genauer: Verschmelzungen auf. In der beziig-
lichen Anmschauung einheitlich verschmolzen, werden sie erst
durch Abstraction gesondert. DasMoment der zeitlichen Con-
figuration z. B. verschmilzt mit dem Qualitéits- und Inten-
sitiitsmomente, und das Gemisch hat zuniichst einen einheit-
lichen Figural-Charakter, der erst durch Analyse in seine
Componenten zerfillt. Ein complicirtes Gemisch solcher Art
enthillt eine Melodie. Ein ganz einfaches Beispiel bietet eine
Reihe gleicher Gesichtsobjecte. Man sondeit hier sehr leicht
das Reihenmoment und das Gleichheitsmoment.

‘Wihrend die Vereinigung figuraler Gattungscharaktere
bei der Bildung von allgemeinen Mengenvorstellungen, von
Mengenarten s. z. s., eine erhebliche Rolle spielt (man erwige
die allgemeine Bedeutung von Namen wie: Reihe, Schwarm,
Kette, Haufen etc.), ist es die Vereinigung ihrer besonderen
Differenzen, die der anschaulichen Menge ihr individuell-ein-
heitliches Gepriige giebt.

Der abstrahirenden Hervorhebung setzen die verschiedenen
figuralen Momente einen verschiedenen Widerstand entgegen.
Das eine wird leichter, das andere schwerer bemerkt; manches
kommt iiberhaupt nicht zu selbstéindiger Auffassung, und seine
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Existenz kann nur indirect erschlossen werden auf dem Wege
der Variation der gesammten Quasi-Qualitiit bei der Variation
der sie bedingenden Elemente. Wir konnen hier von einem
verschiedenen Grade der Verschmelzung sprechen, welche die
verschiedenen Figural-Momente eingehen. Einen besonders
kriftigen Reiz iiben auf das isolirende Bemerken alle Arten
von Reihen, Ordnungen, Systemen und alle aus Abstands- und
Richtungsrelationen aufgebauten Configurationen, von denen
die riumlichen nur einen Specialfall bilden. Beispiele liefern
noch Complexe von Zeitpunkten, Intensititen und sinnlichen
Qualitéiten.

Wo eine Vielheit gesonderter Objecte in einer Anschau-
ung sich zusammenfindet, da concurriren die figuralen Momente,
welche zu allen erdenklichen Theilvielheiten derselben gehiren.
Indem wir eine bestimmte Menge in anschaulicher Ein-
heit herausheben, siegt eben dasjenige, welches den stiirksten
Reiz aunf unsere Auffassung ausiibte. Mitunter ist dieser Sieg
nur ein momentaner: wir erfassen bald diese bald jene Menge
innerhalb der Gesammtanschauung, der sie alle angehdren,
je nachdem das figurale Moment dieser oder jener iiberwog.

Entscheidung.

Fiir unsere Zwecke bediirfen wir nicht einer allseitigen
Erforschung dieser merkwiirdigen und bisher fast gar nicht
beachteten ) Eigenthiimlichkeiten einheitlicher Phaenomene

) Die vorstehenden Untersuchungen waren nahezu ein Jahr aus-
gearbeitet, als die scharfsiunige Arbeit von EHRENFELS iiber Gestalt-
qualitéten (Vierteljahrsschrift f. wiss. Philos. 1890. 8. Heft) erschien,
in welcher die oben nur gelegentlich, im Interesse der Erklirung in-
directer Mengenauffassungen, untersuchten figuralen Momente einer um-
fassenden Untersuchung unterworfen werden. Leider ist mir die ge-
nannte Abhandlung, wihrend ich diese Blitter fiir den Druck vorbereite,
nieht zugdnglich, so dass ich eine nihere Beziehung auf sie unterlassen
muss, EHRENFELS wurde, wie er gleich zu Eingang seiner Darstellung
ausspricht, durch E. MACH’s ,Beitrige zur Analyse der Empfindungen®
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und speciell der sinnlichen Mengen. Was wir ausgefiihrt
haben geniigt, um uns der Existenz der figuralen Momente
zu versichern, von denen unsere Hypothesen zur Erklirung
symbolischer Mengenauffassungen Gebrauch machten.

Welcher von den Hypothesen sollen wir nun den Vorzug
geben? Die erste reflectirte bloss auf figurale Momente, die
aus der Verschmelzung von Relationen, die zweite bloss auf
solche, die aus der Verschmelzung der absoluten Inhalte her-
vorgehen. Beiderlei Momente treten jedoch in so innigem
Connex auf, dass wir uns von vornherein der dritten Hypothese
zuneigen werden, welche Momente beider Art, eventuell in
einheitlicher Verschmelzung zuliisst.

Die Annahme (welche alle Hypothesen offen hielten),
dass constante. in jedem Falle unmittelbarer Mengen-
erkenntniss zu Tage tretende Momente die Association
des Mengenbegriffes vermitteln, werden wir wol ablehnen
miissen, obschon es an solchen Momenten nicht fehlen mag.
Hieher gehort z. B. das Sonderungsmoment; denn von einer
sinnlichen Menge ist nur da die Rede, wo innerhalb einer
einheitlichen Erscheinung die Elemente sich von einander,
bzw. vom Hintergrunde deutlich abheben. Solche Momente
treten aber stets in Verschmelzung mit anderen, unter Um-
stinden kriftigeren Momeaten auf, und es ist zur Erklirung
der fraglichen Mengenauffassungen nicht erforderlich, dass
erst Analyse eintriite, und die Association des Mengenbegriffes
gerade immer unter Vermittelung jener ersteren constanten
Momente erfolge. Indem besonders auffallende figurale Mo-
mente beider Art (wie z. B. die Configuration im engeren
Sinne in Verschmelzung mit dem Gleichheits- oder Qualitits-
moment) zur Heraushebung einheitlicher Mengenanschauungen

(1886) zu seiner Untersuchung angeregt. Da ich diese Schrift des geist-
vollen Physikers gleich nach ibrem Erscheinen gelesen hatte, so ist es wol
mdglich, dass auch ich durch Reminiscenzen aus dieser Lecture in dem
Gange meiner Gedanken mitbeeinflusst war.
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den Anstoss gaben und in weiterer Folge der Process glied-
weiser Auffassung sich anschloss, musste sich notwendig der
symbolische Mengenbegriff mit ihnen, oder vielmehr mit ihren
typischen Gattungscharakteren associiren, ohne dass erst eine
Analyse in die Partialmomente und ein Herausheben irgend
welcher, iiberall gemeinsamen stattfinden musste.

Haben wir den durchlaufenden Process der ausschipfen-
den (oder vermeintlich ausschdpfenden) Einzelauffassung an
vielen discreten Objectvertheilungen im Gesichtsfelde geiibt,
so erkennen wir schliesslich eine jede neue, auch ohne dieses
Mittel, sofort als Menge. Die Analogie aller Configurationen
unter einander oder die Analogie in Bezichung auf complexe
Momente, die leicht kenntliche Mengenarten begriinden, ver-
mittelt die Association. Bei Mengen innerhalb anderer Sinnes-
felder mSgen uns andere Momente dienen; aber stets wird die
Aehnlichkeit innerhalb gewisser Qualitiitskreise s.z.s. den
nichstliegenden Anhalt fiir die Association bieten. Deutlich
ist dies auch an den Beispielen, von deren Betrachtung wir
ausgiengen, wo die Figuralcharaktere zu besonderen Namen
wie: Reihe, Heerde., Schwarm etc. fiihrten. Nie sind zwel
Reihen, Heerden, Schwirme einander genau gleich; aber ihre
Acghnlichkeit begriindet die Gattungsbegriffe, welche unmittel-
bar erkannt, nun auch die unmittelbare Erkenntniss des
Mengencharakters vermitteln. ?)

) Unsere Theorie der uneigentlichen Mengenauiffassungen erklirt
auch die von STUMPF bemerkte Thatsache, dass ,die richtige Unter-
scheidung einer Mehrheit von einer anderen bereits eine héhere Leistung
sei, als das Wahrnehmen einer Mehrheit iiberhaupt* (Tonpsychologie
II, 871). Dieses Wahrnehmen ist eben in der Regel ein symbolisches,
vermittelt durch den Figuralcharakter der ganzen anschaulichen Mengen-
einheit, und es findet dann keine Sonderauffassung der Mengenglieder
statt, wie sie behufs einer exacten Vergleichung der Menge mit anderen
Mengen oder behufs ihrer Zihlung (die STUMPF in der obigen Stelle
besonders im Auge hat) im Allgemeinen erforderlich sein wird. Und es
ist sehr wol moglich, dass ein figurales Moment reproductiv noch wirksam.
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Die psychologische Function der Fixirung einzelner Mengenglieder.

Die Conception der hier betrachteten uneigentlichen
Mengenvorstellungen pflegt von einigen Schritten der Einzel-
auffassung irgend welcher Mengenglieder begleitet zu sein.
Es ist nicht ohne psychologisches Interesse, die besondere
Function dieses Processes genauer zu zergliedern.

Er liefert einerseits eine Anniherung an die wirkliche
Mengenbildung und an die wirkliche Subsumption unter den
Mengenbegriff, indem die erforderlichen psychischen Bethiti-
gungen mindestens an einigen herausgegriffenen Gliedern wirk-
lich ausgefiihrt werden. Das Processrudiment dient dann, un-
seren fritheren Ausfihrungen gemiss, als Zeichen fiir den
intendirten vollen Process, wobei die einheitliche Figural-
Qualitiit der Mengenanschauung uns der Fortsetzbarkeit des
angefangenen Processes versichert, zumal die anschauliche
Mengeneinheit der herausgehobenen Glieder als Theil der
gesammten Mengenanschauung erkannt wird.

Andererseits giebt die Einzelauffassung uns auch den Gat-
tungsbegriff der Glieder. Ja sie bestimmt hdufig erst die Aus-
sonderung des Mengenganzen. Sowie das Interesse sich einem
Dinge bloss vermoge einer gewissen Beschaffenheit zuwendet,
leuchtet mit einem Male der Gesammtinbegriff der noch im
anschaulichen Hintergrunde unbemerkt gebliebenen Objecte
dieser Gattung auf, wofern sie sich nur scharf genug abheben,
um iiberhaupt eine leicht merkliche Mengeneinheit bilden zu
konnen; und je nachdem das Interesse bald dem, bald jenem
Gattungsbegriff sich zuwendet, zieht es mit ihm bald die, bald
jene Mengeneinheit aus dem unanalysirten Hintergrund hervor.
Die Verschmelzung der gleichartigen Inhalte in der Anschauung
bildet eben schon vor aller Analyse eine gewisse Einheit und

sei, selbst wenn die Mengenglieder in der Anschauung so innig ver-
schmolzen sind, dass ihre deutliche Sonderauffassung iiberhaupt unmég-
lich wird.
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vermittelt dadurch diese eigenthiimliche Art der Association.
Der einzelne Inhalt hingt gewissermassen an einer Kette, die
er nach sich zieht, sowie er zu besonderem Bewusstsein kommt.
Achten wir z. B. auf ein weisses Feld des Schachbrettes, so
tritt die ganze Configuration der weissen Felder hervor; achten
wir auf ein schwarzes, so die der schwarzen. Und umgekehrt:
wollen wir die eine oder andere Configuration festhalten, so
miissen wir mindestens ein einzelnes ihrer Felder fixiren.
Achten wir auf eine Zeile dieser Seite, dann taucht schon
die ganze Zeilenreihe hervor; heftet sich zufillig das Interesse
an den weissen Zwischenraum zweier Zeilen (wie bei der
Schiitzung ihrer Distanz), dann ist es die Reihe dieser Streifen,
die einheitlich hervortritt. Parallelstreifen in abwechselnder
Farbung, Reihen mit Gliedern abwechselnder Gestaltung bieten
iiberhaupt deutliche Beispiele.

Ich erwihne schliesslich, dass im Verlaufe des rascheren
Denkens h#ufig auch die #ussere Anschauung ohne irgend
welche rudimentéire Processe, bloss vermige ihres figuralen
Charakters zum symbolischen Vertreter der eigentlichen
Mengenvorstellung werden kann. Sprechen wir z. B. im Hin-
blicke auf eine gewisse Anschauung von einem Regiment
Soldaten, einer Allee Biume u.dergl,, dann fehlt in der Regel
die wahre Pluralvorstellung, und nur die unbearbeitete An-
schauung ist da. Sowie es aber im Verlaufe des weiteren
Denkens notwendig wird, beginnt das Spiel der psychischen
Bethitigungen, die der Plural ausdriickt.

Worin liegt die Gewilhr fiir die Vollstiindigkeit der durchlaufenden
Einzelauffassung einer Menge?

In den bisher betrachteten Fillen findet das auffassende
Interesse sein Geniige daran, dass eine durch den Husseren
Rahmen der Anschauung (d. i. durch ein sich entgegen-
dringendes figurales Moment derselben) umgrenzte Vielheit
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von Objecten einer bestimmten Gattung gegeben sei. In
anderen Fillen aber ist das Interesse jedem der umrahmten
Einzelobjecte zugewendet, und es zielt daher auf das er-
schipfende Durchlaufen aller dieser Objecte. Wie der-
gleichen zu Stande kommt, wire wieder ohne den Recurs auf
die figuralen Momente der Anschauung eine unléshare Frage.
Nachdem die eigentliche Collection bei erheblicheren Mengen
eine Unmoglichkeit ist, woher die Gewissheit, wirklich alle
Glieder derselben aufgefasst zu haben? Die richtige Beant-
wortung dieser Frage ist fiir die Psychologie des Zahlungspro-
cesses von besonderer Wichtigkeit, denn sie beantwortet zu-
gleich diejenige nach der Moglichkeit einer vollstdndigen
Durchzihlung.

Es sind nun wieder gewisse figurale Beschaffenheiten
innerhalb der einheitlichen Mengenanschauung, welche unserem
sonderauffassenden Interesse einen geregelten und sicheren
Gang ertheilen. Besitzt z. B. die Menge den Charakter einer
einfachen Reihe, dann sind es die Verkniipfungen der ele-
mentaren Reihenrelationen (und das sind selbst figurale Mo-
mente), die uns anleiten. Ist die Reihe begrenzt, so beginnen
wir mit einem der Randglieder; denn diese iiben, unter
sonst gleichen Umstiinden, den ersten und kréftigsten Anreiz
auf das heraushebende Interesse. Das Randglied gehort einer
ersten Elementarverkniipfung an, die in der Weise eines einheit-
lichen Figuralmomentes der Awuffassung sich entgegendringt:
Durch Analyse derselben gelangen wir zum ersten Nachbar-
gliede; In diesem verkettet sich mit der ersten eine neue
Elementarverkniipfung ; an der Hand derselben gelangen wir
zum zweiten Nachbargliede u. s. w. Indem uns stets zwei
aneinandergrenzende Verkniipfungen zugleich und zwar als
wolgesonderte gegenwiirtig sind, kann die neue als solche
erkannt werden, und der Fortschritt wird zu einem eindeutig
bestimmten. Diese Eindeutigkeit gewihrleistet aber die Voll-

stindigkeit der durchlaufenden Einzelauffassung.
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 16
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Nicht viel complicirter liegt die Sache in dem Falle einer
Doppelreihe. Die Gesammtmenge zerfillt hier sofort in eine
Menge von Mengen, deren jede durch ein besonderes figurales
Moment (das Reihenmoment) als solche gekennzeichnet ist,
wiihrend ihre Gesammtheit wiederum durch solch ein Moment
eben als Menge von diesen Mengen sich ausweist. Der Fort-
schritt von Reihe zu Reihe, und in jeder Reihe der Fortschritt
von (Glied zu Glied ist aus analogen Griinden wie im vorigen
Beispiel ein eindeutig bestimmter, sobald nur jeweilig eine
Randreihe als Ausgangsreihe und in ihr, wie in jeder folgen-
den ein Randglied als Anfangsglied gewihlt ist.

Aehnlich verhilt es sich nun ganz allgemein bei beliebigen
Mengen. Entweder die gegebene Menge besitzt von vorn-
herein nicht bloss ein sie als Ganzes auszeichnendes Figural-
moment, sondern auch natiirliche oder bei den herrschenden
Denkgewohnheiten sich aufdringende Gliederungen, bedingt
durch besondere Figuralmomente; diese scheiden Theil-
mengen in ihr aus und lassen die Gesammtmenge als eine
iibersichtlich geordnete Summe von Mengen erscheinen, zu
welcher Ordnung natiirlich wieder ein figurales Moment die
Maoglichkeit giebt. Oder die Menge ist zuniichst ohne jede
klare Gliederung und Ordnung; ein Fall, in welchem wir
kiinstlich nachhelfen miissen durch willkiirliche Gruppen-
bildung und Anordnung der Gruppen, wobei wir hiufig
zur grosseren Sicherbeit des Verfahrens #ussere Merk-
zeichen herbeiziehen, wie die Umrahmung durch Grenzlinien,
die Numerirung der Gruppen u. dgl. Hiebei miissen die
Gruppen so gewihlt sein, dass der Fortschritt von Glied zu
Glied hinreichend bestimmt ist, um die Vollstéindigkeit der
Auffassung ihrer simmtlichen Glieder zu verbiirgen. Vermoge
des geordneten Zusammenhanges der Gruppen unter einander
ist dann auch ein erschopfendes Durchlaufen der Glieder der
Gresammtmenge gesichert.
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Auffassung eigentlich vorstellbarer Mengen durch figurale Momente.

Ehe ich diesen Gegenstand verlasse, bemerke ich noch,
dass auch bei der Auffassung kleiner Mengen, bei welchen
noch von eigentlicher Collection gesprochen werden darf,
figurale Momente oft eine nicht unerhebliche Rolle spielen.
Jede, auch die kleinste Gruppe, z. B. von Gesichtsobjecten (und
so von sinnlichen Inhalten iiberhaupt), ist durch ein figurales
Moment als anschauliche Einheit charakterisirt, und so be-
stimmt dieses den Rahmen fiir unsere successiven Einzelauf-
fassungen. Ferner: selbst bei Mengen von vier oder fiinf
Objecten findet hiufig, obschon nicht notwendig, eine Gliede-
rung in Untergruppen statt. Wir fassen sie dann auf in der
Form 2 + 2, bzw. 2 + 3 oder 2 + 2 + 1. Bei Mengen,
deren Elementenzahl grosser ist als fiinf, sind solche Gliede-
rungen geradezu eine Notwendigkeit, soll iiberhaupt eine
wirkliche Mengenauffassung zu Stande kommen ; und wo solche
Gliederungen vermoge der Natur der Anschauung sich nicht
von selbst aufdriingen, miissen wir sie kiinstlich in sie hinein-
tragen.

Dass in derartigen Auffassungsformen eine Erleichterung
liegt, ist eine unzweifelhafte aber auch merkwiirdige Thatsache.
Danach erscheint die Auffassung einer Collection von Collec-
tionen leichter als die Auffassung einer einfachen, unge-
gliederten Collection, obgleich im ersteren Falle psychische
Acte hoherer Ordnung erforderlich sind als im letzteren (99).
Indessen werden die psychischen Acte, die dort in Frage
kommen, ausserordentlich erleichtert durch die figuralen
Momente, welche die Inhalte der Gruppen charakteristisch
verkniipfen. Um z. B. eine deutliche Auffassung von sechs
aufeinanderfolgenden Glockenschligen zu erhalten, gliedern
wir dieselben in zwei Gruppen zu je drei Schligen. Durch
abgestnfte Betonung erregen wir hiebei, den Gruppen ent-

sprechend, besonders merkliche Figuralmomente (jedes ge-
16*
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mischt aus einem intensiven und einem zeitlichen Moment),
welche als parallellaufende Primir - Verkniipfungen den
Gruppencollectionen s. z. s. einen festen Rahmen, einen
susseren Halt geben ; zudem, wie es scheint, der colligirende Act
mit der entsprechenden Figuralqualitiit eine Association ein-
geht. Durch solche Mittel bewiltigt man noch Mengen, die
in ungruppirter Form als wirkliche Collectionen nicht mehr
festzuhalten wiren, indem vielleicht an der Einférmigkeit ihrer
Composition das verkniipfende Interesse erlahmen wiirde.

Immerhin muss man aber in dieser Art entstandene
Mengenvorstellungen noch als eigentliche gelten lassen, da
wirklich in einem Acte alle Glieder zu expliciter Vorstellung
geeinigt erscheinen. Die stiitzenden figuralen Momente ge-
horen hiebei wol mit zum psychologischen, nicht aber zum
logischen Gehalte der Vorstellung. Wie von der zeitlichen
Folge, so kOnnen wir auch von den figuralen Momenten,
welche, sei es die Gesammtmenge, sei es Untergruppen der-
selben auszeichnen, abstrahiren und auf das blosse Zusammen
der Glieder in einer Vorstellung achten; und dies miissen
wir auch thun, wenn die eigentliche Meinung der Mengen-
vorstellung in Frage ist.

Die elementaren Vielheitsoperationen und -Relationen in Ueber-
tragung auf symbolisch vorgestellte Vielheiten.

Auf symbolisch vorgestellte Vielheiten kann man, wie
leicht einzusehen, auch die Begriffe der elementaren Opera-
tionen und Relationen iibertragen, wobei oft wieder die figuralen
Momente vermitteln werden. Sind uns z. B. mehrere sinn-
liche Mengen zugleich gegeben, durch die bekannten symboli-
sirenden Momente als solche taxirt, dann kommt ihnen auch
eine anschauliche Gesammteinheit zu, vermdge eines sie alle
umfassenden figuralen Momentes, welches das Ganze wieder
als Menge charakterisirt. Dieses sinnliche Verhiltniss der
Anschauungen liefert einen gewissen Anhalt fiir die Symboli-
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sirung der additiven Verkniipfung zwischen den zugehdrigen
wirklichen Collectionen. Ebenso konnen wir den Begriff von
Theilmengen in Beziehung auf eine vorgelegte anschauliche
Menge bilden. Die ganze Anschauung gliedert sich in Theil-
anschauungen, von denen jeder ein wolbemerkbares und sie
als Menge charakterisirendes Figuralmoment zukommt.- Das
sinnliche Theilungsverhéltniss mag wieder als Anhalt fiir die
Symbolisirung des intendirten wirklichen Mengenverhiltnisses
dienen: Im Hinblick auf diese Sachlage konnen wir in
gutem Sinne von Addiren und Theilen, und desgleichen offenbar
von Vermehren und Vermindern sprechen. Wir konnen fiir
beliebige symbolisch vorgestellte Mengen die Frage der Ver-
gleichbarkeit aufwerfen, wobei die Begriffe von Gleich, Mehr
und Weniger in naheliegenden (und darum nicht ndher zu
erorternden) symbolischen Wendungen erscheinen. Bei der
Constatirung dieser Verhiltnisse in gegebemen Vergleichs-
fillen kommen symbolische Mittel zur Verwendung, auf die
wir bei anderer Gelegenheit schon aufmerksam wurden;?) so
die paarweise Zuordnung der successive herausgehobenen
Mengenglieder, oder aber die wechselseitige Abzihlung, wo-
fern die symbolische Ausdehnung der Zahlenreihe bereits
vollzogen ist.

Ich betone schliesslich, dass die Verinderungen, welche
die Vielheitsvorstellung durch all die beschriebenen Symboli-
sirungen erfiihrt, nicht ihren logischen Gehalt betreffen. Viel-
heit bleibt der Begriff einer Gesammtheit, einer bestimmten
Collection von gesonderten Inhalten, nur dass in den jetzt
betrachteten Fillen die Aussonderung von Inhalten und ihre
Collection statt zu wirklichem Vollzuge zu gelangen, ent-
weder ganz oder zum grossten Theile blosse Intention

bleibt.

5} Vgl VI. Capitel, 8. 115-19.
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Unendliche Mengen.

Die symbolischen Mengenvorstellungen, die wir bisher
betrachteten, schliessen noch nicht die volle Erweiterung,
dessen der Begriff der Menge oder Vielheit durch symbolische
Mittel fiahig ist, ein. Noch eine, besonders merkwiirdige
bleibt uns zu zergliedern iibrig, welche den urspriinglichen
Begriff in einer Weise extendirt, dass er nicht bloss die
gewissermassen zufiilligen, sondern auch die dem Wesen aller
Erkenntniss notwendigen Schranken iiberspringt und damit
im Grunde auch einen wesentlich neuen Inhalt gewinnt. Eine
Erweiterung der Vorstellungsfihigkeit, die sie in den Stand
setzen wiirde, Mengen von hundert, tausend, Millionen Ele-
menten in eigentlicher Bethiitigung collectiv zu befassen, ist
sehr wol denkbar. Und so bietet denn unsere Intention,
welche der symbolischen Vorstellung so grosser Mengen zu
Grunde liegt, keinen Anlass zu logischen Bedenken; sie geht
auf die wirkliche Vorstellung von Collectionen, die, wenn
nicht in den Bereich unserer, so doch einer idealisirten
menschlichen Erkenntnissfihigkeit fallen. Zur Surrogirung
der wirklichen Collection konnen dann in vielen Fillen suc-
cessive Processe dienen, die es mindestens zu einer successiven
Einzelauffassung aller Glieder bringen. Wir sind im Stande,
ein jedes Mengenelement fiir sich zur Vorstellung zu bringen
in zeitlichem Nacheinander, wenn auch nicht in einem sie
alle befassenden Acte. All dies ist aber unméglich in den
Fillen, auf die wir es nun abgesehen haben. Wir sprechen
von Inbegriffen, Mengen, Vielheiten auch da, wo schon der
Begriff ihrer eigentlichen Bildung oder ihrer Symbolisirung
durch successive Ausschpfung der befassten Einzelnen, eine
logische Unmdglichkeit einschliesst. Wir sprechen von un-
endlichen Mengen. Unendlich sind die Umfinge der
meisten allgemeinen Begriffe. Unendlich ist die Menge der
Zahlen der symbolisch erweiterten Zahlenreihe, unendlich ist
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die Menge der Punkte in einer Linie und iiberhaupt der
Grenzen eines Continuums. Der Gedanke, dass irgend eine
fassbare Erweiterung unseres Erkenntnissvermogens dieses zu
der wirklichen Vorstellung oder auch nur der successiven
Ausschopfung solcher Mengen befihigen konnte, ist unaus-
denkbar. Hier hat selbst unsere Kraft der Idealisirung eine
Schranke.

Wie kommen nun aber diese symbolischen Begriffe zu
Stande? Was macht ihren psychologischen und logischen
Gehalt aus?

In jedem Falle, wo von einer unendlichen Menge die
Rede ist, finden wir die symbolische Vorstellung eines unbe-
schriinkt fortsetzbaren Processes der Begriffshildung vor. Ein
klares Princip ist gegeben, nach welchem wir jeden bereits
gebildeten Begriff einer gewissen gegebenen Gattung um-
wandeln konnen (oder auch symbolisch als umgewandelt
vorstellen konnen) in einen newen, von dem ersteren scharf
unterschiedenen; diesen abermals, u. s. w., derart dass die
apriorische Sicherheit besteht, nie zu dem Ausgangsbegriffe
und zu den bereits erzeugten Begriffen zuriickzukehren. Wir
bilden nun, mit Riicksicht auf die Ergebnisse dieses Processes,
successive Mengenvorstellungen, die sich stetig erweitern,
und ist wirklich das Bildungsprincip ein bestimmtes, dann
erhiilt auch der Begriff der sich fortgesetzt erweiternden
Menge von Begriffen einen ganz bestimmten Gehalt. Es ist
a priori durch scharfe begriffliche Momente bestimmt, was
diese stetig auszudehnende Menge umfasst oder umfassen
kann, und was nicht; d. h. von einem jeden vorgegebenen
Denkobject lisst es sich unzweideutig entscheiden, ob es Glied
dieses Processes, bzw. dieser Mengenbildung sein kdnne oder
nicht.

Betrachten wir z. B. den Begriff der unendlichen Menge
von Zahlen. Der Process der Hirizufiigung einer Einheit zu
einer heliebig gegebenen Zahl ist eine Operation, deren Be-
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griff es a priori gewihrleistet, dass sie zu einer bestimmten
und neuen Zahl hinfiihrt. Gehen wir von der Zahl Eins aus,
dann fiihrt dieses Bildungsprincip zu Zwei, Drei, ..., zu
neuen und immer neuen Zahlen, ohne Riickkehr und ohne
Schranken. Die begriffliche Bestimmung: ,Ein méogliches
Resultat dieses Processes’ ist, wie dessen Begriff selbst, eine
scharfe, und so besitzen die moglichen Ergebnisse der ange-
gebenen successiven Begriffsconstruction eine gemeinsame
Charakteristik, die sie zusammenbindet, analog wie die collec-
tive (oder eine sie vertretende anschauliche) Einheit der Glieder
einer Menge. Wir stellen also, wenn wir vom Inbegriffe aller
natiirlichen Zahlen sprechen, zunichst eine Menge im ge-
wohnlichen Sinne vor, nidmlich die Zahlen eines Anfangs-
stiickes der Zahlenreihe (symbolisirt durch die anschauliche
Reihe der Zeichen oder dgl). Dazu tritt die erginzende
Vorstellung, dass diese Reihe vermdge ihres Bildungsprincips
erweitert werden k&nne in infinitum, wobei jedes neue
Glied durch den Process bestimmt sei. Sprechen wir von
der unendlichen Menge von Punkten einer Strecke, dann
stellen wir zundchst irgend eine Punktvertheilung auf der-
selben vor, dazu den erginzenden Gedanken eines unbe-
schrankten Processes, durch den wir jedes Paar benachbarter
Punkte durch neue und abermals neue Punkte vermittelt
denken konnen. Und so sonst.

BEs ist nun leicht das Moment anzugeben, welches zu der
Uebertragung des Begriffes der Vielheit auf die ihrem lo-
gischen Charakter nach wesentlich unterschiedenen Bildungen
den Anlass geliefert hat. Schon bei der symbolischen Vor-
stellung von Mengen im gewGhnlichen Sinne surrogirt, wie
wir frither sahen, hiufig die Idee eines Processes, dessen
Einheit durch irgend ein figurales Moment der Anschauung
seine Bestimmtheit erhéilt. Aehnlich ist es hier, nur ist es
ein entfernteres, begriffliches Princip, welches nun dem Pro-
cesse seine Bestimmtheit verleiht und der Vorstellung von
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all dem, was durch ihn erreichbar ist, was er ,umfasst’, einen
gewissen Halt giebt. Wihrend aber im ersten Falle zum
Begriffe des Processes seine Endlichkeit gehorte, so dass in
der Succession der Schritte einer der letzte sein musste, ge-
hort es im Gegentheil hier zu seinem Begriffe, unbegrenzt
zu sein: der Begriff eines letzten Schrittes, eines letzterreichten
Mengengliedes also, wird sinnlos. Im ersten Falle war es
mitunter mdglich den Process wirklich voll auszuschopfen,
ja vielleicht die entsprechende eigentliche Collection zu bilden;
im letzteren ist schon der Gedanke daran absurd. Das sind
wesentliche logische Unterschiede. Die Analogie, von der
wir oben sprachen, erweckt aber die natiirliche Neigung,
auch der Vorstellung der unendlichen Menge die Intention
auf die Bildung der entsprechenden wirklichen Collection zu
unterschieben, trotz der Absurditit des Gedankens. So ent-
steht ein gewissermassen imaginéirer Begriff, dessen wider-
logischer Charakter im alltiglichen Denken keinen Schaden
stiftet, da eben die Unvertriiglichkeit, die er einschliesst, im
Gewohnlichen nicht zur Geltung kommt; wie z. B., wenn wir
uns im universellen Urtheil das ,Alle 8’ wie eine geschlossene
Menge vorstellen. Anders verhilt es sich in anderen Fallen,
wo die genannte Imaginaritit selbst als wirksamer Factor
das Urtheilen beeinflusst. Es ist klar: fiir eine streng logische
Fassung diirfen wir dem Begriff der unendlichen Menge nicht
mehr unterschieben, als was logisch wirklich zuldssig ist;
also vor Allem nicht die absurde Intention auf die Bildung
der wirklichen Menge. Logisch unanfechtbar ist die Vor-
stellung eines bestimmten unbeschrinkten Processes; des-
gleichen die Idee von alledem, was in seinen Bereich fillt,
was er durch seine begriffliche Einheit umspannt. So viel
und nicht mehr darf also der Begriff der unendlichen Menge
in sich aufnehmen. Damit tritt aber auch deutlich hervor,
dass es sich bei ihm um einen wesentlich neuen Begriff
handelt, der nicht mehr ein Mengenbegriff im wahren Sinne
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des Wortes ist, obgleich er diesen Begriff (in dem des Pro-
cesses z. B.) als wesentlichen Bestandtheil einschliesst.

Wo im Folgenden von Mengen die Rede ist, sollen, wo-
fern nicht ausdriicklich das Gegentheil angegeben ist, stets
endliche gemeint sein.

XII. Capitel.
Die symbolischen Zahlvorstellungen.

Die symbolischen Zahlbegriffe und ihre unendliche Mannigfaltigkeit.

Die symbolischen Mengenvorstellungen bilden das Fun-
dament fiir die symbolischen Zahlvorstellungen. Wiéren wir
auf die eigentlichen Mengenvorstellungen angewiesen, dann
endete die Zahlenreihe bestenfalls mit der Zwdlf, und dariiber
hinaus hétten wir auch nicht den Begriff einer Fortsetzung.
Mit der offenbaren Schrankenlosigkeit in der symbolischen
Erweiterung von Mengen ist, wie wir sogleich sehen werden,
das Gleiche auch fiir Zahlen mitgegeben.

Die Zahlen sind die unterschiedenen Species des allge-
meinen Begriffs der Vielheit. Jeder concreten Vielheit
entspricht, moge sie nun eigentlich oder symbolisch vorgestellt
sein, eine bestimmte Vielheit von Einheiten, eine Anzahl.
Denken wir uns jedes Glied der Vielheit dem Einheitsbegriff
subsumirt, dann ist doch der Begriff der Collection aller dieser
Einheiten ein v6llig bestimmter. Die Collection #ndert sich
mit jedem Gliede oder jeder Gliedersumme, die wir zu der
gegebenen Menge hinzufiigen, bzw. von ihr hinwegthun mégen.
In symbolischem Sinne konnen wir also von einer beliebigen
Menge sagen, ihr komme eine bestimmte Zahl zu, ehe wir
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diese selbst gebildet haben; ja auch dann, wenn wir zu der
wirklichen Bildung derselben ausser Stande sind. Desgleichen
werden wir mit gutem Grunde davon sprechen diirfen, dass
zwei beliebige Mengen entweder von gleicher oder verschie-
dener Zahl sein miissen, ob wir die Zahl nun concipiren
konnen oder nicht.

Wir sind selbst berechtigt zu urtheilen, dass das Gebiet
der Zahl eine unbegrenzte Mannigfaltigkeit von
Species in sich fasst. In der That, gehen wir von irgend
einer symbolischen Mengenvorstellung aus, dann besitzen wir
(mindestens ideell) die Fihigkeit, dieselbe unbeschrinkt
erweitern zu konnen, indem wir fortgesetzt neue und neue
Glieder hinzufiigen. Steht uns Anderes nicht zu Gebote, so
konnen wir doch die eigenen Glieder der Menge in steter
‘Wiederholung gespiegelt denken und demgemiss den Begriff
der fortlaufenden Erweiterung der Menge durch die Glieder
ihrer Spiegelungen bilden. Allerdings schliesst diese sym-
bolische Begriffshildung eine starke Idealisirung unseres Vor-
stellungsvermdgens ein. Factisch konnen wir ja nicht in
infinitum die geforderten Wiederholungen bilden und anein-
ander reihen: es fehlt an Zeit und Kraft fiir die immer er-
neute Geistesbethiitigung, sowie an Merkzeichen der Unter-
scheidung fiir ihre Bildungen. Indessen von diesen Beschrin-
kungen unserer Fihigkeit konnen wir idealisirend absehen
und die, auch in dieser Hinsicht symbolischen, Begriffe con-
cipiren. Wird nun die gegebene Menge durch solche Mittel
symbolisch erweitert, dann gehort, wiederum in symbolischer
Vorstellung, zu jeder Stufe eine bestimmte, zu jeder neuen
eine verschiedene Anzahl. Jede neue Mengenbildung ist ja
Theil der fritheren, und so gilt das Gleiche auch von deren
Zahlen. Die Mannigfaltigkeit der denkbaren Zahlenbeson-
derungen ist also, wie die Mannigfaltigkeit der denkbaren
Mengeunstufen, eine unendliche.

So sind wirklich mit den Schranken, die unser Vorstellen



252 Capitel XII. Die symbolischen Zahlvorstellungen.

von Mengen hemmten, auch diejenigen fiir die Conception
der Zahlbegriffe gefallen. In symbolischem aber ganz be-
stimmtem Sinne kdnnen wir von Zahlen sprechen, wo deren
eigentliche Vorstellung uns fiir immer versagt ist, und wir
sind auf dieser Stufe sogar in der Lage, die ideelle Unend-
lichkeit des Zahlenreiches festzustellen. Damit aber ist unsere
Untersuchnng keineswegs schon beendet. Die entfernten
Symbolisirungen, die wir bis nun erreicht haben, kénnen doch
bei ihrer vagen Allgemeinheit fiir die Zwecke des Zihlens
und Rechnens nichts niitzen. Dazu brauchen wir inhaltreichere
symbolische Bildungen, welche, in scharfer Sonderung den
wahren, uns aber unzugiinglichen Zahlbegriffen ,an sich’ zu-
geordnet, wol geeignet sind, diese zu vertreten.

Die systemlosen Zahlsymbolisirungen.

Sei nun etwa Zehn die letzte eigentlich vorstellbare Zahl,
dann giebt es mannigfache Moglichkeiten, um Mengen, welche
durch die Zahlen bis Zehn nicht erschopft werden, abzuzihlen.
Irgend eine willkiirliche oder durch die Beschaffenheit der
Mengenanschauung sich von selbst darbietende Zerfillung
der Menge in eigentlich zihlbare Theilmengen leitet zur
symbolischen Bildung des Begriffs einer Zahl, welche aus
den eigentlich vorstellbaren Zahlen der Theilmengen additiv
zusammengesetzt ist. Was wir so an concreten Beispielen
erfassen, konnen wir verallgemeinern, und es resultiren sym-
bolische Zahlbildungen, wie 10+5, 9+6+8, 7+ 10+35,
u. dgl.

Eine wichtige Function erfiillen bei denselben die Zahl-
namen, bzw. Zahlzeichen. Trotz der Gliederungen konnen
wir in einheitlicher Vorstellung so erhebliche Mengen von
Einheiten nicht mehr deutlich gesondert erhalten. Die Com-
position der Zeichen ist unsere Kriicke. Indem wir schritt-
weise auf deren Bedeutung reflectiren, treten in Form einer
bestimmten Succession die einzelnen Summenzahlen in unser
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Bewusstsein. Verschwimmt auch,- wenn die neue Zahl auf-
taucht, die vorhergehende in Undeutlichkeit, und kann dem-
gemiss die wirklich intendirte Summenvorstellung nicht zu
Stande kommen, so bleibt doch die sinnliche Composition
der Namen (oder Schriftzeichen) als der feste Rahmen be-
stehen, innerhalb dessen die Succession der begrifflichen
Summenglieder, welche die Symbolisirung vermittelt, stets
in derselben bestimmten Weise zu erzeugen ist.

Man bemerkt sogleich, dass dieses zundchst sich dar-
bietende Verfahren, bestimmte symbolische Zahlformen aus-
zusondern, noch sehr unvollkommen ist. Wenn wir erheb-
lichere Mengen in Theilmengen gliedern, deren jede die Zehn-
.zahl nicht iiberschreitet, dann erhalten wir bald so vielfdltige
Wiederholungen derselben Theilzahlen, dass es mit der
Unterscheidbarkeit der entstandenen symbolischen Bildungen
kaum besser sich verhielte, als bei den entsprechenden unge-
gliederten Einheitensummen. Diesem Uebelstande lisst sich,
wenigstens bis zu einem gewissen Grade, abhelfen. Die Zahl
der Summenglieder muss moglichst klein bleiben. Soll trotz-
dem jede beliebige Menge abzéhlbar sein, so miissen nicht
bloss die eigentlich vorstellbaren Zahlen, sondern auch die
bereits gebildeten symbolischen Zahlen als Vermittler der
Summenbildung zugelassen werden. Es ist klar, dass zu
diesem Zwecke fiir eine jede derartige Zahlcomposition ein
besonderer Namen einzufiihren wire, da ohne die Stiitze
susserer Zeichen der Stufenbau der auf einander gegriindeten
Symbolisirungen keinen Halt besiisse. Auf solche Weise
verfahrend, konnte man sich sogar auf zweigliedrige Summen-
bildungen beschrinken. Hat man z. B. die symbolische Bil-
dung p==10+ 5 eingefiihrt, dann kann man etwa bilden
p+ 8=p’, dann wieder p’-+ 10=p” u. s.f., wobei jede
spatere in der ganzen Reihe der fritheren ihr Fundament hat.

Durch solche Symbolisirungen scheint der allseitigen
Erweiterung des urspriinglichen Zahlgebietes iiber jede Grenze
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hinaus nichts mehr im Wege zu stehen. Genau besehen,
reichen wir aber mit den angegebenen Hilfsmitteln nicht weit.
‘Wiirden Schritt fiir Schritt neuartige Summenbildungen zur
Constraction symbolischer Zahlbegriffe verwendet, so wire die
Mannigfaltigkeit von Zahlformen bald eine so grosse, dass an
eine gedichtnissmissige Beherrschung derselben nicht zu
denken wire. Dazu kommen noch andere und nicht minder er-
bebliche Mingel. Ich weise nur hin auf das Problem der
Zahlvergleichung. Bei jener ganz systemlosen Ausdehnung
des Zahlengebietes werden im Allgemeinen ganze Reihen von
symbolischen Zahlbildungen auftreten, die jeweilig einer
und derselben wirklichen Anzahl zugehdren. Man macht sich
dies an Beispielen leicht klar. Eine und dieselbe Menge lésst
mannigfache Gliederungen zu, deren jede auf eine neue sym-
bolische Zahlform fiihren wird, wihrend die Identitit der
ihnen allen entsprechenden wirklichen Zahl durch die Iden-
titdt der vorliegenden Menge verbiirgt ist. Den verschiedenen
Formen aber sieht man diesen Umstand durchaus nicht an
(z. B.10+5, 9+6, 8+2 +5, u. s. w.). Demgemiss sind
derartige systemlose Summenbildungen fiir die Zwecke der
Zahlvergleichung ganz unbrauchbar. Finden wir fiir eine
Menge die Form p +q, fiir eine zweite die Form p, +q,,
dann kionnen wir durch den blossen Anblick derselben noch
nicht entscheiden, ob nicht beiden Mengen die gleiche Anzahl,
bzw. welcher die griossere und welcher die kleinere Anzahl
entspricht. Damit wire der Hauptzweck aller Zahlung verfehlt.

Die natiirliche Zahlenreihe.

Um diese Méngel zu iiberwinden, brauchen wir vor Allem
ein streng systematisches Princip fiir die Bildung der sym-
bolischen Zahlformen, welche das enge Gebiet der eigentlich
vorstellbaren Zahlen zu erginzen bestimmt sind. Nur ein
solches mutet unserem Gedichtniss keine besonderen Lasten
zu., Erfolgt der Fortschritt von den gegebenen Zahlen zu
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immer neuen durch stete Anwendung eines gleichférmigen
und eindeutigen Bildungsprincips, dann brauchen wir eben
nur dieses einzuprigen, und nicht die zu bildenden Formen.
Der Process, der sie liefert, ist in allen Schritten eindeutig
bestimmt. Es miisste ferner dafiir gesorgt werden, dass auf
diesem Wege fiir jede zu symbolisirende wirkliche Zahl nie
mehr als eine symbolische Zahlform resultirte. Denn nur dann
sind wir ja im Stande, aus der Verschiedenheit der bei der
vergleichenden Zihlung zweier Vielheiten hervorgehenden
Zablformen auch auf die Verschiedenheit der entsprechenden
wirklichen Zahlen zu schliessen. Stimmte die mit der syste-
matischen Entstehungsweise geschaffene Anordnung der
Zahlen mit der Ordnung nach dem Mehr und Weniger iiber-
ein, so konnten wir iiberdies die Frage, welche von
beiden Zahlen die griossere sei und welche die kleinere, un-
mittelbar aus ihrer blossen Stellung im System entscheiden.

Alle diese Anforderungen lassen sich in der einfachsten
Weise befriedigen, zum grossten Theil schon durch das Ver-
fahren der successiven Zahlbildung, durch die
Addition je einer Einheit zu der bereits gebil-
deten Zahl. Denken wir uns die eigentlich gegebenen
Zahlen so angeordnet, dass eine jede aus der vorhergehenden
durch Vermehrung um eine Einheit entsteht, dann erhalten
wir die Reihe

1; 2=141;3=2+1;4=3+1;....; 10=9+1.

Die symbolische Fortsetzbarkeit dieser Reihe (wofern wir
Zehn als die letzte eigentlich vorstellbare Zahl ansehen) ist
klar. Wir konnen doch sofort die uneigentliche Vorstellung
einer neuen Zahl bilden, welche aus Zehn ebenso hervorgeht,
wie diese aus Neun, nimlich durch Addition um eine Ein-
heit. Nennen wir Eilf (11) die Zahl, welche durch die Summe
10 + 1 symbolisirt wird, dann ist dieselbe gegeben und defi-
nirt durch die Gleichung 11=10+1. Ebenso konnen wir
weiter definiren 12=11+1, 13=12+1, 1:4=13+1
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u. s. w. So erlangen wir die ins Endlose fortsetzbare
Reibe der Zahldefinitionen, vermittelst welcher wir jede be-
liebige Vielheit abzihlen konnen, wofern der Umfang der
Begriffsbildung und Benennung hinreichend weit gediehen ist.

Die Zihlung einer vorgelegten Vielheit wiirde in folgender
Weise vor sich gehen: Man beginnt mit irgend einem Glied,
ziblt es als Eins, geht zu einem zweiten iiber und bildet
1+ 1=2; der Uebergang zu einem dritten und die Addition
der zugehorigen Eins zu der eben gebildeten Zwei giebt
2+1=3; u. s. w., bis alle Glieder erschopft sind. Die
Eindeutigkeit dieses Verfahrens ist sicher. Mit welchem
‘Glied wir auch beginnen und welche Richtung der successiven
Durchzihlung wir auch verfolgen, das Resultat muss immer
dasselbe sein. Wirklich bleibt die zu z#hlende Vielheit iden-
tisch dieselbe, demgemiss auch die zugehirige Anzahl von
Einheiten; es konnten also verschiedene Zihlungen hochstens
verschiedene symbolische Formen der Zusammensetzung der-
selben Zahl aus Theilzahlen ergeben. Nun ist aber die
Symbolisirung einer jeden Anzahl vermittelst der um Eins
kleineren, bzw. vermittelst der ganzen Strecke der Zahlenreihe,
die ihr vorangeht, eine eindeutige, weil das Bildungsgesetz
der Reihe ein vollig eindeutiges ist. Somit kann auch in
concreto zu einer und derselben Vielheit nur eine ganz be-
stimmte symbolische Zahlform aus der Reihe gehoren.

Der Idee nach ist die Fortsetzbarkeit der Zahlenreihe in
infinitum durch nichts beschrinkt; sie kann also iber jede
gegebene Grenze als wirklich fortgefiihrt, und daher jedé
Vielheit von noch so vielen Einheiten als abzihlbar angesehen
werden. Indessen haftet an der Methode ein Gebrechen,
welches ihre practische Verwendbarkeit in sehr enge Schranken
halten wiirde. Jeder neue Schritt der symbolischen Zahl-
bildung erfordert einen neuen Schritt der Benennung. Wihlten
wir immer neue Namen (und dem ist doch nicht auszuweichen),
so hiesse dies, unserem Gedichtniss Liasten aufladen, welche
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schon bei Zahlen, die wir gegenwirtig als miissige anzusehen
gewohnt sind, uniiberwindlich wiren. Und uniiberwindlich
wiren sie fiir immer, wenn alle die neuen Namen notwendig
independent sein miissten; wenn es nicht gelinge, durch eine
begrenzte nicht allzugrosse Anzahl von Grundzeichen nach
einem einheitlichen, leicht fasslichen und iibersichtlichen
Princip alle Zahlen der Reihe zu signiren.

Man konnte vielleicht meinen, solch ein Princip sei
uns durch die Bildungsweise der Reihe selbst nahegelegt.
Man brauche nur die Bezeichnungen zum getreuen Spiegel
der Begriffshildungen zu machen, und es werde dann sogar
schon ein einziger Grundname, der der Einheit, geniigen, um
durch seine fortgesetzten Vervielfialtigungen jede beliebige Zahl
zu benennen. Dies ist wol richtig. Aber eine solche Be-
zeichnungsart wire so roh, dass noch die ihr extrem entgegen-
gesetzte, welche jede neue Zahl durch ein neues, indepen-
dentes Zeichen nennt, vorziiglicher bliebe. Wie ungeschickt
und hemmend wiren Namen, die auch nur aus fiinf bis sechs,
geschweige denn aus zwanzig bis dreissig Wiederholungen des
Namens Eins entstinden. Und wer unterschiede ohne beson-
dere Cautelen auch nur neunzehn Wiederholungen der Eins
von zwanzig, um nicht zu reden von den Benennungen grosser
Zahlen. So wenig eine wirkliche Zahlbildung iiber die uns
durch die factische Schwiiche unserer Vorstellungsfihigkeit
gesteckten Grenzen hinaus moglich ist, so wenig wire auch diese
parallelgehende rohe Signirung der Zahlen durch FEinser-
mengen durchfithrbar und zur scharfen Klassification und
Benennung derselben dienlich.

Das Zahlensystem.

Auf welchem Wege sollen wir nun aber das Ideal der
_Zahlbenennung, welches eine practische Beherrschung des Zahl-
gebietes in einem erheblicheren Umfange erst ermdglicht, ver-

wirklichen; wie ein durchsichtiges, einfaches Princip finden,
Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 17



258 Capitel XIL. Die symbolischen Zahlvorstellungen.

welches es gestattet, aus wenigen Grundzeichen ein Zeichen-
system zu construiren, das jeder bestimmten Zahl ein be-
quemes, leicht unterscheidbares Zeichen verleiht und zugleich
ihre systematische Stelle in der Zahlenreihe scharf ausprigt?

Fiir den ersten Augenblick scheint es, als handle es sich
hier um Fragen blosser Nomenklatur. Aber eine nihere
Erwigung der Sachlage zeigt, dass die Schwierigkeiten viel
tiefer liegen, dass unser Problem viel mehr noch als die
Weise der Benennung, die der Begriffsbildung trifft. Wie
wollten wir auch ein System der Zahlbezeichnung construiren,
gegriindet auf einigen wenigen Grundzeichen, ohne dass ihr
in strengem Parallelismus ein System der Begriffsbildung
entspriche, gegriindet auf gewissen Grundbegriffen?

Und noch ein anderer Gesichtspunkt ist von Wichtigkeit.
Der Idee nach, meinten wir, konne die einfache Zahlenreihe
in infinitum fortgesetzt gedacht werden. Ganz wol. Aber
wirklich ausgefiihrt und gegeben ist sie uns doch nur inner-
halb der Grenzen der Benennung. Wie sollten wir die
einformigen Schritte der Zahlbildung, wobei doch jeder
neue Schritt die ganze Reihe der friiheren voraussetzt, in
ihrer schrankenlosen Succession unterschieden erhalten, ohne
die Stiitze begleitender Benennungen? Der Begriff 50 ist
uns gegeben durch die Bildung 49 +1. Was ist aber 49?
48+1. Was 48? 47+1 u.s. w. Jede Antwort bedeutet
eine Zuriickschiebung der Frage um einen neuen Schritt, und
erst wenn wir in das Gebiet der eigentlichen Zahlbegriffe
gekommen sind, kénnen wir befriedigt stehen bleiben. Aber
welchen Halt besiisse diese Kette von Begriffsbildungen ohne
die Hilfe scharf unterschiedener Benennungen ?

Wir konnen uns also nicht auf die Zahlenreihe als ein
iiber jede Grenze hinaus Gegebenes beziehen, deren Glieder
nur in einer anderen Weise als vorhin, kunstvoller oder be-
quemer, zu signiren seien. Um eine andere Methode der
Begriffshildung selbst wird es sich vielmehr handeln, die
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nicht minder klar und systematisch, dabei doch umfassender
ist als die friithere und somit eine weitere und leichtere Be-
herrschung des Zahlgebietes in Gedanken und Wort ermdg-
licht. Das Princip der einfachen Reihenbildung durch suc-
cessive Zuzihlung einer Einheit war zu primitiv, und daran
lag es, dass uns die Alternative gestellt war, entweder ganz
systemlos jede Zahl mit einem neuen Zeichen zu versehen,
oder in genauer Abbildung des Zihlungsverfahrens alle Zahlen
mittelst eines einzigen Namens (durch successive sich erwei-
ternde Wiederholungen desselben) zu benennen — ein syste-
matisches aber ganz unbrauchbares Benennungsprincip.

Versuchen wir also eine bessere, d. h. unseren logischen
Anforderungen sich enger anpassende Methode der Zahl-
bildung und Zahlbezeichnung zu construiren.

Jede symbolische Bildungsweise geht darauf aus, die
Zahl vermittelst der Zahloperationen, in letztem Grunde
also durch Addition und Theilung aus bekannten, sei es in
eigentlicher Vorstellung oder bereits durch eine Symbolisirung
gegebenen Zahlen relationell zu bestimmen. Folgt die Be-
zeichnung getreu den Bahnen der Begriffsbildung, so wird
eine entsprechende Zusammensetzung des Zahlnamens aus
den Namen der elementaren Zahlbegriffe resultiren, wobei
die Verbindung durch Operationszeichen angedeutet wird.
Ist die Begriffshildung systematisch, so ist es auch die Namen-
bildung, und umgekehrt. Sollen wir nun bei der letzteren
unter allen Umstinden mit einer beschrinkten Zahl von
Zeichen ausreichen, so darf dementsprechend die Begriffs-
bildung auch nur eine beschriinkte Zahl von Begriffen ope-
rativ zu neuen verbinden. Unter allen Umstéinden gegeben
sind uns die eigentlich vorstellbaren Zahlen und allenfalls
noch die ihnmen zunichststehenden; wenn irgend welche, so
sind also diese als die Elementarbegriffe anzunehmen, und

es wird nun die Aufgabe sein, aus ihnen nach einem ein-
17%
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heitlichen, in der - Anwendung stets gleichférmigen Princip
in geregelter Reihenfolge Zahl fir Zahl herzuleiten, derart,
dass die Sicherheit besteht, es miisse einer jeden denkbaren
Zahl in diesem System eine ganz bestimmte Stelle zukommen
(oder mit anderen Worten, es miisse jede irgend denkbare
Vielheit vermittelst des Systems abzihlbar sein).

Die uniibertreffliche Einfachheit in der Bildung der na-
tirlichen Zahlenreihe, welche, wie wir sahen, den grossern
Theil dieser Forderungen bereits befriedigt, ldsst wiinschen,
ihr Princip so weit als thunlich aufrecht zu erhalten.

Wir betrachten also die Zahlen

1,2 .... X
in ihrer natiirlichen Folge als das uns gegebene Anfangs-
stiick des Systems und versuchen zunichst Neubildungen nach
dem alten Reihenprincip :
X+1, X+1+4+1, X+1+1+1, ...

Das alte Princip der Bezeichnung, wonach fiir X+ 1 ein
neues Zeichen X/, fiir die n#ichste Zahl X+ 1 wieder ein
neues X” u. s. fi gesetzt wurde, miissen wir, bloss auf die
Zeichen 1,2 ... X eingeschrinkt, meiden. Entweder wir be-
halten also die obigen Bezeichnungen bei — was ihrer Unge-
schicklichkeit wegen nicht angeht — oder wir zeichnen einfacher:

X+1, X+2, . . ... X+X,
X+X+1, X+Xx+2, .. .. X+X+X,
X+X+X+1, X+X+X+2, . . . X+X+X+X,

Aber auch diese Bezeichnungsweise geniigt uns nicht.
Je weiter wir kommen, um so schleppender wird die Be-
zeichnung durch die sich anh#ufenden Summen der X. Hier
bietet sich ein neues Abkiirzungsmittel dar: Die einfache
Abzihlung der X fiihrt auf die multiplicative Symbolisirung
in Gedanken und Zeichen, d. h. auf

2X, 3X, 4X,....
-resp. fiir X+ X, X+X+4+X, X+X+X-+X,....



Capitel XII. Die symbolischen Zahlvorstellungen. 261

Wir erhalten demzufolge die Reihe:

1.... X, X+1.... 2X, 2X+1....3X, 3X+1...
4X, 4X+1 ...... XX, XX+1 .... XX+X ....
XX+2X ..... XX+ XX, oder, wieder in multiplica-
tiver Bildung: 2 X X; dann weiter 2XX+1.... 3XX.....
XXX..... XXXX...... XXXXX.....

‘Wieder werden die hier auftretenden Bildungen (im de-
kadischen System zehn mal zehn; zehn mal zehn mal zehn;
zehn mal zehn mal zehn mal zehn; u. s. w.) so unhandlich,
dass neue Abkiirzungen erwiinscht werden. Die Zihlung der
Factoren fiilhrt zur Potenzbildung: X* X% X* ..... Nach
“Einfiilhrung dieser Bildungen lautet die Reihe von X X = X2
an:

X% X417, ... 2X% 2X°%41, ... 3 X%... (X—1)X2...
X% X341, ...2X% 2X%+1,...3X%,..(X—1)X5...
Man sieht, wie die Reihe sich fortsetzt und wie hiebei die
Iteration der zuletzt eingefiihrten symbolischen Bildungs-
formen immer wieder auf neue fiilhren wiirde. Fiir die An-
forderungen der Praxis geniigt es bei der Potenzirung stehen

zu bleiben.

Um die solcherart geregelte Zidhlungsweise zur klaren
Anschauung zu bringen, diene folgende Tabelle:

1 2 3 e e . X1

1X ... 2X ... 3X . .. . (X=X ...

1X%.,¢ 2X%2... 3X2, . . . (X—=DX2...

1X3... 2X%.., 83X3 ., . . . (X—1X3...
Die Zihlung gliedert sich in eine Folge von Stufen. In der
ersten findet die einfache Durchzihlung der Reihe von
1... X—1 statt. In der zweiten erfolgt bereits eine
mehrfache Zihlung. Einerseits die multiplicative Zihlung,
durch welche X 1mal 2mal ... (X—1) mal vervielfiltigt
wird; andererseits die schrittweisen additiven Zuzéihlungen
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der Zahlen der ersten Stufe (1 ... X—1), welche je zwel
Glieder jener multiplicativen Reihe vermitteln. Aehnlich
verhiilt es sich in der dritten Stufe. In der multiplicativen
Zihlung fungirt nun X2 als die gezéihlte Einheit. Zwischen
je zwei der so gebildeten Zahlen vermittelt in stets gleicher
Weise eine additive Zihlung, und zwar die schrittweise Zu-
zihlung aller Glieder der zweiten Stufe. U. s. w. Endlich
durchkreuzt noch eine Zihlungsweise sozusagen in verticaler
Richtung (d. h. der Folge der Stufen entlang) das System;
es ist die Zihlung in der Potenzirung des X, welche indess
keinen wesentlichen Systemwert besitzt, da der Potenzirung
keine neue zahlbildende Operation folgt.

Die Zahlen innerhalb jeder Stufe bilden eine der Grosse
nach geordnete Reihe. Jede Zahl ist um Eins grosser als
die vorhergehende, die erste aber um KEins grosser als die
letzte der vorbergehenden Stufe. So schliessen sich die
simmtlichen Stufen zu einer einzigen, ins Endlose fortlaufenden
Zahlenreihe zusammen, welche genau der natiirlichen, primi-
tiven Zahlenreihe correspondirt. Wihrend aber in der letz-
teren jene Grossenrelation einzig und allein das zahlbildende
und -ordnende Princip war, sind bei der letzteren an ihre
Stelle andere und complicirtere Principien getreten, durch
welche jede Zabl, statt durch eine Kette von Definitionen
aus der blossen Zahl Eins, vielmehr aus der Serie von Zahlen
1,2, ... X—1 systematisch hergestellt wird. In der Sprech-
weise der modernen Analysis ausgedriickt, hesteht diese
systematische Bildungsweise darin, dass eine jede Zahl als
nganze, ganzzahlige Function“ einer bestimmten, ein fiir alle-
mal conventionell festgesetzten ,Grundzahl® X vorgestellt
und demgemiss genannt wird, mit Coefficienten, welche aus-
schliesslich der Zahlenstrecke 1,2, ... X—1 angehoren
oder, wenn das betreffende Glied iiberhaupt nicht auftritt,
verschwinden. Jede Zahl ist also symbolisch gegeben in der
Form eines Aggregates
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agta; X+ay X2+a, X3+......
worin jedes der a einen der Werte 0,1,2, ... X—1 besitzt.
Man pflegt die Zahlen 1,2 ... X Einer, die Potenzen von X
(X° X1, X2...) Binheiten Oter, 1ter 2ter ., Stufe oder Stufen-
zahlen zu nennen.

Auf solche Weise haben wir ein Princip der Zahlen-
und Zahlzeichenbildung gewonnen, welches wirklich den ge-
stellten logischen Forderungen Geniige leistet: Es ermdoglicht
die systematisch gleichformige Fortsetzung des uns gegebenen
engen Zahlgebietes iiber jede Grenze hinaus; es bendtigt
hiezu, durch die Heranziehung der symbolischen Bildungs-
principien der Multiplication und Potenzirung, keiner anderen
Bausteine als der Zahlen und Zeichen 1, 2, ... X; es
umfasst, der Idee nach, das ganze Zahlgebiet, d. h. es giebt
keine wirkliche Zahl, der nicht eine ganz bestimmte, ihr
gleichwertige systematische Bildung als ihr symbolisches
Correlat entspréiche.

Verhiiltniss des Zahlensystems zur natiirlichen Zahlenreihe.

‘Wir haben oben darauf hingewiesen, dass unsere Zahl-
bildungen in jhrer systematischen Anordnung Schritt fiir
Schritt parallellaufen denen der ,natiirlichen’ Zahlenreihe.
Dieser Umstand fiihrt auf eine Bemerkung, die der Hervor-
hebung bedarf. Dichten wir uns nimlich die natiirliche
Zahlenreihe immer parallel mit der unseres Systems fortent-
wickelt, dann stinde, wie es scheint, nichts im Wege, die
Bezeichnungen der letzteren als solche der correspondirenden
Zahlen in der ersteren anzusehen. Jeder natiirlichen ent-
spricht eine ganz bestimmte (ihr gleiche) systematische Zahl,
und dieser wiederum eine ganz bestimmte, ihre Bildungsweise
spiegelnde Bezeichnung. Der systematische Zahlbegriff wire
so der Vermittler zwischen der natiirlichen Zahl und der
systematischen Benennung.

Gleichwol halten wir die Auffassung fiir verwerflich,
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welcher das Zahlensystem ein blosses Mittel ist fiir die syste-
matische Nomenklatur der natiirlichen Zahlen mit dem Zwecke
der Ersparung von Zeichen. Wir erinnern an die friitheren
Ausfiithrungen. ) Die Sache liegt doch nicht so, dass uns
zuerst die natiirliche Zahlenreihe gegeben wire, und wir
hinterher fiir ihre Begriffsbildungen nach einer passenden
Signatur suchten. Nur ein kleines Anfangsstiick der Reihe
ist uns gegeben. Allerdings konnen wir die Idee einer un-
beschrinkten Fortsetzung derselben concipiren, aber die
wirkliche Fortsetzung, auch nur in dem méssigen Umfang der
gemeinen Rechenpraxis, stellt bereits unerfiillbare Anforde-
rungen an unsere geistigen Fihigkeiten. Die Unmoglichkeit,
erheblichere Zihlungsaufgaben auf solchem primitiven Wege
l6sen zu konnen, war die Quelle fiir jene logischen Postulate,
deren Befriedigung zu einer neuen weiterreichenden Methode
der Begriffshildung fiihrte. Und so ist denn die gewonnene
Zahlensystematik (im Besonderen unser gemeiniibliches de-
kadisches System) nicht eine blosse Methode, gegebene Begriffe
zu signiren, als vielmehr neue Begriffe zu construiren und
mit der Construction zugleich zu bezeichnen. Natiirlich
konnen wir das Ideal einer unbeschrinkten Fortsetzung der
einfachen Zahlenreihe bilden, indem wir unsere Geistesfihig-
keit entsprechend idealisiren; wir konnen ferner die Zeichen-
bildungen des Zahlensystems auch als Signaturen fiir die
parallelen Glieder der (ideell erweiterten) Zahlenreihe auf-
fassen. Aber es ist wol zu beachten, dassall das nur hochst
uneigentliche Vorstellungs- und Redeweisen sind, welche in
den erwihnten Idealisirungen ihre Quelle haben; sie in einem
anderen, eigentlicheren Sinne deuten, das heisst den ganzen
Sinn und Zweck der systematischen Zahlbildung verkehren.
Alle logische Kunst zielt auf die Ueberwindung der ur-
spriinglichen Schranken unserer natiirlichen Geistesanlagen

1) Vgl. S. 258,
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durch geschickte Auswahl, Anordnung, Verkniipfung und
stete Wiederholung der Bethiitigungen, die sie zulassen, und
die, einzeln betrachtet, nur Geringes zu leisten vermdgen.
So auch in unserem Falle. Wir stiessen zuerst auf die
Schranken unserer Fahigkeit zu collectiven Verbindungen
und iiberwanden sie durch mannigfaltige Symbolisirungen.
Wir stiessen dann auf die Schranken des Gedichtnisses und
iiberwanden sie wiederum durch Symbolisirungen, aber durch
weit kunstvollere, welche sich zu dem harmonischen Bau des
Zahlensystems zusammenschlossen.

Und noch Eins ist zu betonen, némlich dass die so-
genannten nattirlichen Zahlbildungen nicht im Geringsten
natiirlicher sind, als die im engeren Sinne systematischen
(z. B. dekadischen). In beiden Fillen handelt es sich um
sylabolische Bildungen fiir die uwns im eigentlichen Sinne
nicht zuginglichen Species des Anzahlbegriffes, und es ist
rein Sache der logischen, d. h. den Zwecken der Erkenntniss
des Zahlengebietes angepassten Beurtheilung, zu entscheiden,
welche Methode symbolischer Bildung vorziiglicher sei.

Diese Punkte mussten mit einiger Ausfiihrlichkeit be-
sprochen werden, weil die bekimpften Vorurtheile allgemeine
sind und selbst von den Forschern getheilt werden, welche
der Logik der Sache sonst besondere Aufmerksamkeit zuge-
wendet haben.?)

Die Wahl der Grundzahl des Systems.

Wir haben bisher iiber die Grundzahl X des Systems
in keiner Weise disponirt. Nicht als ob ihre Wahl logisch
gleichgiltig wire, sondern nur, weil unsere bisherigen Be-
trachtungen durch sie nicht tangirt wurden. Wir miissen
nun die iibrig gebliebene Liicke ausfiillen.

1) Vgl. z. B. HANKEL, Zur Geschichte der Mathematik in Alter-
thum und Mittelalter, Leipzig 1874, S. 10 und 12.
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In welcher Weise die verschiedene Wahl der Grundzahl
den logischen Charakter des Systems beeinflusst, ist leicht
zu kennzeichnen. Wir brauchen genau ebensoviel Elemente
(Begriffe und Zeichen) zur Herstellung aller Zahlen und
Zahlzeichen, als die Zahl X Einheiten besitzt (es ist dies
ja die Anzahl der 1, 2, ... X). Wire also die Forderung
einer moglichst geringen Elementezahl das oberste Princip,
dann hitte offenbar die Wahl X =— 2 den gréssten Vorzug.
Aber noch Anderes kommt wesentlich in Betracht. Vor Allem
doch der Umfang des zu beherrschenden Zahlgebietes. Je
grosser die Grundzahl ist, um so geringer die Anzahl von
‘Wiederholungen der Elemente, die zur Herstellung irgend
welcher Zahlen notig sind, um so einfacher und iibersiclitlicher
wird deren Ausdruck. Hs wiirde ein arger Fehler der Syste-
matik sein, wenn Zahlen, an deren Bildung und Beherrschung
uns gelegen ist, in einer Form gebildet und ausgedriickt
wiren, welche ihre Unterscheidung (vermioge allzuhiufiger
‘Wiederholung der Elementarzéihlungen) gefihrden oder gar zur
Unmoglichkeit machen wiirde. In dieser Hinsicht aber wire
fiir unser Zahlgebiet das dyadische System LEIBNIZENS nicht
um vieles besser, als das der natiirlichen Zahlenreihe.

Je grosser also die Grundzahl, um so umfassender das
wirklich zu beherrschende Zahlgebiet. Aber freilich nur
unter einer Voraussetzung: nimlich, dass wir die Zahlen
1, 2, ... X wirklich als gegeben ansehen diirfen, dass sie
uns also nicht erst durch entlegene und iibercomplicirte
Symbolisirungen vermittelt werden. Hierin liegt der wesent-
liche Grund, warum wir in der Zahl der Elemente beschrinkt
sind; denn wir stossen auch hier bald an die Grenzen unserer
Greistesfihigkeit.

Zundchst mochte man das Verlangen stellen, dass die
Elementarzahlen noch in den Bereich der eigentlich vorstell-
baren Zahlen fallen miissten. Eine so weitgehende Ein-
schrinkung wire jedoch unndtig. Wir werden nimlich bald
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Grelegenheit finden zu sehen, dass es sich iiberhaupt als thunlich
und vortheilhaft erweist, selbst den uns in Form eigentlicher
Vorstellungen zugéinglichen Zahlbegriffen gewisse Symboli-
sirungen, ja sagen wir es geradezu, sussere Zeichen zu sub-
stituiren! Hiemit aber verlieren, wenigstens fiir solche
Zwecke, wie wir sie hier verfolgen, die eigentlich vorstell-
baren Zahlen ihre wesentliche Auszeichnung vor den anderen,
nur symbolisch vorzustellenden, und es hindert nichts
mehr, auch einen Theil der letzteren als Elemente der
Systematik anzunehmen. Aber keineswegs sind wir da-
durch frei genug geworden, um nun ein beliebig grosses Stiick
der Zahlenreihe als das elementare fiir die 1, 2, ... X zu
setzen, und zwar aus dem einfachen Grunde, weil dasselbe
nach dem Principe der natiirlichen Reihe gebildet und ohne
entferntere systematische Mittel (sonst gébe es ja Complication
iiber Complication) uns geldufig sein muss. In dieser Hin-
sicht ist es fraglich, ob wir im Durchschnitt unserem Ge-
déichtniss, bei der verlangten vollen Sicherheit der Repro-
duction, viel mehr als drei bis vier Dutzend Elementarzeichen
anvertrauen diirften. Immerhin reichten wir iiber unsere be-
liebte Zehnzahl hinaus, und wir héitten genug der Moglich-
keiten, um fiir X eine Wahl zu treffen.

Nach den bisher in Betracht gezogenen logischen Forde-
rungen  wire das System um so vorziiglicher, je grosser X
angenommen wiirde. Denn je grosser die Anzahl der Ele-
mente, um so weniger complicirt wird der Ausdruck fiir jede
neu zu hildende Zahl. Indessen noch andere logische Forde-
rungen konnen die Wahl des X, der Grundzahl des Systems,
beeinflussen, und solche erheben sich thatséichlich aus dem
Bestreben nach moglichster Bequemlichkeit der Rech-
nungen. Jedes Zahlensystem begriindet ihm eigenthiim-
liche Rechenmechanismen, und das beste wird dasjenige
sein, welches die kiirzesten und bequemsten zuldsst. Von
diesem Gresichtspunkte aus erweisen sich die Systeme, deren
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Grundzahl durch moglichst viele andere Zahlen theilbar ist,
und deren Eins und Eins, wie Ein mal Eins nicht zu grosse
Anforderungen an unser (Gedéchtniss stellt, als besonders
vortheilhaft. Darum betrachten die Mathematiker das duodeci-
male System fiir vorziiglicher als das nun einmal angenom-
mene decimale. Auf eine genauere Untersuchung dieses an
sich nicht schwierigen Problems soll hier nicht eingegangen
werden.

Die Systematik der Zahlbegriffe und dic Systematik der Zahlzeichen.

Wir haben gesehen, wie jedes consequent gebildete Zahlen-
system eine ga.nzé Reihe logischer Forderungen befriedigt
und demgemiss eine entsprechende Reihe logischer Voll-
kommenheiten besitzt. Nur einer haben wir noch nicht Er-
wihnung gethan, welche, obschon eine nebenbeifolgende Con-
sequenz der iibrigen, vielleicht doch als die wichtigste, jedenfalls
aber als die merkwiirdigste unter ihnen allen bezeichnet
werden muss. Die folgende Betrachtung diene zu ihrer
Charakteristik.

Die Systematik, die wir oben entwickelt haben, bietet,
wie man sofort sieht, zwei Seiten: auf der einen liefert sie
fiir jede Zahl eine systematische Bildungsart (als symbolische
Vertretung fiir den fehlenden eigentlichen Zahlbegriff) ver-
mittelst gewisser gegebener Elementarzahlen 1, 2, ... X;
auf der anderen Seite eine systematische Bildungsart des einer
jeden Zahl zugehorigen Zahlnamens aus den Zahlnamen
1, 2, ... X. Ein strenger Parallelismus waltet hier zwischen
der Methode der Fortsetzung der Reihe der Zahlbegriffe
und der Methode der Fortsetzung der Reihe der Zahl-
zeichen, und dies nicht bloss im Allgemeinen, sondern
nach allen einzelnen Schritten. TUnd die Systematik der
Zeichen ist nicht minder consequent in sich geschlossen, als
die der Begriffe. Man abstrahire von der Bedeutung der Be-
geichnungen 1, 2, . .. X, desgleichen der Operationsbezeich-
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nungen fiir Addition, Multiplication und Potenzirung und fasse
sie als ganz willkiirliche, bedeutungslose Zeichen (wie z. B.
die Spielmarken); man ersetze die Zahldefinitionen und Ope-
rationsregeln, welche das stindige Medium des syste-
matischen Fortschrittes sind, durch entsprechende, conven-
tionell fixirte Formeln der Aequivalenz von Zeichenverbin-
dungen — und man wird erkennen, dass auf diese Art
wirklich ein independentes Zeichensystem entsteht, welches in
einformiger Schablone Zeichen fiir Zeichen herzuleiten ge-
stattet, ohne dass jemals andere Zeichenbildungen auftreten
wiirden und auftreten konnten als solche, die andernfalls, unter
Begleitung des begrifflichen Processes, als Bezeichnungen der
gebildeten Begriffe erscheinen.

Der innere Grund dieses eigenthiimlichen Verh&ltnisses
ist nicht schwer zur Evidenz zu bringen. Das Wesen der
systematischen Zahlbildung besteht darin, dass sie ver-
mittelst einiger weniger Elementarbegriffe und Sitze (Zahl-
formeln und Operationsregeln) alle anderen Zahlbegriffe
construirt. Spiegelt nun das Bezeichnungssystem diese Bil-
dungen getreu wieder, dann wird auch jede Zahlbezeichnung
eine, aus den Bezeichnungen der Elemente und Operationen
genau entsprechend gebildete sein miissen, wobei gewisse
formelle Regeln der Ersetzung von Zeichenverkniipfungen
durch andere — die Correspondenten jener Sitze iiber Be-
ziehungen von Begriffen — zur Anwendung kommen werden.
Der successive Bildungsprocess der Bezeichnungen wird derart
fortschreiten, dass in typischer Form Zeichen schrittweise
an Zeichen angegliedert werden (z. B. X+1, X+1+1=
X+2, X+24+1=X-+3 u s. w., ebenso X2+1, X2+ 2,
X243,....), wobei immer gewisse zusammengesetzte Zeichen
durch einfachere ersetzt werden (z.B. 1+ 1 durch 2; 2+1
durch 3 u.s.w.; gemiss den Formeln: 1+1=2, 2+1=3,
3+1=4....). Nach Erreichung eines bestimmten Schrittes
findet nach bestimmten Typen eine vereinfachende Umsetzung
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des erreichten gegliederten Zeichens statt (z. B. X+ Xin2 X,
X+X+Xin 3X; ... XX in X?, XXX in X% ...),
worauf wieder der einformige Process der Angliederung be-
ginnt; u. s. w. Sind nun auf der einen Seite alle Zahl-
bildungen systematisch strenge Consequenzen der Elementar-
begriffe, sowie ihrer Verbindungs- und Umsetzungsformen,
so werden auch auf der anderen die parallelen Zeichen-
bildungen systematisch strenge Consequenzen der Elementar-
zeichen, sowie deren Verbindungs- und Umsetzungsformen
sein miissen. Allerdings werden dort die Umsetzungen er-
folgen auf Grund von Erkenntnissen, die aus den beziiglichen
Begriffen mit Notwendigkeit hervorgehen; wéhrend hier die
Umsetzungen der Zeichen zwar in gewissen Typen, aber in
ganz #usserlichen, schablonenhaften vor sich gehen werden.
Lisen wir nun diese Typen von ihren begrifflichen Trigern
los, fixiren wir sie ein fiir allemal in Form conventioneller
Zeichenaequivalenzen (nach Art der Spielregeln), dann ist
a priori klar, dass wir nun Alles besitzen, was zur indepen-
denten Entwicklung der Systematik der Zeichen notig ist, und
dass kein Resultat hervorgehen kann, das nicht auf der Seite
der Begriffssystematik sein Correlat finde.

Das sinnlich-symbolische Ziihlungsverfahren.

Die Doppelseitigkeit der Systematik, die wir hier erklirt
haben, bedingt als Folge die in logischer Hinsicht hochst
merkwiirdige Thatsache, dass man sowol bei Aufgaben prac-
tischer Zahlung gegebener Mengen, als auch bei solchen der
rechnenden Herleitung von Zahlen aus Zahlen die Losung
rein mechanisch gewinnen kann, indem man die Namen den
Begriffen substituirt und dann, an der Hand der Systematik
der Namen, in rein Husserlicher Procedur Namen aus Namen
herleitet, wobei schliesslich Namen resultiren, deren begriff-
liche Deutung das gesuchte Resultat notwendig ergibt.

Schon bei der Erweiterung der Zahlenreihe in der zuerst
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besprochenen primitiveren Form leuchtet es ein, dass die
Zshlung einer Menge durch successives Fortschreiten der
Reihe entlang keineswegs die schrittweise Bildung der (eigent-
lichen oder symbolischen) Zahlbegriffe verlangt. Auch die
successiven Subsumptionen der einzelnen Mengenglieder unter
den Begriff der Einheit werden iiberflissigz. Es geniigt statt
all dessen die schrittweise Signirung der Mengenglieder durch
die Reihe der Zahlnamen, und es wird notwendig der letzte
zur Signirung verwendete Name der des gesuchten und bei
dem begrifflichen Wege thatsichlich resultirenden Begriffes
sein miissen. Wie die in den sogenannten Zahldefinitionen
(als blosse Zeichenaequivalenzen angesehen) ausgedriickten
Beziehungen der aufeinanderfolgenden Glieder der Zahl-
zeichenreihe dazu dienen konnen, unendlich viele Zahlformeln
und correspondirende Zahlsétze zu finden, soll hier noch nicht
niaher betrachtet werden; es geniigt, darauf hingewiesen zu
haben.

In allen diesen Beziehungen verhilt sich genau ebenso
das an zweiter Stelle behandelte, so viel feiner ausgebildete
System der Zahlen und Zahlzeichen, nur dass es entsprechend
vollkommenere Rechenmechanismen zulisst. Man folgt zih-
lend ganz einfach der Systematik der Bezeichnungen und
erhilt schliesslich ein zusammengesetztes. Zeichen, dessen
Bildungsweise genau diejenige des gesuchten Begriffs ver-
birgt. Ein Gleiches gilt, wie sich zeigen wird, fiir das
Rechnen: es ist nicht eine Bethétigung mit Begriffen, sondern
wit Zeichen.

Die eminente Bedeutung dieser Vollkommenheit des
Zahlensystems ist augenfillig. Sie erdffnet uns die Aussicht,
Aufgaben zu bewiltigen, welche bei bestéindiger Geistes-
bethiitigung an den Begriffen selbst, vermdge der Fiille
und Verwicklung der zu beherrschenden hdchst abstracten
Gedanken, ganz unlosbar blieben. Eine enorme Entlastung
an hoherer psychischer Bethiitigung wird moglich und damit
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eine enorme Erweiterung der intellectuellen Leistungsfahig-
keit iiberhaupt.

Erweiterung des Gebietes symbolischer Zahlen durch die sinmliche
Symbolisirung.

Der erste und bedeutsamste Erfolg des Parallelismus
zwischen dem System der Begriffe und dem der Zeichen be-
steht in einer eigenartigen Erweiterung, welche das Zahlen-
gebiet selbst erfahrt.

Wir sprachen bisher so, als wenn die oben entwickelte
Art symbolischer Zahlbildung durch einen Complex indirect
charakterisirender (selbst aber eigentlich vorgestellter) rela-
tiver Bestimmungen wirklich eine unbegrenzte Erweiterung
des Zahlengebietes ermdoglichte. Hs war eine incorrecte
Redeweise zum Zwecke einer vereinfachten Darstellung. Ge-
nauer betrachtet steckt uns die Enge des Bewusstseins auch
%ei der Anwendung jener kiinstlichen Mittel uniiberschreit-
bare Schranken. Wir iibersehen schliesslich nicht mehr die
Folge der Verkniipfungen. Wol kinnen wir, schrittweise vor-
dringend, neue und neue Relationen vollziehen; aber die Ge-
sammtheit der bereits vollzogenen als ein zusammenhingendes
Ganzes in unserem Bewusstsein festzuhalten, das vermogen
wir nicht. Es war also bereits eine Idealisirung unserer end-
lichen Geistesfahigkeit in Hinsicht auf den Umfang der zu
vollziehenden Relationsverkettungen vorgenommen, als wir von
der unbegrenzten Fortsetzbarkeit der systematisch angelegten
Zahlenreihe sprachen, eine Idealisirung ganz #hnlicher Art
wie diejenige, welche wir als das Fundament der gewdhnlichen
Rede von der Unendlichkeit der ,natiirlichen’ Zahlenreihe
constatirten.

Wie kommt es nun, dass man dieser Schranken nicht
gewahr wird, obgleich doch schon aus Anlissen des prac-
tischen Lebens mannigfaltige Zahlen auftreten und mit Sicher-
heit behandelt werden, welche dieselben {iberschreiten miissten?
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Die Antwort lautet: Es werden die symbolischen Zahl-
bildungen des Systems eben nicht als Compositionen aus.rein
abstracten Bestimmungen gedacht. Die sinnlichen Zeichen
sind hier nicht in der Art sprachlicher Zeichen blosse
Begleiter der Begriffe. Sie betheiligen sich in einer weit
hervorstechenderen Weise an unseren symbolischen Bildungen,
mehr als wir es bisher geltend machten, ja so sehr, dass sie
schliesslich fast das ganze Feld behaupten. In der That er-
moglicht es der strenge Parallelismus zwischen dem System
der Zahlbegriffe und dem der Zahlzeichen, systematische
Fortbildungen der Reihe der Zeichen als die Reprisentanten
(uneigentlich vorgestellter) systematischer Fortbildungen in
der Reihe der Begriffe anzusehen. Mit der Composition
sinnlicher Zeichen, die wir noch in einem Blicke iiberschauen
und festhalten konnen, reichen wir aber viel weiter als mit
der Composition der hdchst abstracten Bestimmungen, welche
den Zeichen als ihre Bedeutung entsprechen. Abgesehen von
der geringeren psychischen Arbeit, welche die Auffassung
und Verkniipfung sioulicher Zeichen statt entfernter Ab--
stractionen erfordert, sind besonders die figuralen Momente
bedeutsam, die noch sehr erheblichen Zeichencomplexen einen
einheitlichen Charakter ertheilen und deren einheitliche Auf-
fassung ausserordentlich erleichtern. Bei Schriftzeichen sind
es die linearen, bei gesprochenen Wortzeichen die zeitlichen
und acustischen Verkniipfungen, die hier in Betracht kommen.
Jeder solche Zeichencomplex liefert in seiner anschaulichen
Einheit und typischen Form das feste Substrat fiir jene
Kette begrifflicher Umsetzungen, welche die ,Deutung‘ des
zusammengesetzten Zeichens ausmachen. Awuch darauf ist
iibrigens hinzuweisen, dass Folgen sinnlicher Zeichen sich dem
Gedichtniss leichter einprigen als solche abstracter Begriffe,
und so kann auch die feste Associationsfolge jener der sym-
bolischen Vorstellung dieser dienen.

Wird nun eine Zahl durch einen solchen systematischen
Husserl, Philosophie der Arithmetik. L. 18
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Complex sinnlicher Zeichen definirt, dann bildet die Ein-
heitlichkeit desselben das Symbolisirungsmittel fiir die sonst
picht zusammenhaltende Folge von begrifflichen Schritten.
In welcher Art haben wir z. B. den Begriff einer zwanzig-
stelligen Zahl? Zunichst denken wir offenbar den blossen
Begriff: eine gewisse Zahl, die diesem Zeichencomplex
entspricht. Fragt man nach dem genauen Gehalt des
Begriffes, also dem Sinne dieser Zeichnung, dann beginnt
eine Kette von Explicationen, welche an der Einheit und
an der besonderen Bildungsweise der Zeichencomposition
ibren Halt besitzt. Erst auf solche Weise gewinnen wir die
Moglichkeit einer Fortbildung des Zahlengebietes, welche un-
vergleichlich weiterreichend als die bisherige, die An-
forderungen des gewdhnlichen Lebens und der Wissenschaft
vollauf zu befriedigen vermag. Schlechthin unbeschrinkt sind
wir natiirlich auch jetzt, auf dem Wege der blossen Zeichen,
nicht; aber diese Schranken empfinden wir nicht mehr, denn
sie hemmen uns nicht bei den Aufgaben, die in den Bereich
unseres Interesses fallen.

Es erhebt sich nun die Frage, wie es kommt, dass wir
den Unterschied zwischen den noch begrifflich und den nur
gignitiv zu symbolisirenden Zahlen eigentlich gar nicht
merken. Die Antwort liegt nahe: weil wir auch schon bei
kleinen Zahlen es bald bequemer finden, uns an die Husser-
lichen Signaturen zu halten, also selbst da, wo wir den be-
grifflichen Gehalt noch concipiren konnten. Es ist eine
Thatsache, dass wir in praxi bei allem Zihlen und Rechnen
des Recurses auf die fundirenden Begriffe entraten konnen.
Unerldsslich sind sie natiirlich fir jeden, der Wesen und
Zweck des Zahlensystems allererst kennen lernt, oder der
spiterhin einmal das Bediirfniss hat, den vollen begrifflichen
Gehalt eines complexen Zahlzeichens sich zum Bewusstsein
zu bringen. Begriffliche Erwigungen sind die Quellen, aus
welchen die Regeln alles arithmetischen Operirens ent-
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springen; der practischen Bethitigung aber liegen stets die
blossen sinnlichen Zeichen zu Grunde. Die Erklirung dieser
Thatsache, gegen deren Merkwiirdigkeit wir nur durch all-
tigliche Gewohnheit abgestumpft sind, wird uns im nichsten
Capitel beschiftigen.

Die Unterschiede der sinnlichen Bezeichnungsmitiel.

Die Betrachtungen, denen wir uns eben hingegeben
bhaben, machen uns auf einen fiir unser wissenschaftliches
Gebiet hochst bedeutsamen logischen Unterschied aufmerksam,
auf den Unterschied der sinnlichen Bezeichnungsmittel. Dass
es eine wichtige Aufgabe der Wissenschaft wire, sich mit
scheinbar so untergeordneten Dingen zu beschiftigen, als es
die Wahl sinnlicher Zeichen ist, diirfte im ersten Augenblicke
Bedenken erregen; doch wird es nicht schwer sein, dieselben
zu zerstreuen. Wir werden sogleich sehen, wie der Unter-
schied zwischen Wort- und Schriftzeichen fiir die Arithmetik
so wesentlich ist, dass eine notwendige Beschrinkung auf die
ersteren eine erheblichere Entwicklung der Arithmetik zur
Unmoglichkeit gemacht hitte. Ja spiter werden wir sogar
Gelegenheit finden zu zeigen, wie selbst scheinbar so nichtige
Unterschiede wie die, ob man mit Tinte und Feder auf Pa-
pier oder mit Griffel auf staubbedecktem Tifelchen schreibt,
den Gang arithmetischer Methoden wesentlich beeinflussen
kann. Und das sollten nicht logische Unterschiede sein? Ein
logischer Unterschied ist doch wol ein jeder, welcher die
kunstmiissige Beherrschung eines Erkenntnissgebietes be-
einflusst.

Dass die Anwendung sinnlicher Zeichen iiberhaupt eine
eminente Bedeutung fiir das arithmetische Gebiet besitzt,
geht bereits aus unseren bisherigen Betrachtungen mit
aller Deutlichkeit hervor. Logisch vollkommener werden nun
diejenigen Bezeichnungsmittel sein, die ihrem Zwecke voll-

kommener entsprechen. In dieser Hinsicht aber sind dauernd
18*
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fixirbare Zeichen fiir die Zahlen, im Besonderen Schriftzeichen,
den Zahlwortern ausserordentlich iiberlegen. Ein systema-
tisches Schriftzeichen kann, ohne seine Uebersichtlichkeit
zu verlieren, unvergleichlich umfassender sein als ein syste-
matisches Wortzeichen; es ist leichter zu handhaben und
stellt durch seine dauernde Fixirung an unser Ged#chtniss
keine besonderen Anforderungen. Fiihrt das Ergebniss einer
Zihlung auf ein sehr complicirtes Zahlwort, so kommen wir
sogleich in Gefahr, es wieder zu vergessen, selbst wenn wir
es vollstindig erfasst haben. Ein Schriftzeichen hilt fest,
und kann in jedem Moment von Neuem aufgefasst werden.
Im Uebrigen sind solche Unterschiede noch viel wesentlicher
fir die Zwecke der Rechnung, als fiir die der Z#hlung.
Complicirtere Rechnungsaufgaben wiren von vornherein un-
ausfithrbar, wenn wir, beschrinkt auf das Wortzéhlen, von
der Mangelhaftigkeit unseres Gedichtnisses abhiengen. Die
besten Zeichen sind also leicht fixirbare, moglichst iibersicht-
lich gebildete und dabei moglichst kurze und deutliche Schrift-
zeichen. Das bekannte indische Positionssystem entspricht
diesem Ideal auf das Vollkommenste. Es erlangt seine un-
iibertreffliche Uebersichtlichkeit und Kiirze dadurch, dass es
die geschriebenen Zahlworter durch Ziffern ersetzt und die
anschauliche Linienanordnung als systematisches Bezeichnungs-
mittel fiir die Ordnung der Stufenzahlen verwendet, wodurch
eine besondere Bezeichnung fiir die Stufeneinheiten iiberfliissig
wird. Eine dekadische Zahl hat die Form
@ 1004 a, 5. 1071+ . +a, .10+ a, . 10 +q; . 100
Das indische Ziffernsystem schreibt sie in der Form
Un Gy oo @y O @,

wobei die Ordnung der Ziffern von rechts nach links der
Ordnung der Stufenzahlen entspricht und sie bezeichnet. Die
m+1te Ziffer o, in der Reihe (von der ersten rechter Hand
geziahlt) deutet durch ihre Stellung allein an, dass die Ein-
heiten, die sie z&hlt, der (m + 1)ten Stufe angehdren. Freilich
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wurde eine solche Bezeichnungsweise erst moglich durch die
Erfindung der Ziffer Null, welche die Function hat, das Aus-
fallen einer bestimmten Stufenzahl zu markiren und eben
dadurch die Vollstindigkeit der Stufenreihe, auf welcher die
Beurtheilung des Stellenwertes beruht, zu erhalten.

Die natiirliche Entstehung des Zahlensystems.

Man méchte meinen, dass die Erfindung dieser kunst-
reichen und bedeutungsvollen Doppelsystematik der Zahlen und
Zahlzeichen, da sie ebenso umfassenden als fein abgewogenen
Zwecken dient und nur durch verwickelte Gedankenginge
zu rechtfertigen ist, das Product eines genialen, seines Zieles
voll bewussten Geistes sein miisse, wie er nur denkbar ist
auf dem Mutterboden einer hochentwickelten Culturnation.
Und doch haben es fast alle Vilker, die iiberhaupt entwickelt
genug waren, um das Bediirfniss nach einer erheblicheren
Erweiterung des Zahlgebietes zu empfinden — also schon
auf recht niedrigem Culturniveau und lange vor aller wissen-
schaftlichen Reflexion — zu Zahlsystemen gebracht, die im
Grossen und Ganzen (von vereinzelten Inconsequenzen - ab-
gesehen) das oben dargelegte fruchtbare Princip befolgen.
Und nicht minder auffillig ist die Unabhingigkeit der Er-
findung bei verschiedenen Volkern, welche aus den neben
aller Gemeinsamkeit bestehenden Differenzen (z. B. in der
Wahl der Grundzahl des Systems) mit Sicherheit zu er-
schliessen ist.

Die Erkléirung dieser bemerkenswerten Erscheinung wird
uns das erste Beispiel einer allgemeinen, in unserem Wissens-
gebiet so vielfach zu Tage tretenden Thatsache gewihren;
sie wird es verstindlich machen, wie iiberhaupt ein in seiner
Art und Constitution kiinstliches Zeichensystem, dessen
zweckbewusste Erfindung und theoretische Rechtfertigung
abstracte Betrachtungen complicirtester Art erfordern wiirde,
auf einem Wege natiirlicher psychologischer Ent-
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wicklung zu Stande kommen kann, und dies bereits auf
einer Geistesstufe, von der aus schon die Problemstellung in
unfassbaren Fernen liegen miisste.

Die Zeiten, in welche die Entstehung der Zahl- und
Zahlzeichensysteme fillt, kannten keine historische Ueber-
lieferung, und so ist denn an eine Reproduction der histo-
rischen Entwicklung nicht zu denken. Gleichwol besitzen
wir Anhaltspunkte genug — durch die urspriingliche Bedeu-
tung mancher Zahlnamen, durch unsere Kenntniss der Zzhl-
weise halbeivilisirter und wilder Vélker, und vor Allem durch
das Verstindniss der hier in Betracht kommenden allge-
meinen Ziige der menschlichen Natur — um die psycho-
logische Entwicklung derartiger Systembildungen a posteriori,
und doch in allen wesentlichen Punkten zutreffend, zu re-
construiren.

Die Systematik der Zahlen und Zahlbenennungen ist aus
dem systematischen Zihlen, dieses wiederum aus gewissen
natiirlichen Zghigewohunheiten erwachsen, welche vermdge
der Gleichartigkeit der menschlichen Anlagen bei den ver-
schiedensten Volkern einer gewissen Culturstufe entstehen
mussten.

Versetzen wir uns in die Jugendzeit der Volkerentwick-
lung. Das h#ufige Interesse an sinnlichen Mengen gleich-
artiger Objecte hatte bereits zur Auffassung einer gewissen
Analogie und damit einer sie fundirenden gemeinsamen Be-
schaffenheit, also zum Begriff der Vielheit gefiihrt, welcher,
auf dieser Stufe natiirlich viel weniger abstract als auf der
unsrigen, sich auf Vielheiten gleichartiger und sinnlicher In-
halte beschrinkte. Der Drang zur Mittheilung der Vor-
kommnisse des practischen Lebens, bei denen bestimmte
Mengen solcher Objecte eine grosse Rolle spielten, fiihrte
hier, wo die Umstiinde besonders giinstig lagen, leichter noch
wie in anderen Gebieten zu dem Gredanken einer Nachbildung
des Vorgestellten durch sinnliche Mittel. Nahe gelegt wurde
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dieser Gedanke durch die Hiinde, jene sichtlich hervortreten-
den Organe, mit denen das Individuum in ernster und spie-
lender Bethétigung am meisten zu thun hatte, und welche je
nach der Haltung der Finger wechselnde sinnliche Mengen-
bilder (die Fingergruppen) darboten und sich demgemiss zur
Nachbildung und Symbolisirung entsprechender Mengen von
beliebigen anderen Objecten besonders leicht aufdringen
mussten. ) So entstanden in der Gebirdensprache die ,Finger-
zahlen’ als die ersten Zahlzeichen.

Ja wir konnen wol noch mehr behaupten: auf diesem
sinnlichen Wege diirfte in der Regel iiberhaupt erst eine
scharfe Unterscheidung und Klassification der bestimmten
Zahlformen zu Stande gekommen sein. In gewisser Weise
besass man natiirlich schon die Zahlbegriffe, als man die
Analogie verschiedener gleichzahliger Mengen unter einander
und mit Fingergruppen aufgefasst hatte. Aber erst durch
die constante Riickbeziehung der verschiedenartigsten Mengen
auf die in sinnlicher Erscheinung scharf gesonderten Finger-
mengen, erhoben sich die Fingerzahlen zu Reprisentanten
allgemeiner Begriffe, allgemeiner Beschaffenheiten der nach
Mebr und Weniger klassificirten Mengen. Wir diirfen, ohne
die Paradoxie zu scheuen, sagen: die Begriffe 1,2,3.... als
die Species des allgemeinen Vielheitshegriffes, als die Be-
sonderungen des Wieviel, kamen erst zu einem bestimm-
teren Bewusstsein in der begrifflichen Bedeutung der Finger-
zahlzeichen.

1) Ich spreche oben von einer Nachbildung der Mengen in Beziehung
auf ihre Zahl durch Fingergruppen. Diese Ausdrucksweise, obschon in-
correct, ist hier doch passend, weil sie der betreffenden Geistesstufe an-
gemessen ist. Die an den sinnlichen Mengen geiibten psychischen Be-
thitigungen liefern Begriffe, welche das naivere Bewusstsein als abstracte
positive Momente der beziiglichen Anschauungen selbst ansieht Ganz
wie Schonheit und Hisslichkeit, Giite und Schechtigkeit als innere Be-
schaffenheiten der Aussendinge, so werden auch Zweiheit, Dreiheit etc.
als ebensolche der Husseren Mengen beurtheilt.
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Die Wortsprache folgte in unserem Begriffsgebiet der
Gebirdensprache mnach, wie man an vielen Beispielen von
Zahlwortern erkennt, deren urspriingliche Bedeutung als
blosse Uebersetzung der Fingerzahlen in die Wortsprache zu
charakterisiren ist. Jedenfalls wurden aus naheliegenden
Griinden auch weiterhin, selbst noch auf viel htherem Bil-
dungsniveau neben den Wortzeichen die Fingerzeichen als
Zihlungsmittel verwendet.

Es entspricht der niedrigen Geistesstufe, mit der wir es
hier zu thun haben, dass schon das Z#blen der kleinsten
Mengen keine geringe Miihe verursachte (Berichte iiber das
Zshlen wilder Volker bestittigen dies), und so verlangte es
die Sorge fiir die Sicherheit des Verfahrens, dass die Zahlung
schrittweise erfolgte, indem der Reihe nach je einem Gliede
der Menge je ein erhobener Finger zugeordnet wurde. Es
entstanden also successive die Zeichen fiir 1, 1+1=2,
241 =1+14+1 = 3, u.s. w., und derart war die Zahlen-
reihe als solche im Werden,

Es ist klar, dass diese Z#hlweise an das enge Gebiet
eigentlicher Mengen- und Zahlvorstellungen nicht gebunden
war, sondern in gleicher Weise (und ohne dass man den
Unterschied zu beachten Anlass hatte) weiter fortgesetzt
werden konnte; freilich nicht ohne gewisse natiirliche
Hemmungen und, sie zu iiberwinden bestimmte, Kunstgriffe.
Einen ersten Haltpunkt in der Z#hlung gebot schon die
Fiinf — man war mit den Fingern einer Hand zu Ende;
daher in manchen Sprachen das Zahlwort Fiinf so viel wie
weine Hand“ bedeutet. Mit Zuhilfenahme der Finger der
zweiten Hand konnte man nun (in der Form 5+1, 5+ 2,...)
weiterzdhlen, bis die Zehn einen neuen und nicht mehr in
derselben Weise iiberschreitbaren Haltpunkt setzte. (Nur
Vilker, welche auch die Zehen zum Zshlen benutzten, kamen
weiter, und erst Zwanzig war fiir sie die entsprechende
Grenze.) Sollten nun gleichwol grissere Mengen abgezihlt
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werden, dann blieb offenbar nichts {ibrig, als die einmal er-
folgte Durchzihlung der Finger (und ev. auch der Zehen)
seitab durch ein sinnliches Zeichen zu notiren und die noch
iibrigen Objecte wieder durch die Finger (und Zehen) ab-
zuzdhlen., Nach abermaliger Durchziblung musste jenes
Zeichen fiir Zehn (resp. Zwanzig) wiederholt werden, u. s. f.

So zéhlte man griossere Mengen durch Theilung in Zehner-
gruppen und in eine Gruppe unter Zehn. Nun war aber
noch eine zweite Zahlung notig geworden, nimlich fiir die
Menge der Zehnerzeichen. War die Anzahl derselben grisser
als Zehn, dann reichten fiir deren Durchzihlung die zehn
Finger nicht aus. Wieder bedurfte man zur Anzeige fiir die
einmalige Aufwendung der simmtlichen Finger der Einfihrung
eines Zeichens, und zwar eines neuen, um nicht die einfache
Zehn mit einer Zehn mal Zehn zu verwechseln. Sprechen
wir, der Bequemlichkeit der Darstellung zuliebe, dieses
Zeichen als ,Hundert* aus, dann zwang in derselben Weise
die Zihlung der Hunderter zur Einfiihrung eines neuen
Zeichens ,Tausend“ fiir 10.100. U. s. w.

Auf solchem Wege wurde man auf ein.allgemeines Ver-
fahren der Gruppenzihlung gefiihrt, durch welches bereits
jede grossere Zahl in Form einer ganzen Function der Po-
tenzen von Zehn gebildet wird: Noch heute giebt es Volker,
welche derartige Zihlweisen beobachten, die den Ursprung
des dekadischen Zahlsystems ganz verstindlich machen. Auf
den Siidseeinseln rechnen, wie TYLOR?) erzihlt, die Einge-
‘borenen so, dass sie beim Zihlen der Einer Steinchen be-
niitzen; sind zehn Steinchen beisammen, so wird statt deren
ein Stiickchen von einem Cocosnussstiel zuriickgelegt; sind
solcher zehn beisammen, so wird ein grésseres Stiick eines
Cocosnussstiels genommen; u. s. w.

Die Wortsprache folgte in ihren Benennungen den Be-

1) E. B. TYLOR, Einleitung in die Anthropologie (Siebert’s Uebers.)
S. 376.
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griffshildungen der Zahlensystematik. Natiirlich waren meben
den Namen fiir die Zahlen bis Zehn nur noch solche fiir die
Stufenzahlen notig; alle iibrigen konnten durch blosse Zu-
sammensetzungen dieser gebildet werden. Ein allgemeiner
Gebrauch von Zahlwortern beim Z#hlen musste dieses selbst
erleichtern und vereinfachen, indem gewisse naheliegende
und practische Verinderungen der Zihlweise sich ergaben,
durch welche dieselbe einheitlicher, systematischer und zu-
gleich von anderen sinnlichen Mitteln als den Wértern unab-
hiingig wurde. Statt nimlich jede durchgefiihrte Zehnzédhlung
seitab durch neue Zeichen zu signiren, dann immer von
Neuem mit Eins zu beginnen und erst schliesslich die Zahl
der Zehner abzuziihlen, wobei wieder ein #hnliches Verfahren
einzuschlagen war, konnte man doch vermittelst der Zahl-
worter und ohne andere sinnliche Zeichen in folgender Art
und Ordnung zéhlen:

1,28, ....10; 10+1,10+2, 10+3, .... 10+ 10 =
2.10; 2.10+1, 2.10+2, ..... 3.10; ..... 10.10 = 100;
10041, 100 +2 .... 1004+10; 100+ 10+ 1, 100+ 10 +2
.e.. 100+2.10; .. ..

So Dblieb man in einer gleichférmigen Zihlung, welche
die Zahlenreihe nach demselben Princip fortzusetzen geeignet
war. Jeder neue Schritt, bestehend in der Hinzufiigung einer
Einheit zur eben gebildeten Zahl, ergab eine neue Zahl.
Es ist aber nicht dieses einfache Reihenprincip allein, welches
die neuen Bildungen bestimmt. Die Verwendung der Hilfs-
operation der Multiplication und Potenzirung gestattet es,
immer wieder die alten Begriffs- und Namenbildungen zu
benutzen, so dass jede Zahl und jeder Zahlname als eine
systematische Bildung aus sehr wenigen Elementarzahlen und
-Namen (beides strenge parallel) erscheint.

Nach unserer Darstellung erklirt die naturgemssse Ent-
wicklung der urwiichsigen Zihlmethode durch die Finger-



Capitel XIL. Die symbolischen Zahlvorstellungen. 983

zahlen die Entstehung der systematischen Zihlmethode voll-
kommen. Nur fiir die Wahl der Grundzahl blieben verschiedene
Wege offen. Der Bequemlichkeit halber fithrten wir unsere
Betrachtungen an der Grundzahl Zehn durch. Manche Volker
hielten indess bereits die Fiinf, welche als Fingerzahl einer
Hand ausgezeichnet ist, als Grundzahl stindig fest. Andere
wiederum, welche auch die Zehen zum Zihlen verwendeten,
konnten, gleich den alten Mexicanern, ein consequentes vige-
simales Zahlensystem ausbilden. In den meisten Fillen wurde
jedoch die Zehn zur Grundzahl, wihrend die quindren Bil-
dungen unter Zehn 5+ 1, 5+ 2, ... 5 +5), nachdem das
wirkliche Fingerzihlen dem Wortzihlen Platz gemacht hatte,
verschwanden, da ihnen weiter keine systematische Bedeu-
tung zukam; so dass das Zihlen bis Zehn als einfaches’
Reihenziihlen aufgefasst wurde. (Die urspriinglichere Auf-
fassungsweise prigt sich noch hdufig genug in Wort und
Schrift aus, z. B. in den romischen Zeichen V, VI, VII,
VIIT uw. dgl) Jedenfalls ist das Princip der Systembil-
dung durch jenen Weg mnatiirlicher Entwicklung vollig ein-
deutig erklédrt.

Unsere Auffassung konnte noch zu ecinem Bedenken
Anlass geben. In seinen geistvollen Fragmenten ,Zur Ge-
schichte der Mathematik® meint niimlich H. HANKEL, dass
die Zihlung tiber 10.10 hinaus auf einem doppelten Wege
und doch consequent hiitte fortschreiten konnen. Als man
zu 10.10+10 kam, konnte man dies entweder als hundert
und zehn (in consequent dekadischer Sprechweise: zehnzig
und zehn) oder als elf mal zehn und zehn (elfzig und zehn)
auffassen und demgemiiss weiterzihlen. ,Man nahm mit
gliicklichem Griffe das erste Schema, indem man die Grund-
zahl X #hnlich wie 1, als eine Einheit nur von anderer . .-
Stufe ansah, welche nicht iiber das Xfache hinaus verviel-
faltigt werden diirfe“. )

T N aa 0.8 1L
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Dem gegeniiber kann leicht gezeigt werden, dass der
factisch eingeschlagene Weg nicht ein bloss gliicklicher Griff,
sondern vielmehr eine notwendige Consequenz der Weiter-
entwicklung des Fingerzéihlens war. Der #ussere Anlass fiir
diejenige Auszeichnung des 10.10, wodurch es weiterhin zu
einer Einheit héherer Ordnung werden musste, war einfach
die Notigung, fiir zehn Zehner ein neues Zeichen (und
demgemiiss eine neue und besondere Wortbenennung) einzu-
fiihren. Hiemit war aber die Auffassung von 10.10 + 10 als
11.10, wie man an der sprachlichen Bildung Hundert und
zehn sieht, ausgeschlossen, sie lag nicht mehr auf dem
Wege natiirlicher Zihlung. TUnd &dhnlich verhélt es sich
offenbar in Betreff der einzuschlagenden Richtung bei den
weiteren Wendepunkten der Zihlung, den spiteren Stufen-
zahlen.

Die Entwicklung der Zahlenreihe bot ein System unbe-
schriankt fortsetzbarer symbolischer Begriffe, vermittelst wel-
cher jede Zihlungsaufgabe ldsbar wurde. Die Z#hlung einer
beliebig vorgelegten Menge erfolgte durch ein Fortschreiten
entlang dieser periodisch gegliederten Begriffsreihe, oder ge-
nauer entlang 'der ihr correspondirenden Kette von Zahldefi-
nitionen; sie lieferte den der Menge zugehérigen, eindeutig
bestimmten Zahlbegriff, welcher (von den kleinsten Mengen
abgesehen) nur in symbolischer Form und nur mit Hilfe
eines derartigen gegliederten Reihenverfahrens hergestellt
werden konnte. Aber wenn irgend ein Process, so hatte
dieser die Eignung und Tendenz, zu einem ganz mechanischen
und ZHusserlichen zu werden, und dies eben vermdge jener
Zweiseitigkeit, die wir betont haben. Dem Fortschritt ent-
lang der Reihe der Begriffe entspricht in strengem Parallelis-
mus ein Fortschritt entlang der Reihe der Namen, und das
System der Namen ist in sich genau so consequent, als das
der Begriffe. Es ist klar: sowie man die Systematik durch
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Uebung beherrschte, musste von selbst der geistige Process
der Begriffsbildung den #Husserlichen Reproductionsmechanis-
mus der Namenbildung das Feld riumen. Urspriinglich zihlte
man, Glied fiir Glied der Menge heraushebend, in geistiger
Bethiitigung: Eins; Eins und Eins ist Zwei; Zwei und Eins
ist Drei; u. s. f, wobei schrittweise die Namen reproducirt;
iiber Zehn hinaus jedoch systematisch gebildet wurden und
allenfalls auch durch ihre feste Folge die Stetigkeit des be-
grifflichen Processes stiitzen mochten. Nach erlangter Uebung
aber ergab es sich von selbst, dass man sozusagen gedankenlos,
mechanisch zihlte, indem man der theils gedéchtnissmissig
fest eingepriigten, theils nach dem Princip der Systematik
mechanisch herzustellenden Reihe von Namen und Sitzen
folgte, ohne jede Reflexion auf deren gedankliche Bedeutung.
Aus einem begrifflichen Verfahren zur Erzeugung des Zahl-
begriffes wurde, indem die psychischen Correlate der ein-
zelnen Schritte fortfielen, auf einem natiirlichen Wege ein
symbolisch-dusserliches Verfahren zur systematischen Her-
leitung des dem Begriffe correspondirenden Zahlnamens und
erst mittelst dieses, des Begriffes selbst. Man bedurfte hiebei
bloss der geddchtnissméssigen Beherrschung der Zahlen- und
Zahldefinitionenreihe bis Zehn und der Vertrautheit mit dem
System der dekadischen Zahlwortbildung. Die volle Beherr-
schung der erweiterten Zahlenreihe durch das Gedichtniss
reicht aber fiir den geiibten Rechner bald um vieles weiter
als bis Zehn. Innerhalb der Grenzen, wofiir dies der Fall
ist, bedarf es nicht der immerhin (auch ohne die begleitenden
begrifflichen Processe) Denken erfordernden Anwendung der
Zahlwortsystematik; und so musste sich der auf Verein-
fachungen bedachten Praxis bald noch ein weiterer, erheblich
abkiirzender Kunstgriff aufdringen. Statt der Reihe der
Zahldefinitionen konnte man doch derjenigen der Zahlworte
allein folgen. Man kiirzte die Reihe der Sitze [1], 1+ 1
=2 2+1=3, 3+1=4, ....in die der Worte 1, 2, 3,
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4, .... Indemman den Mengengliedern schrittweise die Namen
dieser Reihe (und natiirlich jedem nur einmal) zuordnete, bis
alle Glieder erschopft waren, erlangte man in dem zuletzt her-
angezogenen Namen den der gesuchten Zahl, und damit diese
selbst. Zum richtigen Resultat musste diese mechanische
Procedur fiihren, weil die Anzahl der Namen der Zahlenreihe
bis n intlusive, durch z selbst ausgedriickt ist. Dies ist inner-
halb des Rahmens der gemeinen Praxis das iibliche Verfahren;
fiir grossere Zahlen aber, die iiber ihn hinausreichen, tritt
das erstbehandelte ein. Man z#hlt iiber die gewohnten
Grenzen hinaus durch Fortsetzung der Namenreihe nach
dem Princip der dekadischen Zahlwortbildung.

Bei der Erklirung der natiirlichen Entwicklung der
Zahlensystematik haben wir nur auf die Wortzeichen
Riicksicht genommen und mussten dies thun, weil nur die
Zahlwortsysteme den natiirlichen Gang der Begriffshildung
begleiten, wihrend die Ziffernsysteme, sofern sie iiber-
haupt auf den Namen von Systemen der Zahlbezeichnung
Anspruch machen kénnen, spitere, bald sich roh verflachende,
bald genaue Nachbildungen der ersteren sind, und erst im
genialen indischen System den Charakter eines logisch voll-
kommenen, aber auch durch wissenschaftliche Reflexion ent-
standenen Hilfsmittels der Arithmetik annehmen. Die Fort-
setzung der logischen Entwicklungen im n#chsten Capitel
wird zeigen, dass die Wahl der Bezeichnungsmittel keineswegs
eine bedeutungslose Sache ist. Die logischen Unterschiede
zwischen denselben beruhen auf dem verschiedenen Grade
ihrer Eignung fiir eine Kunst des Rechnens. Dies ist der
Grund, warum wir dieselben hier noch nicht in den Kreis der
Betrachtung ziehen.?)

') Reichhaltige Belege zu den Darlegungen dieses § findet man in
den bekannten anthropologischen und sprachwissenschaftlichen Werken
von TYLOR, LUBBOCK, POTT u. A.
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Zahlenschiitzungen durch figurale Momente.

Im XI. Capitel haben wir ausfithrlich das Problem be-
handelt, wie unmittelbare Mengenschitzungen zu Stande
kommen ohne wirkliche Durchfiihrung der zugehdrigen psy-
chischen Bethitigungen, der Einzelauffassung und Collection.
Eine einheitliche Anschauung ist uns gegeben, und in Einem
Blick urtheilen wir: eine Menge vou Kugeln, Miinzen u. s. w.
Zur Erkldrung dieser eigenthiimlichen Thatsache haben wir
auf die figuralen Momente der einheitlichen Mengenanschau-
ungen hingewiesen, welche eine Association mit dem Namen
und symbolischen Begriff der Vielheit eingehen, die Repro-
duction des letzteren vermitteln und dadurch die unmittelbare
Schiatzung der Erscheinung als einer Menge ermdglichen.
Ein ganz #hnliches Problem liegt bei den unmittelbaren
Zahlenschitzungen vor, und auch zu seiner Losung reichen
wir mit den erwihnten Hilfen vollkommen aus.

Am klarsten liegt die Sache in Beispielen, wie sie uns
Wiirfel, Domino- und Kartenspiel mannigfaltig darbieten.
Jede Wiirfelfliche besitzt eine charakteristische, feste Punkt-
configuration, die mit dem Zahlnamen (bzw. mit dem sym-
bolischen Begriff einer gewissen, durch ihn genannten Zahl)
eine Association eingeht. Wird mit mehreren Wiirfeln zu-
gleich gewiirfelt, so findet entweder eine rasche Quasi-
Summation nach dem Eins und Eins statt, wobei natiirlich
die blossen Zahlwérter vermitteln; oder es wird, im Falle
grosser Uebung, durch den Figuralcharakter der ganzen
complexen Erscheinung unmittelbar das entsprechende Zahl-
wort der Avgensumme reproducirt. Die Anzahl der hiefiir
einzuprigenden Configurationen ist ja nur eine beschrinkte.
Dasselbe gilt beim Dominospiel, und es ist bekannt, welche
Fertigkeit gelibte Spieler in der momentanen Zahlenschitzung
haben; sie konnen oft bis vierzig Augen in einem Blick abzihlen.

In den bisherigen Beispielen waren die Configurationen
feste, oder vielmehr nahe verwandte. Zur Erklirung dieses
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letzteren Zusatzes sei darauf hingewiesen, dass eine Wiirfel-
fliche z. B. bei jeder drehenden Lageninderung einen anderen
Figuralcharakter erhilt, und es daher der zugehsrige Art-
charakter sein musste, der im Grunde die Association ver-
mittelte. Diese Bemerkung macht es deutlich, dass der
Unterschied der betrachteten Fille gegeniiber anderen,
wo ganz willkiirliche Objectvertheilungen zahlenmissig
geschitzt werden, nicht so erheblich ist, wie es anfangs
scheinen mdchte.

‘Wie auch immer drei scharf gesonderte Objecte im Ge-
sichtsfelde vertheilt sein mdgen, sie bilden zusammen eine
charakteristische Configuration, vorausgesetzt, dass sie iiber-
haupt zu einer anschaulich-einheitlichen Mengenerscheinung
verschmelzen konnen. Die mannigfaltigen Dreipunkt- Confi-
gurationen, die je nach der wechselnden relativen Lage der
Objecte entstehen, sind zwar anschaulich wolunterschieden;
aber sie besitzen so viel augenfillige Analogie, dass ihr ge-
meinsamer Charakter gewiss die Reproduction der Zahl Drei
(oder genauer des Namens Drei mit dem symbolischen Begriff
einer gewissen, durch ihn benannten Zahl) vermitteln kann.
Eine wesentlichere Differenz zeigt der Figuralcharakter nur
dann, wenn die drei Objecte in geradliniger oder annihernd
geradliniger Anordnung zu liegen kommen, ein Grenzfall,
dessen wolbemerkbare Besonderheit die Association der Zahl
ermoglicht. Ebenso verhdlt es sich bei Mengen von vier
Objecten. Hier zeigt die Configuration entweder den be-
kannten Vierecktypus, oder es treten andere charakteristische
Typen auf, wie wenn alle vier, oder irgend welche drei
Objecte in einer Reihe liegen, oder wenn ein Object innerhalb
der von den drei iibrigen gebildeten Dreieckfigur fallt u. s. w.

Je mehr Objecte die Menge umfasst, um so grosser ist
die zugehdrige Zahl anschaulich unterschiedener Figural-
typen, und so wird es begreiflich, warum wir mit einer
sicheren Zahlschitzung in der Regel nicht iiber fiinfgliedrige
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Mengen hinauskommen, es sei denn durch fortgesetzte und
methodische Uebung. PREYER, welcher hieriiber Versuche
angestellt hat, meint, dass im letzteren Falle die erreichbare
Grenze im Durchschnitt bei Zwanzig liegen diirfte. Der be-
riihmte Rechner DAHSE konnte noch einige dreissig beliebig
vertheilte Objecte momentan abschitzen.

Aus den vorstehenden Betrachtungen ist zu ersehen, dass
keinerlei Anlass besteht, fiir die Erklirung momentaner
Zahlenschitzungen Anleihen bei dem allzeit gefilligen Un-
bewussten zu machen. Ich kann demgemiss auch die
PrEYER’sche Liehre vom ,unbewussten Zihlen“?) nicht billigen
und wundere mich nur, wie dieser hervorragende Physiologe
seine Argumente als bindend ansehen konnte. Aus der
blossen Thatsache, dass wir kleine Objectgruppen momentan
abschitzen, ohne dass zum iiberlegten, wenn auch noch so
beschleunigten Zihlen Zeit bliebe, schliesst er: ,,Also ist un-
bewusstes Zihlen nicht nur nichts in sich Widersprechendes,
sondern etwas Alltigliches.* Zur weiteren Stiitze fiigt er
noch bei: ,Man darf nicht einwenden: das sei kein Zihlen
mehr; denn wenn Jemand bestimmt angeben kann, ob drei,
vier, finf Gegenstinde sich vor ihm befinden, so muss er
Zahlen unterscheiden konnen, und gewiss ist, dass wer nicht
zihlen kann, auch jene Fragen nicht zu beantworten vermag®.
Auch wenn der Umstand, auf den das letztere Argument fusst,
unbestreitbar wire, wiirde es nichts beweisen, nachdem eben
noch der Weg offen bleibt, dass die Zahlnamen, nach wieder-

1) Die PREYER’sche Abhandlung ,Ueber unbewusstes Zshlen“ er-
schien zuerst in der Gartenlaube 1886, S. 15 und 36 und ist wieder ab-
gedruckt in seiner jiingst erschienenen Sammlung wissenschaftl. Aufsitze.
Wie ernst es PREYER mit der Hypothese des Unbewussten nimmt, zeigen
die beigegebenen physiologischen Erklirungen, wonach die der Ver-
standesthitigkeit des Zahlens zugehdrigen Bewegungen ,schliesslich die
sehr oft benutzten Nervenfasern und Nervenzellen im Gehirn unbewusst
durchlaufen* und sich ,der Reflexbewegung ndhern®.

Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 19
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holter Zshlung mannigfacher Objectvertheilungen, mit deren
typischen Figuralcharakteren feste Associationen eingehen.
Im Uebrigen wiirde ich es sehr wol fiir mdglich halten, dass
auch ein des Ziblens vollig Unkundiger die Zahlnamen mit
diesen Figuralcharakteren zur Association brichte und sich
z. B. zu einem tiichtigen Dominospieler ausbildete.

XIIT. Capitel.
Die logischen Quellen der Arithmetik,

Rechnen, Rechenkunst und Arithmetik.

Den Begriff der Rechenkunst pflegt man mit dem der
Arithmetik in nahe Beziehung zu bringen, ja hiufig beide zu
identificiren. Die Arithmetik wird gew6hnlich als die
‘Wissenschaft von den Zahlen definirt. Diese Definition ist
nicht hinreichend klar, Die einzelnen Zahlen fiir sich be-
trachtet geben zu einer erkenntnissmissigen Behandlung
keinen Anlass, und wo von besonderen, wissenschaftlich zu
ergriindenden Beschaffenheiten einzelner Zahlen die Rede
ist, handelt es sich stets um Merkmale, die ihnen zu-
kommen auf Grund gewisser Relationen, welche sie mit ein-
zelnen oder ganzen Klassen anderer Zahlen verbinden. Nur
aus den Beziehungen der Zahlen zu einander entspringen
Aufgaben fiir eine logische Behandlung. Besser wire danach
die Definition der Arithmetik als der Wissenschaft von
den Zahlbeziehungen. Jedenfalls besteht ihre wesent-
liche Aufgabe darin, aus gegebenen Zahlen andere zu finden,
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4

vermdge gewisser bekannter Beziehungen, die zwischen ihnen
bestehen.

Betrachten wir nun den Begriff der Rechenkunst.
Er ist uns gegeben, wenn wir den des Rechnens besitzen.
Der Begriff des Rechnens lisst aber mehrfache, weitere und
engere, Bedeutungen zu. Unter Rechnen im weitesten
Sinne kann man jede Herleitungsweise von ge-
suchten Zahlen aus gegebenen verstehen. Danach miiss-
ten wir freilich die Vereinigung der Zahlen Zwei und Drei zu
Fiinf, auf Grund der eigentlichen Vorstellung der Begriffe
selbst, schon ein Rechnen nennen; ebenso die Herstellung der
Begriffe systematischer Zahlen, ob wir nun den Weg der
Begriffshildung oder den Weg der mechanisch - Zusserlichen
Zeichenbildung einschliigen. Jede arithmetische Methode
wire eo ipso eine rechnerische. Die Rechenkunst wire die
Kunst arithmetischer Erkenntnisse, die Arithmetik aber deren
systematisch geordnete Gresammtheit.

‘Was nun die Methodeder Herleitung von gesuchten
aus gegebenen Zahlen anlangt, sind zwei Fille denkbar: Ent-
weder es ist diese Herleitung eine im Wesentlichen
begriffliche Operation, bei welcher die Bezeichnungen
eine nur untergeordnete Rolle spielen; oder sie ist eine im
Wesentlichen sinnliche Operation, welche auf Grund
des Zahlzeichensystems nach festen Regeln Zeichen aus
Zeichen herleitet, um erst das Resultat als die Bezeichnung
eines gewissen, des gesuchten, Begriffes zu reclamiren.

‘Welche von diesen Methoden die logisch vollkommenere
ist, wird nur eine Frage der Leistungsfihigkeit sein kOnnen.
Vorgreifend kénnen wir hier schon sagen, dass die letztere auf
unserem Gebiet unter allen Umstinden den Vorzug besitzt und
ihn auch vollauf verdient. Die Methode der Begriffe ist hochst
abstract, beschrinkt und selbst bei grosster Uebung mithsam;
die der Zeichen concret-sinnlich, allumfassend und schon bei

missiger Uebung bequem zu handhaben. Ich sagte all-
19%
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umfassend: in der That giebt es keine erdenkliche Aufgabe,
die sie zu l6sen nicht im Stande wire. So macht sie die
begriffliche Methode ganz iiberfliissig, deren Anwendung nicht
mehr dem wissenschaftlichen, sondern nur dem kindlich zuriick-
gebliebenen Geisteszustande angepasst ist. Zu einer allgemeinen
Anerkennung dieser Auffassung fehlt allerdings noch viel, und
es hingt wol mit dem Mangel an einer Logik der sym-
bolischen Erkenntnissmethoden (und vor Allem derjenigen der
Arithmetik) zusammen, dass die meisten Forscher, geleitet
von dem gewohnlichen Vorurtheil, jede wissenschaftliche Me-
thodik operire mit den jeweilig intendirten Begriffen selbst,
auch die arithmetischen Operationen fiir abstract-begriffliche
hielten — dem klaren Augenschein zu Trotze. Der Auf-
hellung der wahren Sachlage werden wir spiterhin besonderes
Augenmerk zuwenden.

Die Methode der sinnlichen Zeichen ist also die logische
Methode der Arithmetik. Hier bietet sich nun derjenige Be-
griff des Rechnens, welchen wir, im Hinblick auf den Umfang
der Anwendung, als den gemeiniiblichsten bezeichnen
diirfen. Er umfasst jede symbolische Herleitung
von Zahlen aus Zahlen, welche der Hauptsache
nach auf geregelten Operationen mit sinn-
lichen Zeichen beruht. Aus den obigen Bemerkungen
geht hervor, dass, trotz dieser Einschrinkung des Begriffes
vom Rechnen, das Verhiltniss der Begriffe Arithmetik und
Rechenkunst keine wesentliche Veréinderung erfahren hat,
da in der ersteren andere als (in dem jetzigen Sinne) rechne-
rische Verfahrungsweisen eben nicht in Betracht kommen.

Mit Riicksicht darauf, dass der Mechanismus der sym-
bolischen Methodik sich von seinen begrifflichen Anwendungs-
substraten vollig loslosen ldsst, driingt sich aber noch ein
anderer Begriff des Rechnens auf, welcher im Vergleich mit
dem vorigen nach der einen Richtung beschrinkter, nach der
anderen hingegen weiter ist.



Capitel XIIL. ' Die logischen Queéllen der Arithmetik, 993

Man kann ihn niimlich fassen als jede geregelte Art
der Herleitung von Zeichen aus Zeichen inner-
halb irgend eines algorithmischen Zeichen-
systems, nach den diesem System eigenthiim-
lichen ,Gesetzen’, oder besser: Conventionen,
der Verkniipfung, Sonderung und Umsetzung.

Es sind hohere logische Interessen als diejenigen der
arithmetica numerosa (mit der wir es momentan zu thun
haben), welche diese Begrenzung des Begriffs fordern. Es ist
eine fiir das tiefere Verstindniss der Mathematik héchst be-
deutsame Thatsache, dass ein und dasselbe System der Sym-
bolik mehreren Begriffssystemen dienen kann, welche, ihrem
Inhalte nach verschieden, nur in der Bildungsform Analogien
aufweisen. Sie werden dann, wie wir sagen, durch dasselbe
Rechensystem beherrscht.

Diese neue Formation des Begriffes vom Rechnen empfiehlt
sich aber auch noch dadurch, dass sie uns eine logisch
reinliche Sonderung der verschiedenen Schritte, welche die
Aufgabenlosung in derartigen technisch zu behandelnden Ge-
bieten erfordert, an die Hand giebt. Jede L sung zerfillt
offenbar in einen rechnerischen und in zwei begriffliche Theile:
Umsetzung der Ausgangsgedanken in Zeichen —
Rechnung — Umsetzung der resultirenden Zeichen
in Gedanken. Im Anzahlengebiete, wo die Conception und
Sonderung der Begriffe (von den wenigen ,eigentlichen’ natiir-
lich abgesehen) auf der mitlaufenden Signirung, als ihrer un-
erldsslichen Stiitze, ruht, besteht jener erste Schritt bloss darin,
dass man in den jeweilig gegebenen Complexen aus Begriffen
und Namen von den ersteren abstrahirt und nur die letzteren
festhilt.

Das Verhiiltniss der Arithmetik und Rechenkunst hat
sich nun mit diesem neuen Begriff des Rechnens (den wir von
nun an allein verwenden wollen) freilich geéindert. Ldsen
wir die Zahlzeichen von ihren begrifflichen Correlaten los



294 Capitel XIII. Die logischen Quellen der Arithmetik.

und bilden, um alle begriffliche Anwendung unbekiimmert,
die technischen Methoden aus, die ihr System zuldsst, dann
haben wir die reine Rechenmechanik abgezogen, welche der
Arithmetik zu Grunde liegt und die technische Seite ihrer
Methodik ausmacht. Offenbar ist nun die Rechenkunst nicht
mehr identisch mit der Kunst arithmetischer Erkenntniss.

Die arithmetischen Rechenmethoden und die Zahlbegriffe.

Bedarf eine Disciplin auf der H6he ihrer Ausbildung zur
Losung irgend welcher Probleme keiner anderen als rech-
nerischer Hilfsmittel, so kann sie der begrifflichen doch nicht
entraten in ihren Anfingen, wo es sich darum handelt, die
Rechnung logisch zu fundiren. Nur an der systematischen
Verkniipfung der ihr zu Grunde liegenden Begriffe und deren
Beziehungen kann es ja liegen, dass die correspondirenden
Bezeichnungen sich zu einem consequent gebildeten System
zusammenschliessen und dabei die Sicherheit besteht, dass
jeder im Sinne der Zeichenregeln folgerichtigen Ableitung
von Zeichen und Zeichenbeziehungen aus den gegebenen,
eine im Sinne der G edanken folgerichtige Ableitung von
Begriffen und Begriffsbeziehungen aus den hier gegebenen
entsprechen miisse. Demgemiss werden wir auch zur Be-
griindung der arithmetischen Rechenmethoden zu-
riickgehen miissen auf die Zahlbegriffe und deren Ver-
kniipfungsformen. Die ersteren sind uns bereits in den
systematischen Formen der natiirlichen Zahlenreihe oder den
hoheren des Zahlensystems (in dem besondern Sinne des
Wortes) gegeben. Die Verkniipfungen aber, durch welche
aus gegebenen neue Zahlen gewonnen werden, sind die Zahl-
operationen.

Die systematischen Zahlen als Vertreter der Zahlen an sich.

Die Zahlensystematik bietet, wie wir sahen, eine gleich-
formige und (bei idealisirender Abstraction von gewissen
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Schranken unserer Fihigkeiten) unerschopfliche Methode der
Fortsetzung des Zahlgebietes iiber jede Grenze hinaus. Da
mittelst ihrer scharf gesonderten Begriffsbildungen jede denk-
bare Vielheit abzihlbar ist, so kann es auch keine wirkliche
Zahl geben, die nicht im Systeme ihr symbolisches Correlat
fainde, und zwar jeweilig nur eines, da verschiedene syste-
matische Zahlsymbole notwendig auf verschiedene wirkliche
Zahlen hindeuten. Ein Zahlensystem, wie es z. B. unser
dekadisches ist, kann demnach als die vollkommenste Gegen-
spiegelung des Reiches der Zahlen an sich, d. i. der uns im
Allgemeinen unzuginglichen wirklichen Zahlen, angesehen
werden und dies auch nach Seite ihrer Anordnung, welche
bei den symbolischen wie bei den eigentlichen Begriffen die
einer einfachen Reihe ist. Mit Recht diirfen wir also die
indirecten Bildungen des Systems als die symbolischen
Surrogate fiir die Zahlen an sich betrachten.

Die symbolischén Zahlbildungen ausserhalb des Systems, als
arithmetische Probleme.

Umfasst das System nun auch symbolische Correlate aller
erdenklichen Zahlen, so umfasst es doch nicht alle erdenk-
lichen Zahlsymbolisirungen iiberhaupt. Irgend eine Zahl
kann durch mannigfache Relationen zu anderen, sei es wirk-
lich oder bereits symbolisch vorgestellten, eindeutig charak-
terisirt werden, und jede solche Charakteristik liefert eine
neue symbolische Vorstellung eben dieser Zahl.

Es giebt also ausserhalb des Systems noch unendlich
viele symbolische Zahlformen. Diirfen wir nun diese als den
geregelten Bildungen des Systems gleichwertig ansehen, als
berechtigte Repriisentanten der wirklichen Zahlbegriffe gelten
lassen? Diirfen wir sie in demselben Sinne als gegeben
und die Reduction einer Aufgabe auf ein durch sie gekenn-
zeichnetes Zahlenresultat als deren endgiltige Losung aner-
kennen ?
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Einfache Reflexionen belehren uns, dass wir diese Fragen
verneinen miissen. Vermoge der Reihenordnung kdnnen wir
fiir zwei systematische Zahlen sofort entscheiden, ob sie die
gleichen oder verschiedene Zahlen reprisentiren, und im
letzteren Falle konnen wir auch sofort angeben, welche grosser
ist und welche kleiner. Der blosse Hinblick auf ihr Rang-
verhdltniss geniigt. Ganz anders verhalten sich die unsyste-
matischen Zahlsymbolisirungen.  Bildungen der Art wie
18 +49, 7 X 36 u. dgl. bieten uns nicht minder bestimmte
symbolische Zahlformen, als die ihnen correspondirenden
dekadischen. Wie aber entscheiden, ob je zwei derselben
gleich sind oder nicht, und dann welche die grdssere und
welche die kleinere? Besitzen wir bereits ein Zahlensystem,
dann ist die Antwort klar: einfach durch Reduction auf die
entsprechenden systematischen Zahlen. Denn' das ist sicher,
dass jeder unsystematischen eine eindeutig-bestimmte syste-
matische Zahl entspricht, die ihr gleichist, d.h. die denselben
eigentlichen Zahlbegriff symbolisirt.

So kommt es, dass wir jede unsystematische Bildung nicht
als ein Fertiges und Gegebenes, sondern als ein Proble-
matisches ansehen. Sie giebt uns eine Aufgabe, die geldst
sein will, ndimlich die ihr zugehorige und sie klassificirende
systematische Zahl zu finden. Wieviel ist 18+ __:é_l Wir
antworten %@Z und haben damit die Einordnung%flieser Sum-
menzahl in die Zahlenreihe vollzogen. Aus diesen Griinden
werden dann die systematischen Zahlen, obgleich selbst nur
symbolische Vertreter anderer, uns aber unzuginglicher Be-
griffe, in der Arithmetik wie die letzten Zahlbegriffe ange-
sehen, auf welche alle anderen Zahlformen nur hinweisen,
und welche aus ibhnen daher noch zu construiren sind. In
‘Wahrheit fungiren sie aber nur als die Normalzahlen,
gleichsam als feste Etalons, auf welche alle anderen ver-
gleichend zuriickbezogen werden zu dem Zwecke ihrer exacten
Vergleichung nach Mehr und Weniger. Und so ersehen wir,
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dass durch die Zahlenreihe das Idealeiner allge-
meinen und exacten Zahlenklassification in voll-
kommenster Weise realisirt wird. Dass sie dies aber leistet,
entspricht ganz und gar unseren urspriinglichen Intentionen.
Das Bediirfniss nach Ordnung und klassificatorischer Schei-
dung in dem Gewirre symbolischer Zahlformen war ja der
urspriingliche Impuls, welcher unsere logische Entwicklung
dazu dréngte, das zuniichst gegebene eigentliche Zahlengebiet
gerade in den systematischen Formen zu erweitern. %)

Die erste Grundaufgabe der Arithmetik.

TUhnsere letzte Untersuchung fiihrte auf ein allgemeines
arithmetisches Postulat: Von den systematischen Zahlen
verschiedene symbolische Bildungen sind, wo immer sie auf-
treten, auf die ihnen gleichwertigen systematischen, als ihre
Normalformen, zu reduciren. Demgemiss erwichst als die
erste Grundaufgabe der Arithmetik, alleerdenk-
lichen symbolischen Bildungsweisen von Zahlen
in ihre verschiedenen Typen zu sondern und fiir
einen jeden sichere und moglichst einfache Me-
thoden jener Reduction aufzufinden.

Die elementaren arithmetischen Operationen.

Diese Aufgabe fiihrt uns auf die sogenannten vier Species,
die elementarsten arithmetischen Operationen. Bereits im X.
Capitel haben wir uns um Sinn und Bedeutung derselben
viel gemiiht — nicht eben mit Gliick. Wir gerieten auf den
Abweg einer zersetzenden Skepsis, welche negirte statt auf-
zukliren und so in Widerstreit kam mit der Thatsache einer
in so hohem Masse erfolgreichen und entwickelten Wissen-
schaft wie die Arithmetik. Dies war aber eine strenge
Consequenz des Standpunktes, den wir dort einnahmen,

1) Vgl. XII Cap. S. 254 ff.
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niimlich den des vielverbreiteten Vorurtheils, dass die Arith-
metik es mit den wahren und eigentlichen Zahlbegriffen und
deren Verkniipfungs- oder ,Operations®-Gesetzen zu thun
habe. Wir haben seitdem zunichst die Einsicht erlangt, dass
ihre eigentlichen Substrate symbolische Zahlbildungen sind,
und zuletzt erkannt, dass ihre erste und wesentliche Aufgabe
darin liege, allgemeine Regeln fiir die Reduction der ver-
schiedenen Zahlbildungsformen auf gewisse normale aufzu-
finden.

Hier ist schon vorauszusehen, dass unter den sogenannten
arithmetischen Operationen nichts Anderes zu ver-
stehen sein wird, als Methoden der Awusfihrung
dieser Reduction. Natiirlich #ndert hiemit der Begriff
der Zahlenoperation, wie er auf Grund des eigentlichen
Zahlbegriffes sich ergiebt, ganz weSentlich die urspiingliche
Bedeutung, Den ersten Begriff der Addition z. B. erlangten
wir durch Reflexion auf die Art, wie mehrere Inbegriffe in
einen einzigen und demgemiss mehrere Zahlen in eine einzige
iiberzufiihren sind, welche die Einheiten jener insgesammt
umfasst. Wenn wir jetzt aber von einer Addition, z. B. von
7-+5 sprechen, so ist abgezielt auf eine gewisse systema-
tische (natiirliche oder dekadische) Zahl, die dieser Summe
gleichwertig ist.

Offenbar bleiben die beiden Operationsbegriffe noch in
einem leicht erkennbaren Zusammenhang. Da die eigent-
lichen Zahlbegriffe uns nicht zuginglich sind, geschweige
denn, dass wir sie klassificiren, addiren und theilen konnten,
50 operiren wir an ihrer Stelle mit scharf bestimmten sym-
bolischen Surrogatbegriffen, die wir klassificiren durch Zu-
grundelegung einer Reihe von Normalbegriffen, und die wir
addiren oder theilen, indem wir in jener Reihe die Begriffe
aufsuchen, welche den Verbindungs- und Theilungsbegriffen
eben entsprechen. Und genau ebenso wie die einzelne sym-
bolische Zahl eine bestimmte eigentliche, vertritt auch jede
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symbolische Operationsverbindung eine bestimmte (obgleich
nicht wirklich ausfithrbare) eigentliche.

Es wird sich nun die Frage erheben: Kann man iiber-
haupt, resp. wie kann man jene Reductionsaufgaben (,Ope-
rationen’) ausfithren? Von der Antwort wird die Triftigkeit
unseres neuen Operationsbegriffes abhingen. Sollen wir ferner
die erwiinschte und notige Uebereinstimmung mit der Rede-
weise der Arithmetik erlangen, so miissen wir auch zeigen,
wie Addition und Theilung, als die begrifflichen Quellen
alles Operirens, auf dem Gebiete der symbolischen Begriffe
zu einer Mehrheit selbstéindiger Rechnungsoperationen fiihren,
zunichst aber zu den vier Species.

Als gegeben haben wir anzusehen das gesammte
Zahlensystem, oder genauer, wir denken uns das urspriing-
liche Zahlgebiet in einer der systematischen Formen so weit
entwickelt, dass nun alle irgendwie erforderten Z#hlungen
als wirklich ausfiihrbar und demgeméss schon als ein Gegebenes
behandelt werden konnen. Alle anderen Formen der Zahl-
bildung sind, wie wir geradezu sagen, Verkniipfungen syste-
matischer Zahlen. Nur kleine Zahlen konnen uns als ein-
fache und unsystematische gegeben sein; aber ihre Einord-
nung in das System ist so leicht, dass wir sie in jedem Falle
schon als vollzogen und darum auch Verkniipfungen der-
artiger Zahlen schon als solche systematischer ansehen konnen.
Die Operationsformen, welche der Zahlbegriff zulfisst, sind
Addition und Theilung. Betrachten wir nun die besonderen
Wendungen, welche dieselben in der Arithmetik erfahren.

Die Addition.

Wir beginnen mit der Addition. Mehrere Zahlen a, b,
¢, ... addiren, hiess im urspriinglichen Sinne, die Einheiten
derselben zu einer neuen Zahl s vereinigen. Von einer be-
sonderen Vorschrift der Ausfithrung konnte dort, im Gebiete
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der eigentlichen Zahlbegriffe, keine Rede sein. Ganz anders
verhilt es sich nun in unserem Gebiete symbolischer Zahl-
formen. Mehrere Zahlen a, b, ¢, ... addiren, bedeutet
jetzt, die ihrer Summe entsprechende systematische Zahl
finden. Da die Summe ihrem Begriff nach von einer Ord-
nung der Summanden unabhingig ist, konnen wir die Aus-
fiihrung successive und zwar in beliebiger Reihenfolge vor-
nehmen, indem wir schrittweise zunichst eine Zahl, etwa q,
herausheben, zu ihr & addiren, zu dem Resultat dieser eine
neue, etwa ¢, u. s. w. (Es ist hiebei iiblich und sachgemiss,
die Reihenfolge der Operationen durch die Folge anzudeuten,
in welcher die Summanden gesprochen, bzw. geschrieben
werden.) Das Problem der Addition beliebig vieler Zahlen
ist somit auf das der Addition von je zweien zuriickgefiihrt.
Die Lésung selbst ist nun leicht. Um eine Summe @+
auszuwerten, brauchen wir bloss in unserem Zahlensystem
von @ auszugehen und, der festen Ordnung desselben folgend,
um b Glieder weiterzuzihlen. In der That liefert jeder neue
Schritt eine um Eins grossere, also b Schritte eine um &
grdssere Zahl als a, d. h. eine Zahl, welche neben den Einheiten
von a noch b Einheiten (und keine anderen) umfasst, also a + b.
Dieselbe Zahl erhalten wir aber auch durch Zihlung von
@ Gliedern iiber » hinaus, es resultirt nimlich die Zahl,
welche neben den Einheiten von & noch « Einheiten (und
keine anderen) umfasst; also mit Riicksicht auf den Summen-
begriff identisch dieselbe Zahl wie vorhin.

Bei dieser Methode ist es iibrigens gleichgiltig, ob wir
der Arithmetik bloss die natiirliche Zahlenreihe oder das
Zahlensystem zu Grunde legen. Und es wird offenbar in
beiden Fillen die Sicherheit des Resultates in keiner Weise
tangirt, ob wir bei der Awusfilhrung der Operation an die
Begriffe selbst denken oder uns an die blossen Zeichen
halten. Das Zeichen o ist ein absolut verlésslicher Vertreter
seines Begriffs, Jeder neue Schritt liefert das Zeichen einer
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um FEins grosseren Zahl, also 5 Schritte das einer um b
grosseren. Somit haben wir vom Zeichen o nur um b Zeichen
weiterzuzéhlen, welche Zihlung wieder, wie jede Zihlung
iiberhaupt, rein mechanisch vollzogen werden darf.

Im Zshlen Ungeiibte bevorzugen hiufig ein anderes und
noch roheres Verfahren, indem sie ihren Zihlungen sinnliche
Mengen z. B. von Steinchen, Z#hlmarken, Punkten auf dem Pa-
piere als Stiitzen zu Grunde legen. Sie begleiten die Zahlung von
1bisa durch die successive Aussonderung einer sinnlichen Menge
von o Gliedern. In gleicher Weise zihlen sie eine zweite Menge
von b Gliedern heraus, um dann schliesslich entweder an
dieser in der Form a+1, a+2, ..., a+1b, oder an der erste-
ren in der Form 6+1, 6+2, ..., b+ o weiterzuzihlen. —
Die logische Begriindung dieser mechanischen Procedur macht
keinerlei Schwierigkeit. Da das Zihlungsresultat von der con-
creten Natur der gezihlten Objecte unabhingig ist, so kann
jedes am concreten Beispiel gewonnene Resultat alsbald
fir jede erdenkliche Art gezihlter Einheiten in Amnspruch
genommen werden, mag im Uebrigen das Zihlen ein eigent-
liches oder symbolisches gewesen sein, wofern es nur ein
richtiges war. Findet also der Ungeiibte in der zihlenden
Herstellung einer Summe, sei es von allgemeinen Zahlen, sel
es von Zahlen ihm gerade unzuginglicher oder unbequemer
Einheiten, eine Schwierigkeit, die fiir ihn bei der entsprechen-
den Z#hlung verfiigbarer sinnlicher Objecte nicht besteht, dann
thut er ganz wol daran, die correspondirende Aufgabe fiir
Mengen eben solcher Objecte zu lésen, und das Resultat
passend zu verallgemeinern, bzw. zu iibertragen.

Bei grosseren Zahlen sind diese Additionsmethoden, ob-
schon rein mechanisch zu vollziehende, hochst umstindlich
und zeitraubend und darum in ihrer Anwendbarkeit sehr be-
schrinkt. Im Falle der natiirlichen Zahlenreihe giebt es
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freilich keine besseren, wol aber in dem des Zahlensystems
im engeren Sinne des Wortes.

Jede ihm angehorige Zahl ist ein Aggregat von Zahlen
verschiedener Einheiten (X% X1, X2 ...). Soll nun die Summe
zweier solcher Zahlen ausgewertet werden, so kdnnen wir doch
zungichst die entsprechenden Theilzahlen gleicher Einheit
addiren und dann die Summe dieser Summen bilden. In
Zeichen:

(0o + o, X+ a,X24....)+ (0 +5,X+0X2+...) =

= (ap +5b,)+ (2, T b)) X+ (2 +5,)X2+. ..

Da nun sowol die o als die & Zahlen zwischen 0 und X dar-
stellen, so werden die Coefficienten der erhaltenen Summe
im Allgemeinen grosser als X, die Summe selbst also nicht
mehr eine symbolische Zahl sein. Indessen die Auswertung
der Coefficienten ergiebt Zahlen, die entweder kleiner als X
sind — wir wollen solche Zahlen ein fiir allemal durch ein
o mit oder obme Index bezeichnen — oder die Form o+ X
besitzen. Demgemiss reducirt sich die Summe sehr leicht.
Man bildet ¢, +b, und erhilt ¢, oder o, +X. Im ersteren
Falle hat man bereits-das unterste Glied der gesuchten Zahl,
im letzteren Falle hilt man bloss «, fest und z#hlt das X als
eine Einheit der niichsthéheren Stufe bei der nun zu bildenden
Summe a, +b, zu. Fiir a, +b,, baw. a; +5, +1 erhilt man wie-
der die Zahlform «, oder ¢, + X. Da X Einheiten X, eine Ein-
heit X? der nichsthoheren Stufe ergeben, so hilt man im letz-
teren Falle wieder bloss «, fest und zihlt das X2 bei der niichst-
folgenden Stufe als eine Einheit mit. Fiir diese hat man
Gy + by, resp. a, +b, + 1 als a, oder &, + X auszuwerten, im
letzteren Falle wieder eine Einheit zur folgenden Stufe auf-
zuzdhlen; u. 5. w. So resultirt ein gesetzmissiges Verfahren,
welches successive die Glieder o, o X, o, X?; .... ergiebt,
deren Summe die gesuchte systematische Zahl ist.

Die immensen Vortheile dieser Methode liegen auf der
Hand. Die Addition zweier noch so grosser Zahlen, die
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nach den vorigen Methoden mindestens so viele einzelne
Schritte erforderte, als die kleinere Zahl Einheiten besitzt,
ist nun im Wesentlichen reducirt auf eine kleine Anzahl
von Additionen je zweier Zahlen unterhalb X, eine Anzahl,
die hochstens so gross ist als iiberhaupt Stufenglieder auf-
treten. Aber auch diese Additionen kdnnen wir uns ersparen.
Denken wir uns némlich alle erdenklichen Summen je zweier
Zshlen unterhalb X (natiirlich nach einer primitiveren Methode)
ein fiir allemal berechnet, tabellarisch aufgezeichnet oder dem
Gedéchtniss eingepréigt, dann ersparen wir alle listigen und
selbst bei kleinen Zahlen umstéindlichen Zihlungen. Durch
die (X—1) (X—1), in unserem dekadischen System 9.9=81,
bekannten und stets verfiigharen S#tze des ,Eins und Eins’
ist solcherart jede Additionsaufgabe unmittelbar oder mittelbar
zu l6sen.

Man erkennt ohne Weiteres, dass dieses Additionsver-
fahren in practischer Bethitigung von selbst zu einem rein
dusserlichen Rechnen werden muss. Ob dieses aber zu Recht
besteht, ob wirklich der Wahrheitswert des Resultates not-
wendig unabhéingig davon ist, ob wir mit den Begriffen oder
ihren blossen Zeichen operiren, das bedarf noch der logischen
Untersuchung.

Die oben abgeleitete Regel lehrt, wie eine beliebige Ad-
dition zweier systematischer Zahlen auf eine Reihe jeweilig
ganz bestimmter Elementaradditionen zurtickzufiihren ist.
Jeder systematischen Zahl entspricht nun ein bestimmtes
systematisches Zeichen derart, dass nicht bloss die Zahl
selbst als Ganzes, sondern auch ihre Bildungsweise aus Theil-
zablen in dem Zeichen seinen symbolischen Ausdruck findet.
Eben durch diese Theilzahlen (ndmlich die Coefficienten der
Stufenzahlen, in obiger Bezeichnung e, b,; @, b; ...) sind
aber jene Elementaradditionen (z. B. ¢, +b,) eindeutig be-
stimmt. Folglich sind auch die sprachlichen Ausdriicke der-
selben durch die der gleichen Theilzahlen eindeutig bestimmt.
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Ferner: die Elementaradditionen sind ihrem Resultat nach
eindeutig; sie werden ausgefiihrt, sei es durch einen bestimmten
Zzhlungsprocess, sei es durch den Hinweis auf die Tabelle
von Wahrheiten des Eins und Eins. Aber auch die ihnen
correspondirenden Quasi-Additionen der Zeichen sind ihrem
Resultat nach eindeutig, sei es durch den parallellaufenden
dusserlichen Zihlungsprocess oder durch den Hinweis auf die
Tabelle von Zeichenaequivalenzen des Eins und Eins.
Damit ist allen einzelnen Schritten nach die streng eindeutige
Correspondenz zwischen der in Begriffen denkenden und der
in Zeichen rechnenden Additionsmethode nachgewiesen, und
wir diirfen der letzteren volles Vertrauen schenken. Die
ungeheure Ersparung psychischer Arbeit, welche das blind-
mechanische Rechnen ermdglicht, liegt hier so klar vor Augen,
dass eine nihere Besprechung unnétig wird.

Man sieht leicht, wie die Additionsmethode auf die
gleichzeitige Addition beliebig vieler systematischer Zahlen
erweitert werden kann, ohne dass sich etwas Wesentliches
dnderte und neben dem Eins und Eins ein neues Hilfsmittel
notig wire.

Die Multiplication.

Eine erhebliche Verinderung erfihrt die Methode in dem
besonderen Falle, wo eine Anzahl gleicher Summanden zu
addiren ist, daher man hier mit Recht von einer neuen
Rechnungsoperation — der Multiplication — spricht. Eine
eminente Abkiirzung wird schon durch die multiplicative
Vorstellungs- und Bezeichnungsweise bewirkt, indem die An-
zahl der Summanden als Symbolisirungsmittel herangezogen
wird; und sie vereinfacht in gleichem Masse die Auffindung
der gesuchten Summe, oder wie man sich hier passend aus-
driickt: des Productes. Die Aufgabe, welche die Multiplication
16st, besteht darin, allein aus dem Multiplicandus (dem ge-
meinsamen Zahlenwert der Summanden) und Multiplicator
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(threr Anzahl) das Product (jenen Summenwert) zu berechnen,
ohne die Addition wirklich ausfiilhren oder auch nur ansetzen
zu miissen. Betrachtungen dhnlicher Art, wie vorhin bei der
Addition, ergeben, dass die Multiplication zweier Zahlen re-
ducirt werden kann auf blosse Additionen und Multiplica-
tionen von Zahlen zwischen 1 und X. Die Gedanken, die
hier im Wesentlichen vermitteln, kinnen wir in Zeichen durch
folgende Gleichungskette ausdriicken:
(@p ta; X+a, X2+..) (0 +0 X+, X2+..)
=b, (ty+a, X+a, X3+..)+b X (g, o, X+a, X>+..)+
0, X2(ag o, X+a, X34 ..)+...
=byaytbya, X+bya, X2+....
+b, 00 X+ba, X2+....
Thyay X2+,
+....
=by a,F (0,2 by 29) X+ by ap + by 2y +0y09) X2+, ...

Denkt man wieder alle mboglichen (X—1).(X—1)
Elementarmultiplicationen ein fiir alle Mal ausgerechnet
(durch wirkliche Addition), tabellarisch aufgezeichnet oder
dem Gedichtniss eingeprigt, dann ist die Ausfiihrung
jeder Multiplication zuriickgefiihrt auf einen geregelten Pro-
cess, welcher in seinen einzelnen Schritten nur die Repro-
duction von Sitzen des ,Eins und Eins’, sowie des ,Ein mal
Eins’ erfordert. Und wieder iiberzeugt man sich durch ana-
loge Schliisse wie oben, dass die Sicherheit des Resultates
nichts einbiissen kann, wenn die begrifflich operirende Multi-
plication der rein mechanisch rechanenden weicht.

Aus dem Begriff der multiplicativen Verbindung folgt,
dass (wenn wir die Bedeutung der arithmetischen Schreib-
weise als bekannt voraussetzen) die Producte .5 und 5.0
identisch demselben Zahlenwerte entsprechen. Ist daher das
eine Product zu bestimmen, dann wird man, falls dies be-
quemer ist, bei der Ausfiihrung der Multiplication auch das
andere zu Grunde legen diirfen.

Husserl, Philosophie der Arithmetik. I. 20
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Subtraction und Division.

Gehen wir nun zu den Operationen der Theilung iiber.
Vom Standpunkte des eigentlichen Zahlbegriffes war die
Theilung die einzige der Addition gegeniiberstehende Grund-
operation. Allgemeine Regeln fiir ihre Ausfihrung liessen
sich nicht geben. Speciellere Aufgaben auf Grund des Thei-
lungsbegriffes waren Subtraction und Division. Fiir die Be-
sitzer der eigentlichen Zahlbegriffeshedurfte es auch hier kaum
irgend welcher kiinstlicher Vorschriften. Fii# uns, die wir
der Hauptsache nach nur auf symbolische Zahlbildungen
beschriinkt sind, #ndern diese Ayfgaben ihren Sinn, und
die ihnen angemessenen Liosungen gestatten und verlangen
sehr wol eine geregelte Methode. Die allgemeine Theilungs-
aufgabe bleibt indessen auch jetzt ausgeschlossen; wogegen
ihre beiden Besonderungen wirklich zu Rgehnungsoperationen
fihren, Wir beginnen mit der’Subtraction.

a von b subtrahiren hiess im urspriinglichen Sinne (also
fir die eigentlichen Zahlbegriffe) eine Amnzahl &Einheiten
des o absondern und die iibrigen zu einer neuen, der ge-
suchten Differenzzahl ¢ vereinigen. Mit anderen Worten,
es ist ¢ in eine Summe b4z zu vertheilen, deren ein
Glied b bekannt, deren zweites Glied = gesucht ist. Offenbar
hat die Aufgabe nicht immer Sinn und Ldsung. Es muss
eben moglich sein, a als ein additives Ganzes zu fassen,
dessen ein Theil b ist. Es kann aber umgekehrt die Zahl »
ein Ganzes sein, dessen ein Theil o ist, ein Fall, der unver-
traglich ist mit dem vorigen. Es heisst nur, dieselbe Be-
dingung in andere Worte kleiden, wenn man sagt, es muss &
kleiner sein als @, ni¢ht aber b grosser als a. Haben wir
es mit symbolischen und zwar systematischen Zahlbegriffen
zu thun, dann ist die dlﬁh die Subtractionsoperation zu
losende Aufgabe, aus den systematischen Zahlen @ und b
die ihrer Differenz entsprechende systematische Zahl zu
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finden. Die besprochene Bedingung, an welcher die Ausfiihr-
barkeit der Operation haftet, kann bei den symbolischen Bil-
dungen, welche in der ZahMenreihe geordnet sind, ohne Riick-
gang auf die beziiglichen eigentlichen Begriffe und den
wirklichen Theilungsversuch, nach dem blossen Rangver-
hiltniss beurtheilt werden und ist demgemi#ss durch die ihr
gleichwertige zu ersetzen: dass die Zahl b einen niedrigeren
Rang als die Zahl a besitzen muss.

‘Was nun die Losung 8er Aufgabe anbelangt, so kann
sie durch blosses Operiren an der fertigen Zahlenreihe (mag
dieses iibrigens die natiirliche oder diejenige des Zahlen-
systems im engeren Sinne des Wortes sein) dadurch erfolgen,
dass wir entweder von & ausgehen und aufwirts schreitend
die Anzahl der Schritte his ¢ abzihlen; oder dass wir von
« ausgehen und riickwirts (d. h. gegen den Anfang der
Reihe hin) schreitexd die durch b Schritte fixirte Zahl fest-
halten. Die letztere Ausfiihrung liefert die gesuchte Zahl
durch einen Process, welcher der successiven Wegnahme von
im Ganzen b Einheiten aus o entspricht; di€ erstere durch
einen Procgss, welcher ihrer directen Construction als der
Zshl, die zu b addirt o giebt, entspricht.

In dem besonderen Falle, wo o und 5 Glieder eiges
,Zahlensystems’ sind, bietet sich eine andere und weit vor-
ziiglichere Lidsung, welche in ihrem Wege und in ihrer Ten-
denz genau der entsprechenden Additionsmethode folgt. Man
versucht zunichst (analog wie S. 302j agb zu ersetzen durch

(o —by) + (@, — b)) X+ (a, —0b) X2+ ....
Hiebei kann es aber, wie man leicht sieht, kommen, dass,
wenn auch nicht alle, so doch einige der angezeigten Sub-
tractionen keinen Sinn haben. Findet dies nun z. B. an
der Stelle (2; —b;) Xk statt, so ,borgt’ man von der
niichsthheren Stelle eine Stufeinheit und wandelt damit
das Glied um in ((ez+ X)—b;) X*, wihrend an der néichsten

Stelle ((@r41—1) — be41)X*+* zu stehen kommt.
. 20*
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Die Ausfithrung der gestellten Subtractionsaufgabe wird
reducirt auf diejenige von lauter Elementarsubtractionen
der Form a— g oder (¢ + X) — g8, wobei &, 8 Zahlen zwischen
1 und X (im letzteren Falle mit Ausschluss der Werte
g=1, e =X —1) darstellen.

Es ist klar, dass die Summentabelle des Eins und Eins
auch die Miithe dieser leichten Zihlungen erspart. Jeder
ihrer Sitze hat die Form o+ 8=y, wo « und 8 wieder eine
der Zahlen 1, 2, ... X; y eine der Zahlen 2,3 ...2X—2
darstellen kann. Bei den Additionsaufgaben ist uns « und g
gegeben und es ist ihre Summe y der Tabelle zu entnehmen.
In unserem Falle jedoch ist y und « gegeben und ihre
Differenz # der Tabelle zu entnehmen.

Die Subtraction heisst die inverse Operation zur Addition,
weil jhrem Begriff nach (¢+b) —b=0 ist. Was also die
Hinzufiigung des b erwirkte, wird durch die Subtraction von
b wieder aufgehoben.

Aechnliche Betrachtungen wiren nun auch fiir die Di-
vision anzustellen. Auch sie ist in der Ausfithrbarkeit
beschréiinkt, insofern nur solche Zahlen & in a gleiche Theile
getheilt werden konnen, welche Multipla von ¢ sind. Das
Verfahren, um die dem Quotienten a:b entsprechende syste-
matische Zahl zu finden, lisst sich, im Falle der Ausfiihrbar-
keit, wieder auf eine Folge von Elementardivisionen reduciren,
wobei, dhnlich wie bei der Subtraction die Tabelle des Eins
und Eins, nun die des Ein mal Eins concurrirt. Allerdings
reicht man hier mit derselben nicht aus. Man brauchte im
Grunde eine Tabelle aller Elementardivisionen der zwei-
stufigen durch einstufige Zahlen; wenn die Divisionen nicht
,aufgehen’, mit der genauen Angabe des Restes. HEs ist fiir
unsere Zwecke nicht notig, in die schon ziemlich complicirten
Erwigungen einzutreten, welche im Falle der Division zur
Begriindung des Rechnungsverfahrens gehoren.
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Abermals gilt von der Subtraction und Division, was bei
der Addition und Multiplication begriindet wurde: das begriff-
liche Operiren, welches zur logischen Fundirung des Ver-
fahrens notig war, wird in der Anwendung iiberfliissig. An
dessen Stelle tritt das mechanische Rechnen, dessen
logische Triftigkeit durch den strengen Parallelismus zwischen
der Systematik der Zahlen und Zahlbeziehungen auf der
einen, und derjenigen der Zahlzeichen und Zahlzeichenbe-
ziehungen (Zeichenaequivalenzen) auf der anderen Seite ge-
wihrleistet ist,

Nach diesen Ausfiihrungen diirfen wir also die vier
Species als arithmetische Rechnungsoperationen bezeichnen.
Es sind Rechnungsoperationen, denn sie hantiren mit
blossen Zeichen; arithmetische Operationen, denn sie
dienen der Herleitung von Zahlen. Sie représentiren logische
Methoden, um symbolische Zahlcompositionen (Summen, Pro-
ducte, Differenzen, Quotienten) auszuwerten, d. h. die ihnen
entsprechenden symbolischen Normalgebilde, als die logisch
berufenen Vertreter der wirklichen Zahlbegriffe, zu bestim-
men. Es sind indirecte Methoden der klassificatorischen Sub-
sumption jener Compositionen unter den zugehorigen stell-
vertretenden Zahlbegriff,

Alle Schwierigkeiten und Zweifel, die wir im X. Cap.
in dem Verstindniss der Rechnungsoperationen und der sie be-
handelnden Arithmetik fanden, diirfen wir schon jetzt als gelost
ansehen. Bei dem verinderten Sinn, welchen die Operationen
auf dem Gebiet der symbolischen Zahlbildungen erlangen, ist
es vollig begreiflich geworden, warum hier wissenschaftlich
ausgebildete Methoden der Operationsvollziehung nétig sind,
die dort gegenstandslos schienen. Und die weiteren Unter-
suchungen, die wir unten anfiigen, werden diese Erkenntniss
noch bedeutend erweitern und vertiefen. Sie werden uns
den wahren Sinn der Arithmetik zum Verstindniss bringen
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durch die Entwicklung der logischen Bediirfnisse, denen sie
erwichst und geniigt.

Ehe wir diesen systematischen Leitfaden weiter verfolgen,
wollen wir vorerst zur Ergéinzung der bisherigen Darlegungen
einige Zusitze folgen lassen iiber andersartige Rechen-
methoden, sowie iiber den bedeutsamen Einfluss &Husserer
Umstéinde auf den speciellen Charakter solcher Methoden.

Rechenmethoden mit Abacus und in Columnen. Die natiirliche
Entstehung des indischen Ziffernrechnens.

Die logischen Erorterungen, durch welche wir zu den
zuletzt entwickelten Methoden gelangt sind, setzten einerseits-
das voll und consequent ausgebildete Zahlensystem, anderer-
seits ein dasselbe voll und consequent wiederspiegelndes
System der Zahlbezeichnung voraus. Wir giengen so von
einem logischen Idealfalle aus, der erst bei einem hoch aus-
gebildeten arithmetischen Verstindniss seine Realisirung finden
konnte. In historischen Zeiten war diese Forderung lange
nicht erfiillt. Obschon der Hauptsache nach das Princip
systematischer Zahlbildung bei den meisten Viélkern, die iiber
den barbarischen Zustand sich erhoben hatten, zum Durch-
bruch kam, blieben doch mehrfache Reste der unsystematischen
dlteren Bildungsweisen als Ueberlebsel bestehen, und so
fehlte den Zahlsystemen — und damit auch den parallelen
Zahlwortsystemen — die volle systematische Consequenz.
In weit h6herem Masse gilt dies noch von. den Ziffernbezeich-
nungen, welche, aus #lteren Zeiten iibernommen und zihe
festgehalten, hinter der Systematik der Wortzeichen weit
zuriickblieben, so dass sie selbst bei einem so hoch cultivirten
Volke, wie dic Rémer, den Namen systematischer Bezeich-
nungen kaum verdienen. Nur die Chinesen und Indier hatten
es schon in alten Zeiten zu der strengen Consequenz in den
genannten Beziehungen gebracht.

Demgemiss konnten sich andere Vilker als die zuletzt
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erwihnten zu Zwecken des practischen Rechnens auch nicht
irgend welcher mechanischer Methoden bedienen, welche
consequente Wort- und Ziffernbezeichnungen fiir die syste-
matischen Zahlen voraussetzen. Gleichwol fehlte es vor der
Erfindung derartiger Bezeichnungen nicht an mechanischen
Methoden, ja sogar nicht an solchen, deren Princip im
‘Wesentlichen identisch ist mit dem der oben logisch be-
grimdeten Methode. Ich meine die Rechenmethoden
mit Abacus oder in Columnen. Dieselben repriisentiren
Umgestaltungen jener natiirlichen Z#hlweisen, die wir ge-
legentlich zur Erklirung der Zahlensysteme heranzogen.?)
Innerhalb fix abgegrenzter riumlicher Gebiete (in Columnen
oder auf Stiben) lassen sich bewegliche Marken, ev. Steinchen,
Kugeln etc. in hinreichender Zahl anbringen. Diese Gebiete
haben eine feste Ordnung; die Marken in der ersten Reihe
sind Zeichen fiir Einer, die Marken der zweiten solche fiir
Zehner u. s. w. Jede Markenvertheilung in den Columnen
stellt also in streng gegliederter Form eine dekadische
Zah] dar.

Damit ist dem Mangel der Wort- und Ziffernbezeichnung
der Hauptsache nach schon abgeholfen. Eine kiinstliche
und streng systematische dekadische Bezeichnung ist durch
diese einfachen Veranstaltungen geschaffen, deren Erfindung
natiirlich eine klare Einsicht in das Princip des Zahlensystems
voraussetzt. Ein erheblicher Fortschritt besteht darin, dass
statt blosser Marken fiir die Stufeneinheiten, auch solche fiir
die Stufenzahlen eingefiihrt werden. Bei schriftlicher Rech-
nung innerhalb der durch Parallellinien gebildeten Columnen
schreibt man dann die jeweilig erforderten Zeichen aus dem
Gebiete 1, 2 ... 9 in die gehdrigen Columnen, z. B.

1]8]9]1] fir 1891,
HaE

— | fiir 3070,
1) Vgl. XII. Capitel S. 281.
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anstatt, wie nach der roheren Methode, jede Stufenzahl durch
entsprechende Mengen sinnlicher Objecte abzubilden, die dann
erst gezdhlt werden mussten. Nach Erfindung dieser Veran-
staltungen streng systematischer dekadischer Zahlbildung
und Zahlbezeichnung konnten die Rechnungsvorschriften
mindestens fiir Addition, Multiplication und Subtraction genau
denen entsprechen, die wir oben in allgemeiner Form ent-
wickelten; was wol keiner weiteren Darlegung bedarf. Nur
bei der ersterwéihnten primitiveren Gestaltung des abacistischen
Verfahrens bestehen kleine Abweichungen, dadurch bedingt,
dass stindige Abzihlungen der Einheitsmarken in den ein-
zelnen Columnen erforderlich sind.

Es ist hochst wahrscheinlich, dass aus der Schreibweise
der streng dekadisch gegliederten Zahlen in den Columnen
das indische Ziffernsystem erwachsen ist, indem bei der
zeilenformigen Eintragung in die Columnen das Ausfallen
einer Stufenzahl, zur klaren Erhaltung des linearen Zusam-
menhanges, ein bedeutungsloses Zeichen 0 eingetragen wurde;
dhnlich wie heute die Kaufleute in die Columnen ihrer Ge-
schéftsbiicher zu #hnlichem Zwecke einen Strich — anzu-
bringen pflegen. Von da war nur ein Schritt zu der Er-
kenntniss, dass die Columnenstriche bei consequenter Ver-
wendung dieses Zeichens iiberfliissig seien, und das Positions-
system mit dem Nullzeichen war fertig.

Einfluss der Bezeichnungsmittel auf die Gestaltung der
Rechenmethoden.

Die oben logisch entwickelten und gegenwirtig beim
practischen Ziffernrechnen geiibten Methoden, die vier Species
auszufiihren, sind aber nicht die einzig denkbaren. Es ent-
spricht nicht meinen Absichten, andere zu gleichem Zwecke
erfundene Methoden, welche ebenfalls auf der Doppelsyste-
matik der dekadischen Zahlbegriffe und Zahlbezeichnungen
ruhen, zu beschreiben und logisch zu rechtfertigen. Es kam
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mir nur darauf an, den wesentlichen Charakter solcher rein
mechanischen Regelsysteme, ihre logisch-arithmetische Be-
deutung, ihren logischen Ursprung an einem typischen Bei-
spiele klar aufzuzeigen. Das Gurundprincip ist bei allen
derartigen Mechanismen dasselbe.

Bedeutsamer ist fiir uns die Bemerkung, dass die Ver-
schiedenheit der symbolischen Rechenmethoden keineswegs
allein oder vorzugsweise bedingt ist durch die zufiillige
Richtung des Interesses bei ihren Erfindern. Es ist eine
logisch beachtenswerte Thatsache, dass auch die Husseren
Bezeichnungsmittel, welche die jeweilige Cultur dem Arith-
metiker aufdringt, von wesentlichstem Einfluss werden konnen
auf die Ausbildung der Algorithmen; so dass die specielle
Methodik und damit der ganze Habitus der Wissenschaft
durch Momente bedingt erscheint, deren Bedeutung zu unter-
schiitzen der meist auf die hochsten Abstractionen achtende
Logiker nur zu sehr geneigt sein mochte. Ich will zur
Erliuterung dieser Bemerkungen einige Sitze aus den wieder-
holt citirten Fragmenten ,Zur Geschichte der Mathematik®
von H. HANKEL folgen lassen, dessen Scharfsinn diese
Thatsache zuerst entdeckt hat.

Von den numerischen Rechenmethoden der Indier handelnd,
sagt er folgendes:

,Wenn sich diese Methoden von den uns geldufigen oft sehr
betrichtlich unterscheiden, so miissen wir beachten, dass die Indier
nicht, wie wir, auf dem Papier mit Feder und Tinte, vielmehr
mit Schreibrohr auf einem schwarzen Holztifelchen mit einer diinn-
flissigen weissen Farbe, die leicht abwischbare Zeichen liefert,
oder auf einer weissen mit einem roten Mehl bestreuten Tafel von
weniger als ein Fuss ins Geviert rechnen, auf das sie mit einem
Stibchen die Ziffern schreiben, so dass diese weiss auf rotem
Grunde erscheinen. Da die Ziffern, um deutlich lesbar zu sein,
ziemlich gross geschrieben werden miissen, der Raum auf der Tafel
daher sehr beschrinkt ist, so miissen die Indier darauf bedacht
sein, bei ihren Operationen moglichst viel Raum zu ersparen; sie
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erreichen dies, indem sie alle Ziffern einer Rechnung sogleich weg-
wischen, nachdem sie ihren Dienst gethan haben, und andere an
deren Stelle setzen.

,Jene durch #ussere Umstinde veranlasste Forderung, dass
die Rechnung einen moglichst kleinen Raum einnehmen soll, zu-
sammen mit der Moglichkeit, an derselben Stelle nach einander
verschiedene Ziffern zu setzen, muss, wie man sieht, zu wesentlich
anderen Algorithmen fiithren, als wir sie auf dem Papiere voll-
ziehen, wo an Stelle jener Forderung die der méglichsten Ueber-
sichtlichkeit der Rechnung tritt, die Versinderung einer Ziffer aber
nicht zuldssig ist.©

Die nihere Begriindung dieser Sitze an den Additions- und
Multiplicationsmethoden der Indier giebt HANKEL a, a. O. S. 187 u. ff.

Es ist iiberhaupt sehr interessant zu beobachten, wie die
Rechenmethoden auch sonst durch die verschiedenen Culturverhilt-
nisse, aus denen sie hervorgehen, und die speciellen Forderungen,
denen sie nach Massgabe derselben geniigen miissen, die wesent-
lichsten Verschiedenheiten erlangen kénnen. So bemerkt HANKEL,
dass die absonderlichen Divisionsmethoden GERBERT's (aus dem
10. Jahrh. stammend) ihre volle Erklirung finden, wenn man
folgende Forderungen aufstellt: ,1) Die Anwendung des Fins mal
Eins soll moglichst beschréinkt, namentlich niemals die Division
einer zweistelligen Zahl durch einen Einer im Kopfe verlangt
werden. 2) Subtractionen sollen so viel als moglich vermieden und
durch Additionen ersetzt werden. 3) Die Operation soll nach einem
vollig mechanischen Verfahren ohne jedes Probiren fortschreiten. —
Keiner dieser Forderungen geniigt unser jetziges Divisionsver-
fahren; dagegen werden sie simmtlich von jener alten Divisions-
methode GERBERT’s aufs Beste erfiillt und konnen ... selbst die
zum Theil capriciés erscheinende Auswahl der Methoden fiir jeden
besonderen Fall erkliren“ (a. a. O. S, 322).

Die hioheren Operationen.
Die vier Species, welche wir bisher betrachtet haben,
schliessen den Kreis denkbarer Rechnungsoperationen keines-
wegs ab. Noch viele andere Formen symbolischer Zahl-
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composition sind denkbar, und fiir jede derselben muss die
Anufgabe gestellt werden, welche die vier Species fiir die ihrigen
16sen. Z. B. Eine Summe gleicher Addenden (also die summa-
torische Iteration einer und derselben Zahl) gab durch die
Abzihlung ihrer Gliederzabl ein neues Mittel symbolischer
Zahlbildung: b mal a; wir erhielten die Productvorstellung.
Ein Product gleicher Factoren (also die multiplicative Iteration
einer und derselben Zahl) liefert nun aber wiederum durch
die Abzihlung der Factorenzahl ein Mittel abgekiirzter und
indirecter Zahlencharakteristik ; wir erhalten den Potenzbegriff:
a®; und man sieht leicht, dass diese neue Art symbolischer
Zahlbildung fiir jedes Zahlenpaar o und 4 einen Sinn hat, d. h.
eine ganz bestimmte Zahl charakterisirt. In gleicher Weise
konnen wir fortschreiten: durch die Abzihlung der poten-
zirenden Iteration einer Zahl entsteht eine neue Art sym-
bolischer Zahlencharakteristik, die Elevation; durch die Ab-
zithlung der elevirenden Iteration wieder eine neue; und so in
infinitum.

Damit sind wir aber noch nicht zu Ende. So wie der
Productbegriff zu dem inversen Begriff des Quotienten fiihrte,
so fiilhrt auch jede dieser neuen Formen zu entsprechenden
inversen. Ist z. B. der Potenzbegriff begriindet, dann weist
die symbolische Bildung o® auf eine gewisse Zahl ¢ hin, es
ist a® =c¢. Nun ist aber vermoge eben derselben Beziehung
auch b in gewisser Weise durch @ und ¢ und ebenso a durch
b und ¢ charakterisirt. & ist charakterisirt als die Anzahl
der multiplicativen Tteration des a, welche der Zahl ¢ aequi-
valent ist, und @ als die Zahl, welche 5 mal multiplicativ
iterirt die Zahl ¢ ergiebt. Wir haben hier also zwei neue
‘W eisen indirect symbolisirender Zahlbildung (in Zeichen *loga
und f/c“') durch die Umkehrung der den Potenzbegriff defi-
nirenden Beziehung gewonnen. Und ebenso liefert offenbar
jede weitere in der Reihe der obigen Zahlcharakteristiken
durch Umkehrung ihrer Definition ein Paar neuer.



316 Capitel XIII. Die logischen Quellen der Arithmetik.

Wieder erhebt sich die Aufgabe, Zahlcompositionen all
dieser Arten auszuwerten, d. h. die ihnen entsprechende
systematische Zahl zu bestimmen, und wieder wird man
wiinschen, dies erlangen zu konnen, ohne die bei grdsseren
Zahlen sicherlich Zeit und Krifte iibersteigende wirkliche
Ausrechnung. Wir werden uns also z. B. bei der Potenzirung
"bemiihen, die Operation zu reduciren auf eine relativ kleine
und leicht zu bewiiltigende Anzahl, sei es von FElementar-
potenzirungen (die als blosse Multiplicationen auszufithren
sind), sei es iiberhaupt von Rechnungsoperationen niedrigerer
Stufe, wobei bequeme Tabellen unterstiitzend und rechnerische
Bemiihung ersparend eingreifen mogen.

Ob nun die hier charakterisirten Aufgaben unter allen
Umsténden, d. h. fiir jedes beliebige Zahlenpaar a, b eine
Bedeutung haben, ferner ob sie durch Verwechslung
dieser Zahlenwerte ohne Aenderung der Verbindungsform
tangirt werden oder nicht, das sind Fragen, welche bei dem
Grade der Complication der Begriffe sich nicht mehr so un-
mittelbar, ohne tiefere Analyse entscheiden liessen. Jeden-
falls aber miissten sie von vornherein beantwortet sein; die
ersterwdhnten schon darum, weil man doch vor Beginn der
Rechnung wissen muss, ob sie iiberhaupt ein Resultat geben
konne, ob die gestellte Zahlenaufgabe (und somit auch die
sie fordernde Grossenaufgabe) nicht a priori Unmégliches ein-
schliesse; und andererseits auch darum, weil der Gang der
ausfiihrenden Theiloperationen (dhnlich wie bei der Sub-
traction und Division), je nach Moglichkeit und Unmoglichkeit
der zuniichst angesetzten, Abinderungen erfilhre. Was aber
die zweiterwihnten Fragen anlangt, die Vertauschbarkeit der
Zahlenwerte bei Erhaltung der Verbindungsform betreffend,
so wird die Kenntniss von Sitzen, wie z. B. ¢.b=>. ¢ unter
Umstéinden die doppelte Mithe der Rechnung ersparen und
auch sonst durch Auswahl der bequemeren unter den gleichwer-
tigen Formen zu willkommenen Abkiirzungen anleiten konnen.
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Operationsmischungen.

Mit den bisher in Betracht gezogenen Zahlencompositionen
und entsprechenden Operationen ist aber die Gesammtheit der
iiberhaupt erdenklichen noch immer nicht abgeschlossen. Es
tritt hinzu die ganze Mannigfaltigkeit neuer Formen, welche
durch Combination aus den bereits gebildeten, als ihren Grund-
elementen, entspringen. Es erheben sich Aufgaben, wie z. B.
eine Summe mit einer Zahl zu multipliciren; ein Product
durch eine Summe zu dividiren; einen Quotienten zu einer Po-
tenz zu erheben; u. s. w. Jede derartige Forderung liefert
eo ipso eine Art symbolischer Zahlvorstellung welche in dem
angegebenen Sinne ausgewertet, d. h. auf eine bestimmte syste-
matische Zahl reducirt werden soll. — Nun kann freilich die
Auswertung dadurch erfolgen, dass man einfach dem Gange
der angezeigten Elementaroperationen Schritt fiir Schritt folgt.
Aber wieder erfordern es logische Interessen, dass man einer-
seits vorher iiber die Méglichkeit der Ausfithrung (also Wider-
spruchslosigkeit der gestellten Aufgabe) im Sichern und
andererseits, mit Riicksicht auf die Beschrinktheit unserer
Zeit und Kraft, auf eine moglichste Vereinfachung bedacht
sein muss. Was den ersten Punkt anlangt, geniigen wol die
Regeln fiir die Ausfithrbarkeit der einzelnen Grundoperationen,
und man wird ihnen gemiiss von Fall zu Fall entscheiden.
In letzterer Hinsicht ist aber ein genaues Studium der
wechselseitigen Beziehungen,in welchen die ver-
schiedenen Elementaroperationen zu einander
stehen, unerlisslich. Hiedurch wird es ermdglicht, eine
Folge von Operationen durch eine aequivalente Folge anderer
zu ersetzen, die entweder einfacher oder doch leichter
auszufiihren ist; diese vielleicht wieder durch eine andere,
bis man schliesslich zu einer Folge gelangt, welche ein nicht
weiter reducirbares Minimum von Complication oder Schwierig-
keit aufweist und nun durch wirkliche Ausfilhrung der an-
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gezeigten Grundoperationen ausgewertet wird. Ja hiufig
genug kommt es vor, dass ganze Reihen von Operations-
verkniipfungen in jhren Bildungen und Riickbildungen sich
ganz aufheben.

Beispiele bieten sich leicht dar. Wird eine Zahl definirt
als das Ergebniss der Multiplication von » mit ¢ und nach-
heriger Division durch b, dann wire die Bestimmung der-
selben durch Ausfiihrung dieser Anweisung thoricht. Man
sieht sogleich, dass « resultiren miisse. Nicht mehr so un-
mittelbar sieht man dasselbe bei der Aufgabe, ¢ mit b +¢ zu
multipliciren, durch ¢ zu dividiren, dann wieder durch b +¢
zu dividiren und mit ¢ zu multipliciren, obgleich die zugehorige
Ueberlegung noch leicht zu bewerkstelligen ist. In compli-
cirten Fillen kann dieselbe jedoch hochst subtil und miihsam.
und fiir denjenigen, der mit den Gresetzen der Operations-
beziehungen nicht auf das Genaueste vertraut ist, iiberhaupt
undurchfithrbar sein; wie jeder in der Arithmetik Erfahrene
wol weiss. "Als einfachere Beispiele fiir die niitzliche Reduction
schwierigerer auf leichtere Operationen konnen uns aunch jene
obigen Betrachtungen dienen, welche zu den practischen
Methoden der rechnerischen Ausfiihrung der vier Species fiir
systematische Zahlen im engeren Sinne d. W, gefiihrt haben.
So ist das Product zweier solcher Zahlen eo ipso das Product
zweier Summenbildungen. Die Kenntniss der gesetzmissigen
Beziehungen zwischen Addition und Multiplication war es nun,
welche die Vornahme jener Decomposition ermoglichte, durch
welche die urspriinglich so umstindliche Operation auf eine
kleine Anzahl sehr einfacher reducirt werden kounnte.

Es ist offenbar, dass auch die Construction logisch voll-
kommener Methoden fiir die Ausfiihrung der hdheren Ope-
rationen (deren Begriffe wir oben angedeutet haben) dhnliche
Bahnen einschlagen miisste; sie wiirde Betrachtungen er-
heischen, welche aus der Kenntniss der Beziehungen zwischen
den hoheren und niedrigeren Operationen Nutzen zu ziehen
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trachteten fiir eine moglichst giinstige Reduction jener auf
diese. Wir sehen damit zugleich, dass nicht allein das Be-
diirfniss nach einer moglichst vollkommenen Ausfiihrung com-
plicirterer Operationsverkniipfungen jenen Reductionsaufgaben
Wichtigkeit verleiht, sondern auch dieses eben geltend ge-
machte Bediirfniss nach méoglichst vollkommenen Methoden
fiir die Auswertung der Grundoperationen selbst. Und so legt
denn auch dieser Gesichtspunkt ein wissenschaftliches Studium
der wechselseitigen Beziehungen zwischen den Grundopera-
tionen nahe.

Freilich sténde nichts im Wege, die zugehorigen Reflexionen
von Fall zu Fall anzustellen. Aber entspriiche dies auch den
Zwecken der arithmetischen Erkenntniss? Sicherlich nicht.
Ein fiir allemal gebildete Regeln ersparen die immer wieder
erneute Miithe schwieriger Ueberlegungen und gestatten auch
hier, ein rein mechanisches Operiren an Stelle des wirklichen
Denkens zu setzen. Auch die Regeln fiir die Verbin-
dung, Anordnung und Umsetzung der Operationen
schliessen sich zu einem liickenlosen Rechen-
mechanismus zusammen, sowie die specielleren Regeln
fir die Auswertung der einzelnen Operationen. Sind diese
Regeln nun im voraus fixirt und eingeprigt, dann kann fiir
die Ausfiihrung irgend welcher Operationscomplexe unter
allen Umstéinden der kiirzeste und vortheilhafteste Rechnungs-
weg ausgewidhlt werden, ohne dass man doch jemals auf die
Bedeutung der Zeichen recurriren miisste.

Die wissenschaftlichen Ueberlegungen, durch welche die
Begriffe der verschiedenen symbolischen Zahlbildungsformen
definirt werden wund die Erkenntniss ihrer wechselseitigen
Beziehungen zu der Aufstellung eines Mechanismus von
Rechnungsregeln fiir die aequivalente Verbindung, Anordnung
und Umsetzung dieser Formen verwendet wird, bilden nun
das Gebiet der allgemeinen Arithmetik.
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Indirecte Zahlencharakterisirung durch Gleichungen.

Wir haben bisher nur eine Reihe von Aufgaben kennen
gelernt, welche ein logisches Bediirfniss nach dem wissen-
schaftlichen Studium der verschiedenartigen Formen symbo-
lischer Zahlbildung und der Gesetze ihrer wechselseitigen
Verkniipfung erregen mussten. Stets hatten wir nur Fille
im Auge, wo eine Zahl symbolisch definirt wird durch ein
Gebilde von lauter bekannten Zahlen, verkniipft und geformt
durch jene symbolischen Grundverbindungen, die wir oben
als Summe, Differenzen, Producte, Quotienten, Potenzen
u. s. w. kennen gelernt haben. Aber noch andere Fille sind
denkbar. Eine Zahl kann auch symbolisch definirt sein
als ein unbekannter Bestandtheil solch eines genau charak-
terisirten Gebildes, dessen Wert bereits bekannt oder ver-
mittelst eines, durchweg aus bekannten Zahlen aufgebauten
Operationsgebildes zu berechnen ist. Mit einem Worte: auch
durch Gleichungen konnen Zahlen definirt sein. Was wir
von einer solchen Zahl wissen, ist der Umstand, dass ihr Wert,
falls er bekannt wire, durch die und die Operationen mit
gewissen gegebenen Zahlen verbunden, jenes direct oder in-
direct bekannte Resultat ergeben wiirde. Wéhrend es sich
also im ersten Falle stets um die blosse (und moglichst
einfache) Ausfiithrung einer Reihe von Operationen mit be-
kannten Zahlen handelt, liegt nun hier eine weit schwierigere
Aufgabe vor, ndmlich der Aufwicklung complicirter
Zahlbeziehungen, in welche die unbekannte
Zahl selbst mit eingewoben ist.

Endlich ist noch die Mdglichkeit zu erwihnen, dass eine
Zahl statt durch eine einzige Gleichung, vielmehr durch ein
Gleichungssystem definirt werde; ein Fall, der trotz der
grosseren Complication in logischer Hinsicht nichts wesent-
lich Neues darbietet.

Man sieht sogleich, dass in allen diesen Fillen eine Ver-
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allgemeinerung jener Art indirecter Zahlencharakteristik vor-
Hegt, die wir bei jeder ,inversen* Zahlbildung beobachtet
haben. In der ersten Reihe von Zahlbildungen wurde eine
Zahl X definirt durch die Verkniipfungen
at+d a.b, a® u s w;
in der zweiten Reihe durch die Bedingungen
atzr=0b; a.x=b; a*=0>b; xz*=>b; u. 5. W.

Die Zahlen, welche diesen Bedingungen geniigen,
fasst man als letzte und elementare Bildungen, da sie weder
auf einander noch auf diejenigen der ersten Reihe reducirbar
sind.!) Es sind nun aber durch combinatorische Verkniipfung
dieser auch andere verwickelte Bedingungen gleichen Charak-
ters zu construiren. Z. B. ez +b=y¢, az? +b*=y¢, u. dgl
Ob nun auch derartige Aufgaben zu wesentlich neuen, d. h.
letzten und nicht weiter reductiblen Zahlformen fiihren, ob
sie unter allen oder nur unter besonderen Umstinden Wider-
spruchloses ergeben oder nicht, das bedarf einer besonderen
Untersuchung. Jedenfalls liegt der Gedanke nahe, es méchten
sich, seien es alle, seien es bestimmt charakterisirte Klassen
dieser Zahlformen, auf jene elementaren reduciren; es mochte
gelingen, die Complication von Operationen, in welche die
unbekannte Zahl eingewickelt ist, durch eine Reihe aequi-
valenter Transformationen derart aufzuwickeln, dass sie
schliesslich als eine Zahl des erstbetrachteten Charakters da-
steht, die in einem auf lauter bekannten Zahlen ruhenden
Operationsgebilde ihr Aequivalent hat. Es ist offenbar, dass
diese aufwickelnden Transformationen nur auf einer genauen
wissenschaftlichen Erkenntniss der Beziehungen zwischen den
verschiedenen elementaren Zahlbildungsarten und deren Com-

1) Wir stehen hier auf dem Standpunkte, wo die ,negativen®,
»imaginiren, ,gebrochenen“ und ,irrationalen Zahlen“ noch nicht ein-
gefiihrt sind. Durch sie findet auf unserem Anzahlengebiete eine rech-
nerisch-formelle — obschon keineswegs begriffliche — Reduction der in-
versen Zahlformen auf die directen statt.

Husserl, Philogophie der Arithmetik. I. 21
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plicationsformen beruhen kdnnten, und so erregt auch diese
zweite grosse Klasse von Problemen, welche ein besonderer
und hochst wichtiger Zweig der Zahlenlehre — die Algebra
— behandelt, das Bediirfnissnacheiner allgemeinen
Arithmetik in dem oben definirten Sinne einer
allgemeinen Operationslehre.

Ergebniss. Die logischen Quellen der allgemeinen Arithmetik.

Damit haben wir die beiden grossen Problemgruppen,
welche zu ihrer Lidsung einer allgemeinen Arithmetik be-
diirfen und sie logisch fordern, gekennzeichnet. Die Erste
geht auf eine indirecte Zahlbestimmung durch einen aequi-
valenten Complex gegebener Verkniipfungen von bekannten
Zahlen, und die Aufgabe besteht darin, die wirkliche Aus-
fiihrung auf ein Minimum von Schwierigkeit und Verwicklung
zu reduciren; die Zweite geht auf eine in noch viel héherem
Masse indirecte Zahlbestimmung durch einen Complex nur
unvollkommen gegebener Operationen, sofern die unbekannte
Zahl selbst als das eine Fundament der Verkniipfungen
fungirt, und die Aufgabe besteht darin, die Unbekannte, sei
es vollkommen oder wenigstens durch einen aequivalenten
Complex der ersten Art zu bestimmen, welcher dann (vor-
ausgesetzt dass die beziiglichen Auswertungsmethoden schon
hinreichend ausgebaut sind) jederzeit ausgerechnet und somit
wie der Repriisentant einer bekannten Zahl angesehen werden
kann.

Mit den zuletzt betrachteten Problemen sind alle erdenk-
lichen Arten symbolischer Zahlbestimmungen erschopft, und so
konnen wir unser Resultat in kurzer Form auch so ause
sprechen:

Die Thatsache, dass wir in der unvergleichlichen Mehr-
heit von Fillen auf symbolische Zahlbildungen ein-
geschréinkt sind, zwingt zu einer geregelten Ausbildung des
Zahlengebietes in Form eines Zahlensystems (sei es der
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natiirlichen Zahlenreihe oder des Systems in dem engeren
Sinn des Wortes), welches nach einem festen Princip aus
der Gesammtheit der zu einem jeden wirklichen Zahlbegriff
gehorigen und ihm aequivalenten symbolischen Bildungen je
eine herausgreift und ihr zugleich eine systematische Stelle
giebt. Fiir alle andern noch denkbaren Zahlformen erwiichst
dann das Problem der Auswertung, d. h. der klassificato-
rischen Reduction auf die ihnen aequivalente Zahl des Systems.
Eine Uebersicht iiber die denkbaren Formen der Zahlbildung
lebrte aber, dass die Erfindung zugehoriger Auswertungs-
methoden abhingig ist von der Ausbildung einer allge-
meinen Arithmetik in dem Sinne einer allgemeinen
Operationslehre.
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Beriehtigungen.

4 Anmerkung, nach ,,Vgl¢ einzuschalten ,,in Beziechung auf
die beiden letztgenannten Forscher.

. 5, Zeile 18 v. o. statt ,,Dedekind* lies ,,Kronecker.
. 10, letzte Zeile vor Beginn des § statt ,erst viel spiter lies

nserst im II. Theile*.

. 58, Zeile 4—5 v. o. statt ,Inhaltsrelationen* lies ,,primire

Relationen (Vgl. 8. 73)«,
92, Anmerkung 1) statt ,,Leibnitz, Opp. phil. Erdm. 97 lies
»Leibniz, Opp. phil. Erdm. 79¢

. 103 im §-Titel statt ,,Lieibnitzens* lies ,,Leibnizens®.

104, Zeile 5 v. o. statt ,Leibnitz* lies ,,Leibniz‘.
116, Zeile 9 v. o. statt ,,die Quantitiitsverhiltnisse’ lies ,,die
Verhéltnisse commensurabler Quantititent‘.

G. Pitz’sche Buchdr, (Lippert & Co.;, Nanwmburg 2 8.
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