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Zusammenfassung

In dieser Doktorarbeit wollen wir Einsicht in die Entstehung grofler Netzwerke gewinnen. Das Internet
ist ein Produkt vieler Spieler und ist entstanden durch verteilte unkoordinierte Aktionen dieser Spieler.
Wir stellen uns die Frage, wie kritisch ist das Fehlen einer zentralen Koordination? Hierfiir werden wir
das Netzwerk-Erstellungs-Spiel und einige Netzwerk-Spiele betrachten.

In Kapitel 1 werden wir benttigte Grundlagen aus der endlichen Geometrie und aus der Komplexitéts-
theorie angeben. Dieses Kapitel ist sehr knapp gehalten und der interessierte Leser kann durch die dort
angegebene Literatur einen tieferen Einblick erhalten.

Wir werden in Kapitel 2 die wichtige Klasse der Primal-Dual-Algorithmen vorstellen. Diese Klasse enthélt
fiir viele Probleme die besten bekannten Approximations-Algorithmen. Weiterhin sind viele bekannte
und optimale Greedy-Algorithmen, wie der Algorithmus von Dijkstra, von Edmonds oder von Kruskal
Primal-Dual-Algorithmen. Wir werden hauptséchlich Primal-Dual-Algorithmen fiir Netzwerk-Probleme
betrachten. Insbesondere werden wir die Berechnung des kiirzesten Weges, des minimalen Spannbau-
mes, des minimalen Steiner-Baumes und des allgemeineren Steiner-Waldes behandeln. Die Primal-Dual-
Algorithmen brauchen wir fiir die spiteren Kapitel 3 und 5.

In Kapitel 3 werden wir einen Gegner fiir die Prioritéts- und Stapel-Algorithmen einfithren, welcher eine
untere Schranke fiir die Approximationsgiite der Algorithmen bestimmt. Neben den im vorherigen Ka-
pitel betrachten Algorithmen gehoren auch die Greedy- und Online-Algorithmen zu den Prioritéts- und
Stapel-Algorithmen. Wir werden einige kiirzeste Weg-Probleme und Spannbaum-Probleme betrachten.
Speziell fiir das Steiner-Wald-Problem werden wir mit Hilfe des Gegners eine untere Schranke von 2
zeigen, welche die in Kapitel 2 gezeigte Approximationsgiite trifft.

Wir werden in Kapitel 4 das Netzwerk-Erstellungs-Spiel von Fabrikant und andere betrachten. Jeder
Spieler kann Kanten mit Kosten a bauen und mochte die Distanz zu allen anderen Spielern minimieren.
Die Autoren konnten nur fiir kleine av Nash-Gleichgewichte finden, welche keine Bdume sind. Wir werden
auch fiir grofe v Nash-Gleichgewichte angeben. Weiter stellten die Autoren die Vermutung auf, dass fiir
grofle a jedes nichttransitive Nash-Gleichgewicht ein Baum ist. Ein transitives Nash-Gleichgewicht ist
ein schwaches Nash-Gleichgewicht, welches eine Folge von Strategiewechsel zulésst, die zu einem nicht
Nash-Gleichgewichtszustand fiihrt. Wir werden zeigen, dass die Baumvermutung falsch ist und das fiir
grofle « starke Nash-Gleichgewichte existieren, die keine Strategiewechsel zulassen.

In Kapitel 5 werden wir einige Netzwerk-Spiele betrachten. Die Autoren Anshelevich und andere ha-
ben fiir das Teilspiel des Steiner-Waldes gezeigt, dass die globale optimale Losung ein 3-approximatives
Nash-Gleichgewicht ist. Weiterhin wurde gezeigt, dass in diesem Teilspiel ein 4.65-approximatives Nash-
Gleichgewicht existiert, welches eine globale 2- Approximation ist. Wir werden fiir ein allgemeineres Spiel
zeigen, dass die globale 2-Approximation des Primal-Dual-Algorithmuses ein 3-approximatives Nash-
Gleichgewicht ist und einen Algorithmus zur Berechnung angeben. Unser Ergebnis ist viel allgemeiner
und zeigt fiir Netzwerk-Spiele, in denen der Primal-Dual-Algorithmus aus Kapitel 2 eine a-Approximation
berechnet, die Existenz eines 2ac — 1-approximatives Nash-Gleichgewichts.

In der Umkehrung werden wir fiir das Steiner-Wald-Spiel zeigen, dass der Primal-Dual-Algorithmus im
Allgemeinen kein a-approximatives Nash-Gleichgewicht fiir o < 3 berechnet.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Endliche Geometrie

In diesem Kapitel betrachten wir kurz einige Grundlagen, die wir spéter benotigen. Zunéchst werden wir
Grundlagen aus der endlichen Geometrie betrachten. Wir haben die Quellen [Beu82], [Bro95], [BCN89],
[Jun94], [MS78], [Ore62] und [Sca86] benutzt, die dieses Thema ausfiihrlicher betrachten.

Definition 1.1 (Inzidenzstruktur). Das Tripel (X, B,I) ist genau dann eine Inzidenzstruktur, wenn
X ,B zwei disjunkte Mengen sind und I C X x B ist. Wir benutzen fiir die Relation I die Infiz-Notation.
Die Elemente von X heiflen je nach Situation Punkte oder Knoten und die Elemente von B heiflen je
nach Situation Blécke, Geraden oder Kanten. Fualls X und B endlich sind, so nennen wir auch die
Inzidenzstruktur endlich.

Definition 1.2 (kollinear, adjazent, inzident). Es sei (X, B,I) eine Inzidenzstruktur. Die MengeY C X
ist genau dann kollinear, wenn ein Block B mit

YIB
ezistiert. Es ist genau dann YIB, wenn
VyeY :ylB

ist. Zwei verschiedene Punkte x,y heiflen adjazent, wenn die Menge {x,y} kollinear ist. Ein Punkt x
und ein Block B heiflen inzident, wenn xIB ist. Zwei verschiedene Blocke B, B’ heifien adjazent, falls
beide Blicke einen gemeinsamen inzidenten Punkt besitzen. Fir eine Menge Y C X bezeichne (Y') die
Menge aller Bliocke, die zu jedem y € Y inzident sind und fir eine Menge von Blécken A C B bezeichne
(A) die Menge aller Punkte, die zu jedem A € A inzident sind.

Falls z und B inzident sind, so sagen wir, dass der Punkt x auf der Geraden B liegt, dass die Gerade B
den Punkt x enthélt oder dhnliches.

Definition 1.3 (Homomorphismus). Es seien (X, B,I) und (X', B',1') Inzidenzstrukturen. Eine Abbil-
dung
f:XuB—-Xup

heifst Homomorphismus, wir benutzen die Schreibweise
f : (X7B7I) - (X/,B/’I/)7

falls
flx: X = X" und f|pg: B— B

ist und fir jeden Punkt x € X und jeden Block B € B gilt
zIB = f(z)I' f(B).

Falls f zusditzlich bijektiv und f~' auch ein Homomorphismus ist, so nennen wir f einen Isomorphis-
mus von (X, B, 1) auf (X', B',I'). Jeder Isomorphismus f mit (X,B,I) = (X',B',I') ist ein Automor-
phismus. Die Menge der Automorphismen der Inzidenzstruktur bezeichnen wir mit Aut((X, B, I)).



Definition 1.4 (knotenautomorph). Fine Inzidenzstruktur (X, B,I) heifst knotenautomorph, falls zu
je zwei Knoten u und v ein f € Aut((X, B, 1)) mit f(u) = v existiert.

Definition 1.5 (Design). Das Paar (X, B) ist genau dann ein Design, wenn (X, B, €) eine Inzidenz-
struktur mit B C P(X) ist.

Definition 1.6 (Graph). Fin endliches Design G = (V, E) ist genau dann ein ungerichteter Graph
(kurz Graph), wenn fiir alle Kanten e die Bedingung

1< el <2
gilt. Im Fall le| = 2 fiir alle Kanten e nennen wir G schlingenfrei.

Beispiel 1.7 (vollstindiger Graph). Es sei V eine Menge und E = {{u,v} | u,v € V}. Das Paar (V, E)
ist ein schlingenfreier Graph. Da alle mdglichen Kanten mit zwei Punkten existieren, nennen wir den
Graphen vollstindig. Alle vollstindigen Graphen mit |V| = n vielen Knoten sind zueinander isomorph.
Wir schreiben K, fir den vollstindigen Graphen mit n Knoten. K, ist knotenautomorph.

Definition 1.8 (Kantenfolge, Kantenzug, Weg). Es sei G = (V, E) ein Graph und u, v Knoten. Eine
Kantenfolge von u nach v ist eine endliche Folge von Kanten ({uo,u1}, {ui,u2}, ..., {tn_1,un}) mit
u = ug und v = u,. Fin Kantenzug von u nach v ist eine Kantenfolge von u nach v, bei der alle Kanten
paarweise verschieden sind. Ein Weg von u nach v ist ein Kantenzug von u nach v, in dem die Knoten
U, - - -, Uy, paarweise verschieden sind.

Wir werden einen Weg ({wo, u1}, {u1,uz}, ..., {tn_1,un}) hdufig durch den Vektor aller besuchten Kno-
ten (ug,u1, ..., u,) angeben.

Definition 1.9 (zusammenhingend, Zusammenhangskomponente). Es sei G = (V| E) ein Graph. Die
Knoten u und v heiffen zusammenhdngend, wenn es in G einen Weg von u nach v gibt. Fine Knoten-
menge V' CV heifit zusammenhdngend, falls jedes Knotenpaar u,v € V' zusammenhingend ist. Die
Knotenmenge C' ist eine Zusammenhangskomponente von G, wenn C' zusammenhdngend ist und fir
alle Knoten v ¢ C ist CU{v} nicht zusammenhingend. Der Graph G heifit zusammenhdngend, wenn
V' eine Zusammenhangskomponente ist.

Definition 1.10 (gerichteter Graph). Das Tupel (V, E) ist ein gerichteter Graph, falls E CV xV
und V' endlich ist. Fir eine Kante e = (v,w) € E heifst v = m1(e) der Anfangs- und w = my(e) der
Endpunkt von e. ( m; ist die i-te Koordinatenprojektion von V.x V aufV.)

Ein gerichteter Graph besteht aus den beiden Inzidenzstrukturen (V) FE,I;) (i=1,2), mit xl;e genau
dann, wenn z = m;(e) ist. Fiir gerichtete Graphen ist eine Kantenfolge von u nach v ein Kantenvektor
((wo,u1), (U1, u2), ..., (Un—1,up)) mit v = ug und v = u,. Ein Kantenzug und ein Weg im gerichteten
Graphen definieren wir analog zur Definition 1.8. Eine starke Zusammenhangskomponente C ist
ein Menge von Knoten, so dass jedes Knotenpaar u,v in C ein Weg von u nach v besitzt und C' ist bzgl.
der Inklusion maximal mit dieser Eigenschaft.

Definition 1.11 (Schnittkante). Fiir einen ungerichteten Graph G = (V, E) und eine Menge S CV ist
eine Kante e mit |eN S| =1 eine Schnittkante von S. Die Menge der Schnittkanten von S bezeichnen
wir mit 6c(S). Fir F' C E definieren wir 0p(S) := 6y, ) (S).

Fiir einen gerichteten Graph G = (V, E) und eine Knotenmenge S definieren wir

65(9) ={e=(u,v) € E|ueS,v¢S}

und

0a(S) ={e=(u,v) e E|u¢ S,veS}

Falls klar ist, welchen Graph G wir betrachten, kiirzen wir 6 (5), 05 (S) und o (S) mit §(S), 6+ (S) und
67 (S) ab. Weiterhin kiirzen wir fiir einelementig Mengen S = {v}, dc({v}), 65 ({v}) und o5 ({v}) mit
6c(v), 04 (v) und 85 (v) ab. Wir streichen den Index G, falls klar ist, welchen Graphen wir betrachten.

Definition 1.12 (Netzwerk). Das Tupel G = (V, E, ¢) ist genau dann ein Netzwerk, wenn (V| E) ein
Graph und c eine nicht negative Funktion der Kanten in den Raum der reellen Zahlen ist.



Beispiel 1.13 (kanonisches Netzwerk). Es sei G = (V, E) ein Graph. Durch

c: EF— R(J{, er—1
wird ein Netzwerk G = (V, E, ¢) definiert. Wir nennen es das kanonische Netzwerk zu G.
Definition 1.14 (Distanz, kiirzester Weg). Fliir zwei Knoten u,v eines Netzwerkes G = (V, E, c¢) defi-

nieren wir die Distanzfunktion

n
min{ Y ¢, | (e1,...,en) ist ein Weg von u nach v} falls u,v zusammenhingend sind
i=1

d(u,v) :=
0 sonst.

n
Ein Weg (e1,...,en) von u nach v mit Y ce; = d(u,v) heifft kiirzester Weg.
i=1

Definition 1.15 (metrisches Netzwerk). Ein vollstindiges Netzwerk G = (V, E, ¢) ist genau dann me-
trisch, wenn (V,d) ein metrischer Raum fir die obige Distanzfunktion d ist.

Definition 1.16 (Durchmesser). Es sei G = (V, E) ein Graph und (V, E,c) das zugehdrige kanonische
Netzwerk. Die Distanz des lingsten kiirzesten Weg ist der Durchmesser des Graphen.

Definition 1.17 ((partieller) Parallelismus). Es sei (X,B,I) eine Inzidenzstruktur. Eine reflexive und
symmetrische Relation || auf B x B ist genau dann ein partieller Parallelismus, wenn es zu jedem
Block B und jedem Punkt x genau ein Block B’ || B existiert, der mit x inzident ist. Wir schreiben
(|| B) fiir diesen Block B'. Die Blicke By, By heiffen parallel , falls By || Bz ist.

Ein transitiver partieller Parallelismus heif$t Parallelismus. Mit

[B] :={B' € B|B"| B}
bezeichnen wir in diesem Fall die Aquivalenzklasse des Blockes B.

Lemma 1.18. Es sei (X, B, I) eine Inzidenzstruktur mit partiellem Parallelismus ||. Zwei parallele Bécke
B und B’ sind entweder gleich oder disjunkt, das heifst sie haben keinen gemeinsamen Punkt. Wir schrei-
ben oft BN B’ = fiir disjunkte Blicke B, B'. Zwei disjunkte, nicht parallele Blocke heififen windschief.

Beweis: Es seien die beiden Blocke B und B’ parallel. Falls B und B’ den gemeinsamen Punkt z ent-
halten, so ist B = (z || B) = (x| B') = B'. O

Definition 1.19 (affine Ebene). Ein Design (X, B) ist eine affine Ebene genau dann, wenn die fol-
genden drei Punkte erfillt sind

1. Je zwei Punkte liegen auf genau einer Geraden.
2. Die Relation B || B’ gelte genau dann, wenn BN B = oder B = B’ ist. || ist ein Parallelismus.

3. Es existiert ein Dreteck, das heifst drei Punkte, die nicht kollinear sind. Jede Gerade hat mindes-
tens zwei Punkte.

Wie in Definition 1.2 bezeichnen wir die eindeutige Gerade durch die zwei Punkte z, y mit (x,y).

Definition 1.20 (Steiner-System). Ein Design (X, B) ist ein S(t, k,v)-Steiner-System, wenn die fol-
genden drei Bedingungen gelten.

1. Je t paarweise verschiedene Punkte sind in einem eindeutigen Block.
2. Jeder Block enthdlt genau k viele Punkte.

3. FEs existieren genau n viele Punkte.



Definition 1.21 (Blockzerlegungszahl). Es sei (X, B) ein S(t, k, v)-Steiner-System. Fiir paarweise ver-
schiedene Punkte x1,...,x: sei die Blockzerlegungszahl \; die Anzahl der Blocke, die die Punkte
Z1,...,%; enthalten (1=0,...,t). Firt<i<k sei \; :=1.

Weiter sei fiir einen Block {x1,...,x,} und 0 <i,j < k die Blockzerlegungszahl

)\i,j = |{B eB | T1,y...,T5 € B und Ljtly ey Ti ¢ B}|

Lemma 1.22. Es sei (X, B) ein S(t, k, v)-Steiner-System. Die Blockzerlegungszahl \; ist fir 1 <i <t
unabhdngig von der Wahl und Reihenfolge der Punkte und es gilt

()
k—1\ "~
(:=:)
FEsist Ay = Ny = 1 fiirt < i < k. Weiterhin ist die Blockzerlegungszahl X\; ; wohldefiniert, das heifit

unabhdngig von der Wahl des Blockes und der Reihenfolge der Punkte im Block. A; ; erfiillt die rekursive
Gleichung:

Ai = Niji =

Aij = A1+ X141

Beweis: Durch Induktion iiber i. Nach Definition des Steiner-Systems ist

(5"

)\t:)\t,t::[: i\
("2
Wir zeigen nun den Induktionsschritt von ¢ + 1 auf i. Zu den gegebenen Punkten x1,...,x; kénnen
wir v — ¢ viele verschiedene Punkte x;,; wihlen. Die Anzahl der Blocke, die die Punkte x1, .., x;, ;41
enthalten, betriigt A\;y1 Fiir einen Block B = {x1,...,2;, %iy1,..., 2} wirde auch die Wahl eines der
Knoten x;49,...,x; den Block B ergeben. Somit ist
N iy v DI =i DIk =) (=0
M T =TT T k=i =i Do -k —i— D! (5

Es sei nun {1, ..., 21} ein Block. Es ist

)‘iJ = |{B eB | T1,y...,T5 € B,{Ej+1, ey Tf Q/ B}|
= |{B eB | L1y ey Tj S B,Ij+1, vy iy Tit1 g B}| + |{B cB | L1y eeey Tjy Tit1 S B,Ij+17 Ty ¢ B}|

= Xit1,5 T Nit15+1-

Aus den Formel folgt die Wohldefiniertheit der A; und A; ;. O
Die folgenden Blockzerlegungszahlen sind von speziellem Interesse.

e )\ ist die Anzahl der Blocke.

e )\ ist die Anzahl der Blocke, die einen bestimmten Punkt enthalten.

e )\ ist die Anzahl der Blécke, die einen bestimmten Punkt nicht enthalten.

® )0 ist die Anzahl der Blocke, die zu einem bestimmten Block disjunkt sind.
Wir werden uns hauptsiichlich fiir S(2, ¢, ¢%)-Steiner-Systeme interessieren.

Beispiel 1.23. Es sei ¢ > 2 Die Blockzerlegungszahlen des S(2, q, ¢*)-Steiner-Systems sind

Xo=¢qlg+1)

Mo=(q—1)(g+1) M =qg+1

Ao=¢>—q—1 A21=¢q A =1
Ago=¢q—1 A1 = ¢ : Agq = 1.



Satz 1.24. A ist genau dann eine endliche affine Ebene, wenn A ein S(2, q, ¢*)-Steiner-System fiir ¢ > 2
ist. Wir nennen q die Ordnung der affinen Ebene.

Beweis: Der Beweis ist umfangreich und kann in [MS78] oder [Beu82] nachgelesen werden. O

Die folgende Tabelle zeigt die Anzahl der affinen Ebenen der Ordnung g fiir kleine ¢. Sie stammt von
[Bro95].

Ordnung ¢ [ 2|3 |4 | 56|78 9 10| 11 | 12
Anzahl |1 (1|11 |-|1|1|>7]| - |>1/|?7

Wir werden spéter affine Ebenen mit grofleren Ordnungen benotigen.

Lemma 1.25 (affine Koordinatenebene). Es sei K ein endlicher Kérper. Die Mengen X = K? und
B:={a+bK |a,be X,b# 0} definieren eine affine Ebene (X, B).

Beweis: Wir zeigen, dass (X, B) ein (2, q, ¢%)-Steiner-System mit ¢ := |K]| ist. Es seien x,y € X zwei
verschiedene Punkte. Die Punkte liegen auf der Gerade = + (y — ) K mit y — z # 0. Es sei a + bK eine
weitere Gerade, die x und y enthélt. Wir schreiben = a + ab und y = a + b mit «, 8 € K. Es ist

y—z=a+0Bb—(a+adb) = (8— a)b.

Da «a # ( ist, folgt
(y —z)K = bK.

Weiterhin ist
x4+ (y—x)K =+ bK =a+ba+bK =a+bK.

Somit ist die Gerade, die die Punkte x und y enthélt, eindeutig.
Da |K| = q ist, ist auch |a + bK| = ¢ fiir alle b # 0. Weiterhin ist | X| = |K?| = ¢%. O

Fir alle Primzahlen p und n € N existiert genau ein Koérper F; mit ¢ = p™ vielen Elementen. Daher
existiert auch eine affine Ebene der Ordnung g.

Definition 1.26 (r-Raum). Ein 7-Raum ist ein Tupel (X,B,1I,||) mit den folgenden FEigenschaften:
o (X,B,I) ist eine Inzidenzstruktur.

o Je zwei Punkte liegen auf genau einer Geraden.

|| ist ein partieller Parallelismus.

Es seien die beiden Geraden B und B’ nicht parallel. Entweder sind B und B’ mit einem Punkt
inzident oder es existiert genau eine Gerade, welche zu beiden Geraden parallel ist.

Es existiert ein Dreieck und jede Gerade ist mindesten zu einer anderen Geraden parallel.
Beispiel 1.27. Jede affine Ebene ist ein w-Raum.

Beweis: Es sei (X, B) eine affine Ebene. Falls die zwei Geraden B und B’ nicht parallel sind, dann ist
BN B’ # () und die beiden Geraden besitzen einen gemeinsamen Punkt. Da ein Dreieck existiert, ist jede
Gerade mindestens zu einer anderen Geraden parallel. Die restlichen Eigenschaften sind trivial. [l

Definition 1.28 (n-Graph). Es sei (X,B,1,||) ein m-Raum. G = (V, E) mit V =X UB und
E={{z,BY|zeX,BeB,zIB}U{{B,BY|B,B €B,B||B,B+B}
ist ein Graph und heifst der m-Graph des m-Raumes (X, B, 1, ||).

Definition 1.29 (geodiitisch). Ein ungerichteter Graph G ist genau dann geoddétisch, wenn jedes Punk-
tepaar genau einen kiirzesten Weg besitzt.

Lemma 1.30. Der w-Graph G des m-Raumes (X, B, 1,]|) ist geoddtisch und hat den Durchmesser 2.

Beweis: Wir betrachten zwei verschiedene Knoten des Graphens und bestimmen den kiirzesten Weg.



1. Esseien zwei Punkte x,y € X gegeben. Die beiden Punkte x und y sind in G nicht direkt verbunden.
Es existiert genau eine Gerade B = (x,y) mit zIB und yIB. Der eindeutige kiirzeste Weg ist

(z, B, y).

2. Es sei nun ein Punkt z € X und eine Gerade B € B gegeben. Fall x € B ist, dann sind  und B
in G direkt verbunden. Im anderen Fall sind 2 und B iiber die eindeutige Gerade (x || B) in G
verbunden.

3. Es seien nun die Geraden B und B’ gegeben. Falls B || B’ ist, dann sind B und B’ direkt verbunden.
Im anderen Fall haben B und B’ entweder einen gemeinsamen Punkt = oder es existiert genau eine
Gerade, die zu beiden Geraden parallel ist.

Da B und B’ verschieden sind, kénnen sie nicht zwei gemeinsame Punkte besitzen.

Da ein Dreieck existiert, gibt es auch wirklich Knoten in G, die die Distanz 2 haben. O

1.2 Optimierungsprobleme und Komplexititsklassen

In diesem Abschnitt betrachten wie Optimierungsprobleme und deren zugehorigen Komplexititsklassen.
Es wird davon ausgegangen, dass der Leser Grundkenntnisse der theoretischen Informatik besitzt und
Begriffe wie Algorithmus, berechenbar, P, NP usw. kennt. Als Literatur haben wir [ACGT99], [Hro03]
und [BEY98] verwendet.

Definition 1.31 (Optimierungsproblem). Ein Optimierungsproblem P ist ein Tupel (Z,Lsg, ¢, ziel), wo-
bet

1. T ein Menge von Instanzen ist.
2. Lsg ordnet jeder Instanz I € T eine Menge von zuldssigen Lésungen Lsg(I) zu.

3. ¢ ist eine Wertfunktion oder Maffunktion, die jedem Paar (x,I) mit I € T und x € Lsg(I)
eine reelle Zahl zuordnet.

4. ziel € {min, max}.

Im Fall ziel = min heifft P Minimierungsproblem und im Fall ziel = max heiffit P Maxzimierungs-
problem.

Falls klar ist, welche Instanz I wir meinen, kiirzen wir Lsg(l) und ¢(-,I) mit Lsg und ¢(-) ab. Weiter-
hin kiirzen wir oft zuldssige Losung mit Losung ab. Ein Algorithmus ALG zum Optimierungsproblem
berechnet zu einer Instanz I eine zuléissige Losung ALG(I) € Lsg(I).

Definition 1.32 (optimale Losung). Es sei ein Optimierungsproblem P = (Z,Lsg, c,ziel) gegeben. Eine
zulissige Lisung x € Lsg(I) der Instanz I € T heifst optimal, falls

I) =opt:=opt(d) := inf 1
cla. ) = opti= opt()i= _inf  c(.1)

fiir ein Minimierungsproblem bzw.

c(x,I) =opt :=opt(l) ;== sup c(y,I)
yEeSol(I)

fiir ein Mazimierungsproblem ist. Wir bezeichnen die optimale Lisung mit OPT(I). Falls ein Algorith-
mus existiert, der zu jeder Instanz I eine optimale Lisung OPT(I) berechnet, so bezeichnen wir diesen
Algorithmus mit OPT.

Zu einem Optimierungsproblem P = (Z,Lsg, ¢, ziel) gehoren die drei folgenden Probleme.

Definition 1.33 (Konstruktionsproblem Pk). Finde zu einer Instanz I € I eine optimale Lisung
OPT(I) und den optimalen Wert opt(I), falls eine optimale Losung existiert.

Definition 1.34 (Wertproblem Py ). Finde zu einer Instanz I € T den optimalen Wert opt(I).



Definition 1.35 (Entscheidungsproblem Pg). Entscheide zu einer Instanz I und einer Zahl a, ob es
eine Losung x € Lsg(I) mit
c(z,I)<a

fiir Minimierungsprobleme bzw.
c(z,I) >a
fiir Mazximierungsprobleme existiert.
Definition 1.36 (nichtdeterministisches Optimierungsproblem). FEin gegebenes Optimierungsproblem

(Z,Lsg, ¢, ziel) ist ein nichtdeterministisches Optimierungsproblem, falls die folgenden Bedingun-
gen gelten.

1. Die Menge der Instanzen T ist in Polynomialzeit entscheidbar.

2. FEs existiert ein Polynom p, so dass fir jede Instanz I € T
€ Leg(I) = || < p(|1])

gilt, wobei |-| die Linge der Kodierung ist. Weiterhin ist fiir alle y mit |y| < p(|I]) in Polynomialzeit
entscheidbar, ob y € Lsg(I).

3. Die Wertefunktion c ist in Polynomialzeit berechenbar.
Wir bezeichnen die Klasse der nichtdeterministische Optimierungsprobleme mit N'PO.
Die Namensgebung N'PO stammt von dem folgenden Lemma:

Lemma 1.37. Es sei P = (Z,Lsg, ¢, ziel) ein nichtdeterministisches Optimierungsproblem. Das zugehiri-
ge Entscheidungsproblem Pg ist in N'P.

Beweis: Wir zeigen es nur fiir Minimierungsprobleme. Es sei (I, a) eine Instanz des Entscheidungspro-
blems Pg. Wir konstruieren einen nichtdeterministischen Algorithmus in Polynomialzeit. Der Algorith-
mus priift zuerst in Polynomialzeit ob I eine Instanz des Optimierungsproblems und a eine reelle Zahl
ist. Falls mindestens eine Antwort Nein ist, dann ist die Instanz (I, a) unzuléssig.

Im Ja-Fall ist die Instanz (I, ) fiir Pg zulédssig. Der Algorithmus wéhlt nun zuféllig ein y mit |y| < p(|1])
und entscheidet in Polynomialzeit, ob y € Lsg(I). Falls y ¢ Lsg(I), dann gibt der Algorithmus Nein aus.
Im anderen Fall berechnet der Algorithmus den Wert ¢(y) in Polynomialzeit. Falls ¢(y) < a gibt der
Algorithmus Ja, sonst Nein aus.

Falls eine zuldssige Losung x € Lsg(I) mit ¢(z) < a existiert, dann gibt es einen Berechnungspfad, der
Ja ausgibt und somit gibt es einen akzeptierenden Berechnungspfad. [l

Lemma 1.38. Es sei P = (Z,Lsg, c,ziel) € NPO. Dann ezistiert der optimale Algorithmus OPT.

Beweis: Fiir jede Instanz I hat jede zuldssige Losung = € Lsg(]) ein maximale Linge von p(|I]). Der
Algorithmus OPT kann fiir die endlich vielen Worter y mit |y| < p(|I|) entscheiden, ob y € Lsg(/) und
im Ja-Fall den Wert ¢(y) berechnen. AnschlieBend wihlt OPT die zulissige Lésung « mit dem optimalen
Wert c(x) = opt(]) aus. O

Beispiel 1.39 (Ganzzahlige Programmierung IP). Fs seip ein Polynom. Fine Instanz I des ganzzahligen
linearen Programms 1P ist

c-xr — min
Ax > b
xr € Ny

mit einer ganzzahligen Matriz A und ganzzahligen Vektoren b und c. Weiterhin betrachten wir nur Lésun-
gen x des obigen Programms mit

|z < p(|1]). (1.1)

Dieses Problem ist in NPO.



Beweis: Wir zeigen, dass es ein nichtdeterministisches Optimierungsproblem (Z, Lsg, d, ziel) ist. Es ist
T ={(A,b,c) | A ist eine ganzzahlige Matrix und b, ¢ sind ganzzahlige Vektoren}.
Die Menge 7 ist offensichtlich in Polynomialzeit entscheidbar. Fiir I = (A, b, ¢) ist
Lsg(l) = {z | Az > b,z e Ng} N {z | [«| <p(|1])}-

Fir x € Lsg(I) ist || < p(|I|) und fiir alle y mit |y| < p(|7|) kénnen wir in Polynomialzeit priifen,
ob Ay > b, y € Njj gilt. Die Wertfunktion d(z,I) = ¢ -z ist in Polynomialzeit berechenbar und es ist
ziel = min. O

Analoges kann man fiir Maximierungsprobleme IP zeigen. In der Praxis wird hiufig durch die Vorgabe
einer Genauigkeit oder durch einen endlichen Zahlenbereich die Bedingung 1.1 definiert. Die Autoren
Orponen und Mannila [OM87] haben gezeigt, das obiges Problem sogar N'PO-vollsténdig ist. Wir werden
Optimierungsprobleme nicht durch explizite Auflistung des Tupels (Z, Lsg, ¢, ziel) angeben. Wir werden
oft das folgende Format verwenden, welches wir am Beispiel des IP demonstrieren.

Problem 1.40 (IP).

Instanz: Fine ganzzahlige Matriz A und zwei ganzzahlige Vektoren b, c.

Lésung: Fin x mit Az > b, x € Nj.

Maf: c- x.

Ziel: min.

Das Wort Instanz beschreibt eine typische Instanz I € 7 . Das Wort Losung beschreibt eine typische
Losung der Instanz I, Maf ist die Wertfunktion und Ziel ist gleich ziel.

Definition 1.41 (Approximation). FEs sei P = (Z,Lsg, ¢, ziel) ein nichtdeterministisches Optimierungs-
problem mit ¢ > 0 und es sei a > 1. Die Losung x der Instanz I ist eine a-Approximation, falls eine
reelle Zahl o« > 1 mait

c(x) < aopt(])

fiir Minimierungsprobleme bzw.
1
c(x) > —opt(I)
«

fiir Mazimierungsprobleme existiert. Ein Algorithmus ALG heifit a-Approximationsalgorithmus, falls
ein Funktion
a:Z—R

und ein konstantes 3 mit
¢(ALG) < aopt+5
fiir Minimierungsprobleme bzw.
1
¢(ALG) > —opt -0
@
fiir Maximierungsprobleme existiert. Dabei ist a der Approximationsfaktor. Falls o durch eine Kon-

stante C > 1 beschrinkt ist, ist das Optimierungsproblem konstant approximierbar. Wir bezeichnen
die Klasse der konstant approximierbaren Optimierungsprobleme mit APX .

Ein 1-Approximationsalgorithmus ist ein optimaler Algorithmus.

Definition 1.42 (Polynomielles Optimierungsproblem). Ein nichtdeterministisches Optimierungspro-
blem P ist in Polynomialzeit, wenn ein Polynomialzeit-Algorithmus ezistiert, der fiir jede Instanz I € T
die optimale Lésung OPT(I) und den optimalen Wert opt(I) berechnet. Die Klasse der Optimierungs-
probleme in Polynomialzeit wird mit PO bezeichnet.

Beispiel 1.43 (lineare Programmierung LP). Es sei p ein Polynom. Eine Instanz I des linearen Pro-
gramms LP ist

¢+ r — min
Ax >
x>0

10



mit einer Matriz A und Vektoren b und c. Weiterhin betrachten wir nur Liosungen x des obigen linearen
Programms mit

lz| < p(|1]). (1.2)
Dieses Problem ist in PO.

Beweis: Der Beweis ist zu umfangreich, um ihn hier zu fithren. Er beruht auf der Ellipsoid-Methode und
ist zum Beispiel bei Schrijver [Sch86] nachlesbar. O
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Kapitel 2

Primal-Dual-Algorithmen

In diesem Kapitel behandeln wir Primal-Dual-Algorithmen, die wir spéter benttigen werden. Als Lite-
ratur wurde [BYRO6], [GGP194], [GW95], [GW97], [Jai01], [WGMV95] und [Wil02] verwendet.

2.1 Der Primal-Dual-Algorithmus fiir Hitting Set

In diesem ersten Abschnitt betrachten wir Primal-Dual-Algorithmen und Vorlaufer fiir das Hitting Set-
Problem. Wir betrachten zunéchst das folgende allgemein formulierte ganzzahlige Problem IP

¢-x — min (2.1)
Ax > b
x € Nj. (2.3)

A, bund ¢ sind Teil der Eingabe und z ist die gesuchte Variable. Da dieses Problem NPO-hart, kénnen
wir es nicht durch ein Polynomialzeit-Algorithmus lésen. (Wir setzen NP # P voraus.) Wenn wir die
Bedingung = € Njj zu z > 0 relaxieren erhalten wir ein lineares Programm, welches wir das primale
Programm LP nennen:

¢-x — min (2.4)
Az >b (2.5)
x > 0.
Das dazu duale Programm DP lautet:
b-y — max (2.7)
Aty <c
y=0. (2.9)

Aus der linearen Optimierung ist der folgende Satz bekannt.
Satz 2.1 (Starke Dualitit).
min{c-z|Ax > b,z > 0} = max{b-y | Ay < ¢,y > 0}

Korollar 2.2. Es ist
OPT(IP) > OPT(LP) = OPT(DP).

Definition 2.3 (zuldssige Losung, unzulédssige Losung). Fin Vektor x € N heifit (zuldssige) Losung
des ganzzahligen Programms 1P, falls Az > b ist. Wir schreiben x € IP. Im anderen Fall heifit x
unzuldssig.

Ein Vektor x > 0 (bzw. y > 0) heifit zuldssige Lésung des linearen (bzw. dualen) Programms LP (bzw.
DP), falls Az > b (bzw. Ay < ¢) ist. Wir schreiben x € LP (bzw. y € DP). Im anderen Fall heifit x
(bzw. y) unzuldssig.

12



Fiir eine zuldssige primale Losung = und duale Losung y schreiben wir (x,y) € LP x DP (bzw. (z,y) €
IP x DP, falls & ganzzahlig ist). Weiterhin ist (x,y) optimal, wenn beide Lésungen 2 und y optimal sind.

Definition 2.4 (Schlupfbedingungen). Es sei (x,y) € LP x DP. Das Paar (x,y) erfillt die primale
Schlupfbedingung, wenn
z; > 0= (Aty)l =C;

fiir alle i ist. Das Paar (z,y) erfillt die duale Schlupfbedingung, wenn
yj > 0= (Az); = b,
fir alle j ist.

Satz 2.5. Es sei (z,y) € LP x DP. Das Paar (z,y) ist genau dann optimal, wenn beide Schlupfbedin-
gungen erfillt sind.

Beweis: Es seien x und y optimal. Da die beiden Vektoren z und y nicht negativ sind, gilt
R L EDMTTINED 3) DAV o] 0 3P AR SIPEIES S
i i i J i J J

Aus der Optimalitat folgt ¢-x = b -y, und die Gleichheit in obiger Zeile. Es folgt

> (e = (A'y)i) zi = 0= ((Ax); — bj) y;.

i J

Aus der Nichtnegativitit der Terme ¢; — (A'y); und (Az); — b; folgen die beiden Schlupfbedingungen.
Umgekehrt folgt aus den Schlupfbedingungen und der Nichtnegativitéit von z und y

C-Tr = Zcixi = Z (Aty)z €XT; = Z Zﬁjiiji = Z (Z aji:ci> Y = Z (AI)] Y = Z bjyj =b- Y.
i i tg J i J J
Aus dem starken Dualitétssatz folgt die Behauptung. O

Definition 2.6 (relaxierte Schlupfbedingungen). Es sei (x,y) € LP x DP und o, 8 > 1. Das Paar (z,y)
erfiullt die primale relaxierte Schlupfbedingung, wenn

.’L‘i>0=>%§(z4ty)i§ci
fiir alle i ist. Das Paar (z,y) erfillt die duale relaxierte Schlupfbedingung, wenn
y; > 0= 0b; > (Az); > b,
fiir alle j ist.
Im Fall @« =1 oder 8 = 1 wird die relaxierte Schlupfbedingung zur normalen Schlupfbedingung.

Satz 2.7. Es erfille (x,y) € IP x DP die beiden relaxierten Schlupfbedingungen mit den Parametern
a, 3 > 1. Dann gilt
c-x<afb-y.

Beweis: Aus der Nichtnegativitat der Losungen x und y folgt

c-x = ZCiZCi < QZ(Aty)i$i = aZZajiiji = az <Z aji$i> y; < aﬁijyj =afb-y.
[ 7 7 J J 7 J

O

Korollar 2.8. Es sei ALG ein Algorithmus, der eine Lisung x des ganzzahligen Programms IP berechnet.
Weiterhin existiere eine duale Losung y des zugehorigen relazierten dualen Programms, so dass das Paar
(z,y) die beiden relazierten Schlupfbedingungen mit den Parametern o, > 1 erfille, dann berechnet
ALG eine af-Approximation.
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Beweis: Es ist nach dem Satz

¢(ALG) =c-z < afic-y < afOPT(DP) < af OPT(IP).

Wir werden die Primal-Dual Algorithmen nur fiir Uberdeckungsprobleme benutzen.
Definition 2.9 (Uberdeckungsprobleme). Ein Minimierungsproblem IP der Gestalt
c-x — min
Ax >0
x € {0,1}"
ist ein Uberdeckungsproblem CP.
Bei einem Uberdeckungsproblem geben wir eine Losung  oft durch die Menge
X={i|x; =1}

an. Es ist £ = 1x. Der Vorldufer der Primal-Dual-Algorithmen ist der Algorithmus von Hochbaum
[Hoc82] fiir das Set Cover-Problem.

Problem 2.10 (Set Cover).
Instanz: Eine Menge U, S C P(U) und eine Funktion c¢: S — R{.
Lésung: Eine Familie von Mengen S’ C S, so dass

UisIsesy=u

1st.

Maf3: > cs
Ses’

Ziel: min.

Wir nennen U das Universum und c die Kostenfunktion. Fine Menge S € S iiberdeckt alle Elemente
e € S. Gesucht ist also eine gewichtete kleinste Teilmenge von S, die das Universum U dberdeckt.

Da wir spéter Unter-Probleme des Hitting-Set-Problems betrachten, formulieren wir das Set-Cover-
Problem als ein Hitting-Set-Problem um. Durch Vertauschen der Mengen und der Elemente sieht man
leicht, dass beide Probleme dquivalent sind.

Problem 2.11 (Hitting Set).
Instanz: Eine Menge U, S C P(U) und eine Funktion c: U — R{ .

Lésung: Eine Menge U' C U so dass
UnNS#0

fiir alles S € S 1st.
Maj3: > ¢, — min
ecU’
Ziel: min.
Wir nennen U wieder das Universum und ¢ die Kostenfunktion. Eine Menge U' C U trifft die
Menge S € S, falls
UNS#0

ist. Ein Element e € U trifft die Menge S, falls die Menge {e} die Menge S trifft. Gesucht ist also ein
gewichtetes kleinstes Teiluniversum von U, welches alle Mengen S € S trifft.

Wir koénnen das Hitting-Set-Problem durch folgendes CP beschreiben

c-x — min

> we>1,V8

ecS
ze € {0,1},Ve e U.
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Wir relaxieren z, € {0,1} zu 2, > 0. Auf die Bedingung z. < 1 kénnen wir verzichten. Wir erhalten das
folgende duale Programm
Z Ys — max

Ses
Z Ys S Ceave eU
S:e€sS
Yys 2 O,VS

Das duale (und auch das primale) Programm ist nach Beispiel 1.43 in Polynomialzeit losbar. Der Algo-
rithmus von Hochbaum wihlt eine optimale duale Losung y©FT und die primale Losung

U :={e] Z ySFT =c.}.

S:e€eS

Satz 2.12. Der Algorithmus von Hochbaum ist ein Smax-Approzimationsalgorithmus fir das Hitting
Set-Problem mit
Smax ‘= %168%( |S].

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass die primale Losung x = 1y zuléssig ist. Falls sie nicht zuléssig ist, dann

existiert ein S mit Y z. = 0. Fiir alle e € S folgt nach Definition der primalen Losung > y9FT < c..

ecS S’:e€S’

Da ngT nur in diesen Bedingungen vorkommt, kann y(S)PT erhoht werden. Dies ist ein Widerspruch zur

Optimalitit von yOFT.
Nach der Definition von U’ ist die primale Schlupfbedingung erfiillt. Fiir alle S gilt offensichtlich

1<) 2o < Smax
ecsS

und somit gilt die relaxierte duale Schlupfbedingung mit dem Faktor § = spax. Mit Korollar 2.8 folgt
die Approximationsgiite. Wir haben schon gesehen, dass der Algorithmus in Polynomialzeit ist. O

Falls jede Menge mazimal zwei Elemente hat, erhalten wir ein 2-Approximationsalgorithmus. Dies im
Vertex Cover-Problem der Fall.

Problem 2.13 (Vertex Cover). Es sei G = (V, E) ein Graph und ¢ : V — R{ eine Kostenfunktion auf
den Knoten. Gesucht ist eine Knotenmenge V' C V', so dass jede Kante abgedeckt ist, dass heifst fiir alle
Kanten e ist e NV’ # (). Die Kosten

(V') := Z Co

veV’

sollen minimiert werden.

Korollar 2.14. Der Algorithmus von Hochbaum ist ein 2-Approzimationsalgorithmus fir das Vertex
Cover-Problem.

Der Beweis von Satz 2.12 zeigt weiterhin, dass jede duale Losung y, die nicht in einer dualen Variable
erhoht werden kann, eine sy ax-Approximation fiir das Set-Cover-Problem liefert. Wir machen deshalb
die folgende Definition.

Definition 2.15 (minimale, maximale Losung). Eine primale Losung x eines IP (bzw. LP) heifft mi-
nimal, falls fiir alle © und alle € > 0 der Vektor x — ee; keine zuldssige Losung ist.

Eine duale Losung y eines DP heifit mazimal, falls fir alle i und all € > 0 der Vektor y + ee; keine
zuldssige Losung ist.

Bar-Yehuda und Even [BE81] haben aus dieser Idee den ersten Primal-Dual-Algorithmus in [BE81]
entwickelt. Dazu bendtigen wir noch die folgenden Definitionen.

Definition 2.16 (verletzt). Eine unzulissige Lisung x > 0 von LP besitzt mindestens ein Index j mit
(A:Z?)J < bj.

Wir nennen die Bedingung j verletzt (bzgl. z).
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0

01 X «
02y «— 0
031 «— 0

04 SOLANGE X unzuldssig ist:

05 I — 1+1

06 wihle V. C {S| die Menge S ist verletzt bzgl. X}

07 Erhéhe y; fiir alle j € V bis ein dichtes 4; existiert.
08 X « Xu{y}

09 FUR k=1 BIS 1

10 FALLS X\{ix} zuldssige Loésung ist DANN X «— X\{ix}
11 AUSGABE X

Abbildung 2.1: Der allgemeine Primal-Dual-Algorithmus PD mit einem inversen Loschschritt.

01 U « 0
02y «— 0
031 < 0
04 SOLANGE U’ unzuldssig ist:
05 I «— [+1
06 Wihle eine Menge S mit Y, 2. =0
e € S
07 Erhdhe yg bis ein ¢ € U mit > ysr =ce, existiert.
S’:epe S’
08 U — U U{e}
09 FUR k=1 BIS 1
10 FALLS U’\{ex} zuldssige Losung ist DANN U’ — U’\{ex}
11 AUSGABE U’

Abbildung 2.2: Der Primal-Dual-Algorithmus PDHS fiir das Hitting Set-Problem.

Definition 2.17 (dicht). FEs sei (z,y) € LP x DP. Wir nennen die Bedingung i dicht, wenn die Bedin-

gung
(A'y); < ¢

mit Gleichheit erfillt ist. Analog nennen wir die Bedingung j dicht, wenn die Bedingung
(Az); > b;
mit Gleichheit erdlllt ist.

Der Primal-Dual-Algorithmus PD mit einem inversen Loschschritt fiir allgemeine CP-Probleme ist in
Abbildung 2.1 dargestellt. Bei einem Primal-Dual-Algorithmus ohne Loschschritt sind die Zeilen 08-
10 wegzulassen. Mit welcher Geschwindigkeit die dualen Variablen y; in Zeile 07 erhéht werden, ist
vom jeweiligen Algorithmus abhéngig. Der charakteristische Vektor © = 1x ist dann eine Losung des
ganzzahligen Programms. Das Losungspaar (x,y) erfiillt die erste Schlupfbedingung. Der Algorithmus
ist im Allgemeinen nicht in Polynomialzeit. Fiir einen Polynomialzeit-Algorithmus muss die Priifung in
Zeile 04 und 10, ob eine Losung zuldssig bzw. unzuldssig in Polynomialzeit berechenbar sein. Weiterhin
muss in Zeile 06 das Finden einer Familie von verletzten Mengen in Polynomialzeit sein.

Speziell fiir das Hitting Set Problem ist der Primal-Dual-Algorithmus in Abbildung 2.2 dargestellt. Im
folgenden Satz betrachten wir den Algorithmus von Bar-Yehuda und Even ([BE81]).

Satz 2.18 (Bar-Yehuda, Even). Der Algorithmus PDHS ist ein smax-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Wir haben zu zeigen, dass PDHS in Polynomialzeit ist. Die Schleife 04 wird maximal |U]-Mal
durchlaufen. Da alle Mengen S in der Eingabe von Hitting-Set kodiert sind, kann in Zeile 06 eine verletzte
Menge in Polynomialzeit gefunden werden. Falls keine verletzte Menge existiert, so ist die Lésung zuléssig
und die Zeilen 04 und 10 kénnen somit auch in Polynomialzeit berechnet werden. Die Approximationsgiite
wird wie in Satz 2.12 gezeigt. O
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Fiir das Hitting Set-Problem existiert ein Greedy-Algorithmus mit der Approximationsgiite 1 + In(|U])
(siehe [ChvT79], [Joh74], [Lov75] und [Sla97] fiir eine genauere Analyse). Feige [Fei98] hat unter der
Voraussetzung NP ¢ DTIME(2'°81°8(") gezeigt, dass kein Approximationsalgorithmus eine bessere
Giite als (1 — o(1)) In(JU|) hat. Raz und Safra [RS84] haben unter der Voraussetzung NP € P gezeigt,
dass kein Approximationsalgorithmus eine bessere Giite als cIn(n) fiir eine Konstante ¢ hat.

Der Greedy-Algorithmus ist ein Dual-Fitting-Algorithmus. Dies ist eine Variante der Primal-Dual-Algo-
rithmen, bei denen die dualen Variablen y die Kosten c-x des linearen Programms iiberdecken und nicht
zuldssig fiir das duale Programm DP sind. Durch die Bestimmung eines Faktors a wird die Losung éy
zu einer zuldssigen Losung fiir DP gemacht und man erhélt dadurch eine a-Approximation. Dies kann
man in [FR04] und [JMM™03] nachlesen.

2.2 Primal-Dual-Algorithmen fiir Netzwerk-Probleme

Wir wollen nun die Primal-Dual-Algorithmen fiir einige Netzwerk-Probleme betrachten. Es sei G =
(V, E, c) ein Netzwerk und f : P(V) — Z eine in Polynomialzeit berechenbare Funktion. Wir betrachten
das folgende Netzwerk-Problem CP(f)

E Ce — min
e

Y we = f(S),VSCV
e€d(S)

z. € {0,1},Ve € E.

Wir nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit f(V) < 0 und f(#) < 0 an, da CP(f) sonst keine
Losung besitzt. Bei diesem Problem nennen wir die Menge S bzgl. « verletzt | falls die Bedingung mit
dem Index 6(S) verletzt ist. Das heift, es ist

Z xe < f(8).

e€d(S)
Das relaxierte primale Programm LP(f) lautet

c-r — min

Y me = f(S),VSCV
e€d(S)

z€[0,1)F

und das duale Programm DP(f) lautet

> F(S)ys = ze — max (2.10)

SCV eckE
Z ys <cetze,Ve € E (2.11)

S:e€d(S)
y,z > 0. (2.12)

(2.13)

Wir betrachten zunichst Netzwerk-Probleme fiir Funktionen mit Bildbereich {0, 1}. Dies sind Unterpro-
bleme des Hitting Set-Problems.

Definition 2.19 (binére Funktion). Eine Funktion
f:PV)—{0,1}

heifst bindre Funktionen
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0

01 X «
02y «— 0
031 «— 0

04 SOLANGE X unzul&dssig ist:

05 I — 1+1

06 Wahle eine verletzte Menge S.

07 Erhohe ys bis ein dichtes ¢; existiert.

08 X « XuU{e}

09 FUR k=1 BIS 1

10 FALLS X\{ey} zuldssige Losung ist DANN X — X\{ex}
11 AUSGABE X

Abbildung 2.3: Der Primal-Dual-Algorithmus PD1

Da die Bedingung xz. < 1 fiir bindre Funktionen redundant ist, vereinfacht sich das primale Programm
LP(f) zu

¢-r — min

Yz > f(S),VSCV
e€d(S)

xz > 0.

Das duale Programm DP(f) vereinfacht sich zu
S £(S)ys — max
scv

Y ys<coVeeE
S:e€d(S)

y > 0.

Definition 2.20 (dicht). Es sei (z,y) € LP(f) x DP(f). Die Kante e heifit dicht, falls

Z Ys = Ce

S:e€d(S)

Z xe:f(s)

e€d(S)

ist und die Menge S heif§t dicht, falls

1st.

Zuerst betrachten wir die Primal-Dual-Algorithmen, bei denen in jeder Iteration genau eine duale Va-
riable erhoht wird. Mit einem inversen Loschschritt ist der Prima-Dual-Algorithmus PD1 in Abbildung
2.3 dargestellt

Lemma 2.21. Fir bindre Funktionen hat der Algorithmus PD1 nach dem Schleifendurchlauf 04-08 eine
zuldssige, zyklenfreie Losung berechnet.

Beweis: Wir nehmen an, dass die Kante e = {u,v} in der (unzulissigen) zyklenfreien Lésung X einen
Zyklus schlieflen wiirde. Es sei S eine Menge mit der Schnittkante e. Ohne Einschrénkung ist v € S und
v ¢ S. Wenn wir den Weg von u nach v in X verfolgen, gelangen wir zu einer Kante €', die inzident zu
einem Knoten in S und inzident zu einem Knoten in S¢ ist. Es ist e’ € §(S) und die Bedingung S

Z Te > Ter = 1

e€d(S)
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ist nicht verletzt. Der Algorithmus wiirde also die Variable yg nicht erhthen und die Kante e nicht
hinzufiigen.
Da nach dem Schleifendurchlauf keine Bedingung verletzt ist, ist X zuléssig. (|

2.2.1 Der kiirzeste Weg

Wir betrachten nun das Problem der Bestimmung des kiirzesten Weges.

Problem 2.22 (kiirzesterWeg).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢) und zwei Knoten s,t.
Léosung: Ein Weg von s nach t.

Maj3: Summe der Kantengewichte des Weges.

Ziel: min.

Dieses Problem kann durch die bindre Funktion

1 fallsse St ¢S
7(8) = {O f 2.14)
sonst
oder die Funktion
1 falls |[SN{s,t}| =1
() = {0 snisn (2.15)
sonst

als Netzwerk-Problem CP(f) formuliert werden.
Das folgende Beispiel zeigt, dass die richtige Wahl der verletzten Menge entscheidend ist.

Beispiel 2.23. Wir betrachten das folgende Netzwerk:
Vg
V2

U1

Alle Kanten bis auf die Kante {s,t} haben das Gewicht 1. Die Menge S = {s,v1,v2,...,v;} trennt s und
t und ist somit verletzt. Wir konnen ys auf 1 erhdéhen, bis alle Kanten mit Gewicht 1 dicht sind. Nun
kénnen wir kein andere duale Variable ys: fiir ein verletztes S’ erhiéhen. Die Kante {s,t} kann nicht
mehr dicht werden. Der Algorithmus konstruiert also die Losung (s, w1, v1,ws, Ve, ..., Wk, Uk, t) mit den
Kosten 2k + 1. Die optimale Lisung hat den Wert 2 und der Algorithmus hat eine duale Losung mit dem
Wert 1 konstruzert.

Die Losung kann also bei beliebiger Wahl der verletzen Mengen beliebig schlecht werden. Wir werden
daher die folgenden Mengen betrachten.

Definition 2.24 (minimal verletzt). Es sei X eine nicht zuldssige Lisung und x = 1x der zugehdrige
charakteristische Vektor des Netzwerk-Problems CP(f). Die Menge S C V heifst minimal verletzt, falls

e die Bedingung

Z Ier(S)

e€d(S)

verletzt ist und
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e fiir alle echten Teilmengen S C S, S’ € S die Bedingung
> ae = ()
e€d(S’)
nicht verletzt ist.
S ist also verletzt und beziiglich der Inklusion minimal mit dieser Eigenschaft.

Definition 2.25 (Erweiterung). Es sei X eine nicht zulissige Lisung des Netzwerk-Problems mit einer
bindren Funktion f. Fine zuldssige Losung Y heifst Erweiterung von X, falls

XCY

ist. Fine Erweiterung Y ist eine minimale Erweiterung von Y, falls fiir alle e € Y\X die Menge
Y\{e} keine zuldssige Lisung ist.

Wir konnen jetzt den folgenden Satz formulieren.

Satz 2.26. Es sei PD1 in Polynomialzeit fir das Netzwerk-Problem CP(f) und
= max max Y Nnéo(S(X))]|

X ist eine unzulissige Y ist eine minimale
Lisung Erweiterung von

Dabei bezeichnet S(X) die von PD1 gewdhlte verletze Menge bei der gegebenen Teillisung X . Dann ist
PD1 ein a-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Aus der Dichtheit der Kanten in der Losung folgt
“PDg)= D =D, D ws=) D ys=) [PDING(S)ys
e€PD1 ec€PD1 S:e€d(S) S e€d(S)

ecPD1

Es sei e; und S; = S({e1,...,e;—1}) die von PD1 im é-ten Schritt gewéhlte Kante und verletzte Menge.
Es folgt

¢(PDg) = §:|PD105 Vys,

Durch den den Loschschritt in Iteration k ist PD1U{ey,...,ex—1} eine minimale Erweiterung von
{e1,...,ex—1}. Es folgt

|PD1N6(S;)| < max Y Ndo(S;)| < e
Y ist eine minimale
Erweiterung von{ey,...e;_1}

Insgesamt folgt
¢(PD1) <« Z Ys.

Aus > ys < opt folgt die Behauptung. O
SCV

Definition 2.27 (disjunkt dominiert). Eine Funktion f : P — Z heifit disjunkt dominiert, falls

fF(SUT) <max{f(5), f(T)}
fiir alle disjunkten Mengen S und T ist.

Beispiel 2.28. Die Funktion (2.14) fiir das kiirzeste Weg-Problem der Knoten s und t

{1 fallss€ S,t¢ S

0 sonst

f(8) = (2.16)
ist disjunkt dominiert.
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Beweis: Fiir max{f(S), f(T)} = 1 ist nichts zu zeigen. Es sei f(S) = f(T) = 0 fiir die beiden Mengen
S, T CV.Somit ist s€ S, T und ¢t ¢ S,T.Es folgt s€ SUT und t ¢ SUT und f(SUT) = 0. O

Lemma 2.29. FEine bindre Funktion ist genau dann disjunkt dominiert, wenn
f(8)=fT)=0= f(SUT)=0
fiir alle disjunkten Mengen S, T gilt.

Lemma 2.30. Es sei ein Netzwerk-Problem CP(f) mit einer bindren disjunkt dominierten Funktion f
gegeben.

1. FEine Liosung X ist genau dann zuldssig, wenn fir jede Zusammenhangskomponente C' von X, die

Bedingung f(C) = 0 erfillt ist.

2. Die minimalen verletzen Mengen einer unzuldssigen Losung X sind die Zusammenhangskompo-
nenten C von X mit f(C)=1.

Beweis: Es sei S eine verletzte Menge. Dann ist [6(S)NX| = 0 und f(S) = 1. Wir kénnen S als disjunkte
Vereinigung von Zusammenhangskomponenten C; von X schreiben. Da f disjunkt dominiert ist, folgt
f(C;) =1 fiir ein ¢ und die Menge C; ist verletzt.

Da jede echte Teilmenge einer Zusammenhangskomponente von X eine Schnittkante in X enthélt, kann
keine Untermenge einer Zusammenhangskomponente von X verletzt sein. (|

Wir konnen die Zusammenhangskomponenten in jeder Iteration in Polynomialzeit berechnen oder die
Familie der Zusammenhangskomponente in jeder Iteration in Polynomialzeit aktualisieren.

Definition 2.31 (proper). Fine Funktion f : P — 7 heifit proper, falls f disjunkt dominiert und
symmetrisch, das heifst es ist

£(S) = f(59)
fiir alle S C V.

Beispiel 2.32. Die Funktion (2.15) des kiirzesten Weges-Problem

f(S):{l falls |SN {s,t}] =1 217)

0 sonst
ist proper.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass f disjunkt dominiert ist. Es seien S,T C V zwei disjunkte Mengen mit
f(S) = f(T) = 0. Wir folgern

[ISn{s,t} =T N{s,t}|=0 (mod 2).
Aus der Disjunktheit von S und T folgt
[((SuT)N{s,t} =|SN{s,t}|+|TN{s,t}] =0 (mod 2)

und somit ist f(SUT) = 0.
Wir zeigen nun die Symmetrie. Aus |(S U S¢) N {s,t}| = 2 folgt f(S) + f(S¢) = 0 (mod 2) und

F(8) = f(89). O
Lemma 2.33. Eine bindre symmetrische Funktion ist genau dann proper, wenn fir alle Mengen S, T
mit S CT

f(8)=Ff(T)=0= f(T'\S)=0
gilt.
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Beweis: Es sei f proper und S C T zwei Mengen mit f(S) = f(T) = 0. Es folgt

FT\S) = f((T\S)) < max{f(T), f(S)} = max{f(T), f(5)} = 0.

Es seien nun umgekehrt zwei disjunkte Mengen S und T gegeben. Fiir max{f(S), f(T)} = 1 ist nichts
zu zeigen, also sei f(S) = f(T) = 0. Es folgt f(S¢) = f(T¢) = 0. Aus f(T¢) =0, f(S) =0und S C T¢
folgt

0= F(TO\S) = F((SUT)C) = (SUT).

Im folgenden Satz werden wir den Algorithmus von Dijkstra [Dij59] angegeben.

Satz 2.34 (Dijkstra). FEs sei ein Netzwerk G = (V, E,¢) und zwei Knoten s,t gegeben. Der Algorithmus
PD1 bzgl. der Funktion (2.14)

0 sonst

f(S)—{l falls s € S,t ¢ S

ist ein Primal-Dual-Algorithmus mit der Approzimationsgiite 1 fir das kiirzeste Weg-Problem.

Beweis: Da die minimale verletzte Menge eine Zusammenhangskomponente ist, hat jede minimale Er-
weiterung genau eine Schnittkante. Der Algorithmus PD1 fiihrt maximal |V| Iterationen und in jeder
Iteration konnen wir in Polynomialzeit die Zusammenhangskomponente berechnen oder aktualisieren
und auf Zuléssigkeit priifen. O

Bei diesem Problem ergibt jede beliebige Losch-Reihenfolge eine optimale Losung. Wir betrachten nun
ein Problem, bei dem dies nicht so ist.

2.2.2 Der minimale gerichtete Spannbaum

Problem 2.35 (gerichteter Spannbaum).

Instanz: Ein gerichtetes Netzwerk G = (V, E, ¢) und ein Knoten s.

Loésung: Ein Teilnetzwerk, so dass fiir alle Knoten t ein Weg von s nach t existiert.
Maf3: Summe der Kantengewichte des Teilnetzwerks.

Ziel: min.

Wir kénnen das Problem durch das folgende gerichtete Netzwerk-Problem CP(f)

¢-x — min (2.18)

> @ > f(5),¥8 (2.19)
e€d—(S)

xe€{0,1}¥ (2.20)

mit der Funktion

f@%{l falls 0 C S C Vs ¢S

0 sonst
beschreiben.Wir haben das folgende Lemma.
Lemma 2.36. Es sei das gerichtete Netzwerk-Problem mit obiger Funktion f gegeben.

1. FEine Liosung X ist genau dann zuldssig, wenn jede starke Zusammmenhangskomponente C' ohne
den Knoten s eine FEingangsschnittkante hat.

2. Die minimalen verletzten Mengen einer unzulissigen Losung X sind die starken Zusammenhangs-
komponenten ohne den Knoten s, die keine Fingangsschnittkante haben.
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Beweis: Es sei S eine verletzte Menge. Dann ist [67(S)NX| =0und 0 € S C V, s ¢ S. Die Menge
S besteht aus starken Zusammenhangskomponenten C;. Wir betrachten den Graphen H, der fiir jede
starke Zusammenhangskomponente C; einen Knoten ¢ besitzt. Die Kante (4, j) exisitert in H, falls es eine
Kante von C; nach C; existiert. Falls jede Zusammenhangskomponente eine Eingangskante hat, existiert
ein Zyklus in H. Dieser Zyklus bildet eine starke Zusammenhangskomponente in H und somit auch in
G. Dies ist ein Widerspruch. Also hat eine dieser Zusammenhangskomponenten C; keine Eingangskante.
Aus s ¢ C; folgt f(C;) = 1 und die Menge C; ist verletzt. Jede Teilmenge einer starken Zusammen-
hangskomponente C; enthélt eine Eingangskante und ist daher nicht verletzt.

Wir nehmen nun an, dass jede starke Zusammenhangskomponente ohne s eine Eingangskante hat. Wir
bilden wieder den zyklenfreien Graph H mit den starken Zusammenhangskomponente C; als Knoten.
Es sei t ein Knoten. ¢ entspricht einem Knoten C7 in H. Da C; eine Eingangskante hat, konnen wir
riickwérts von C; zu einem anderen Knoten Cs gelangen. Dieser Knoten fiihrt wieder zu einem Knoten
Cjs, der wegen der Zyklenfreiheit nicht einer der vorherigen Knoten ist. Somit gelangen wir schliellich
in die starke Zusammenhangskomponente, welche den Knoten s enthilt. Somit existiert ein gerichteter
Weg von s nach t in (V, X). O

Wir kénnen die starken Zusammenhangskomponenten in jeder Iteration in Polynomialzeit berechnen oder
diese in jeder Iteration in Polynomialzeit aktualisieren. Im n#chsten Satz betrachten wir den Algorithmus
von Edmonds ([Edm67]).

Satz 2.37 (Edmonds). Es sei das gerichtete Netzwerk-Problem mit obiger Funktion f gegeben. Der
Primal-Dual-Algorithmus PD1 ist ein Approzimationsalgorithmus der Giite 1.

Beweis: Die minimalen verletzten Mengen sind die starken Zusammenhangskomponenten ohne s, die
keine Eingangskante haben. Somit hat jede minimale Erweiterung genau eine Eingangskante und die
Behauptung fiir die Approximationsgiite folgt mit Satz 2.26. Der Algorithmus fiihrt maximal |E| Ite-
rationen und in jeder Iteration konnen wir in Polynomialzeit die starken Zusammenhangskomponenten
berechnen oder aktualisieren. |

Wir zeigen nun, dass die Reihenfolge des Loschschrittes fiir dieses Problem wesentlich ist.

Beispiel 2.38. Wir betrachten das folgende Netzwerk. )

s w
a+2 a—+1

1
Die Mengen {u}, {v} und {w} sind minimal verletzt. Wir kinnen im ersten Schritt yg,y = 1 und die
Kante (v,u) wdhlen. Im zweiten Schritt wdihlen wir die Kante (u,v) mit yg,) = 1. Nun ist die Menge
{u, v} minimal verletzt. Wir setzen y(, .y = o und die Kante (w,v) wird dicht. Im vorletzten Schritt
erhohen wir yr,y = 1 und fiigen die Kante (u,w) zur Losung hinzu. Zuletzt setzen wir yqy vy = 1 und
figen die letzte Kante (s,u) hinzu.

o Wir betrachten nun zuerst den inversen Léschschritt. Die Kanten (s,u) und (u, w) werden in jeder
Lésung gebraucht und konnen nicht geloscht werden. Die erste mdgliche lischbare Kante ist (w,v).
Diese kann geloscht werden. Die Kante (u,v) kann nicht geloscht werden Weiter kann die Kante
(v,u) geldscht werden. Wir erhalten die folgende Lésung

1

s U ) w
o+ 2
1

mit Wert o+ 4. Die Wert der dualen Lisung ist > ys = y+ 4 und es folgt die Optimalitit dieser
S
Lésung.

e Nun betrachten wir den folgenden Lischschritt. Wir betrachten zuerst die Kanten (u,v) und (v, u)
und loschen diese. Wir erhalten die Losung
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0

01 X «
02y «— 0
031 «— 0

04 SOLANGE X unzulédssig ist:

05 I — 1+1

06 V. C {S| S ist verletzt bzgl. X}

07 Erhohe gleichmaBig ygs fiir alle S € V bis ein dichtes e; existiert.
08 X « XU{e}

09 FUR k«— [ BIS 1

10 FALLS X\{ey} zuldssige Losung ist DANN X «— X\{ex}

11 AUSGABE X

Abbildung 2.4: Der Primal-Dual-Algorithmus PDg mit gleichméfiger Variablenerh6hung

mit Wert 2a + 4.

Der Algorithmus von Prim [Pri57] zur Berechnung eines ungerichteten minimalen Spannbaumes ist kein
Primal-Dual-Algorithmus und wird daher hier nicht betrachtet. Dieser Algorithmus ist ein Dual-Fitting-
Algorithmus, eine Variante der Primal-Dual-Algorithmen. Den Algorithmus von Kruskal zur gleichen
Problemstellung werden wir spéter betrachten.

2.2.3 Der Algorithmus von Nicholson

Wir betrachten nun Primal-Dual-Algorithmen, bei denen im Allgemeinen mehr als eine duale Variable
von verletzten Mengen erhoht werden. Dabei erhthen wir die dualen Variablen gleichméfig. In Abbil-
dung 2.4 ist der Algorithmus PDg dargestellt. Wie in Lemma 2.21 ist die berechnete Losung nach dem
Schleifendurchlauf 04-08 zyklenfrei (und zuléssig).

Satz 2.39. FEs sei PDg in Polynomialzeit fiir das Netzwerk-Problem CP(f) Weiterhin gelte fiir alle
unzuldssigen Losungen X und minimalen Erweiterungen Y von X

Y 1Y Na(S) < V(X))

SeV(X)

Dabei bezeichne V(X) die Familie von verletzten Mengen, die von PDg beziiglich der unzuldssigen
Teillosung X gewdhlt wird. Dann ist PDg ein a-Approximationsalgorithmus.

Beweis: Es bezeichne V; die in der i-ten Iteration von PDg gewéhlten verletzten Mengen, €; den Wert
der Erhohung der zugehorigen duale Variablen in Iteration ¢ und e; die gewéhlte dichte Kante. Es ist

ys = Y. & und es folgt Y ys = > |Vile;. Weiterhin ist V; = V({e1,...,e;-1}). Wie im Beweis von
©:SEV; S i
Satz 2.26 ist

c(PDg) = Z | PDg N6 (S)ys-

Es folgt

c(PDg) =Y > [PDgni(S)|e; = ZZ|Png5 N

S #SevV; i=1 SeV;
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Durch den inversen Loschschritt ist PDgU{es,...e;—1} eine minimale Erweiterung von {ej,...,e;—1}
und es folgt

> [PDgni(S)| < afVil.
SeV;

Es ist

l

¢(PDg) < az |Vile; = aZyS < aopt
i=1 s

und die Behauptung folgt. O

Wenn nicht anders angegeben, werden wir in Zeile 06 fiir V' alle minimalen verletzten Mengen wihlen.
Wir werden nun wieder das kiirzeste Weg-Problem betrachten. Im folgenden Satz ist der Algorithmus
von Nicholson [Nic66] angegeben.

Satz 2.40 (Nicholson). FEs sei das Netzwerk G = (V, E,c) und die zwei Knoten s,t gegeben. Der Algo-
rithmus PDg bzgl der Funktion (2.15)

f(S)_{l falls |SN {s,t}] =1

0 sonst

ist ein Primal-Dual-Algorithmus mit der Approximationsgiite 1 fiir das kiirzeste Weg-Problem.

Beweis: Es sei X eine unzuléssige Losung. Die beiden minimalen verletzten Mengen sind die Zusammen-
hangskomponente von s und die Zusammenhangskomponente von ¢. Jede minimale Erweiterung Y hat
genau eine Schnittkante in der Zusammenhangskomponente von s und eine in der Zusammenhangskom-
ponente von t. (Es kann die gleiche Kante sein.) Somit ist

> YN <2=V(X),
SEV(X)

wobei V(X)) die beiden von PDg gewiihlten Mengen bezeichnet. Die Behauptung folgt mit Satz 2.39. O

2.2.4 Der minimale Spannbaum
Wir betrachten nun das Problem der Berechnung eines minimalen (ungerichteten) Spannbaumes.

Problem 2.41 (minimaler Spannbaum).
Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, c).
Losung: Ein zusammenhdngender Teilgraph.
Maj3: Summe der Gewichte des Teilgraphens.
Ziel: min

Lemma 2.42. Das minimale Spannbaum-Problem ist ein Netzwerkproblem mit der Funkion

1 firale@£S#£V

f(9) = { .
0 sonst

Beweis: Leicht. O

Im néchsten Satz werden wir den Algorithmus von Kruskal ([Kru56]) betrachten.

Satz 2.43 (Kruskal). FEs sei ein Netzwerk G = (V, E,c) gegeben. Der Algorithmus PDg ist ein Primal-
Dual-Algorithmus mit der Approzimationsgiite 1 fiir das minimale Spannbaum-Problem.
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Beweis: Die minimal verletzten Mengen sind die Zusammenhangskomponenten. Wir werden die Erho-
hung der dualen Variablen sprachlich als Verstreichen von Zeit ansehen. Da fiir jede Kante e = {u, v}
mit Kosten ¢, die dualen Variablen der Zusammenhangskomponenten beider inzidenten Knoten « und v
wachsen, wird die Kante zum Zeitpunkt % betrachtet. Falls die Kante e einen Zyklus in der Teillésung
schliefen wiirde, sind die beiden Knoten u und v vor dem Zeitpunkt % in der gleichen Zusammen-
hangskomponente und die duale Variablen der Kante e wachsen nicht auf c.. Die Kante e wiirde nicht
dicht werden und somit nicht zur Losung hinzugefiigt werden. Im anderen Fall wird die Kante zum
Zeitpunkt % dicht und zur Losung hinzugefiigt. Der Algorithmus sortiert also die Kanten aufsteigend
und fiigt die aktuell giinstigste Kante hinzu, welche keinen Zyklus schlielen wiirde. Dies ist genau der
Greedy-Algorithmus von Kruskal. O

Leider kénnen wir in diesem Fall nicht die Optimalitdt mit dem Satz 2.39 zeigen, da die IP-Liicke 2 ist,
wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.44. Die IP-Liicke des ganzzahligen Programms

c-x — min

Z 2. >1,M0cScV
e:e€d(S)

r€{0,1}¥
zum relaxierten linearen Programm

c-x — min

Z Te>1,V0CSCV
e:e€d(S)
x>0

betrdgt 2.

Beweis: Wir betrachten den Graphen C,, mit Kosten 1 fiir jede Kante.

n 1 1

C,, ist ein Kreis mit n Knoten. Die optimale ganzzahlige Losung muss alle Kanten bis auf eine wéhlen.
Die Kosten sind opt = n — 1. Die optimale fraktionale Losung A ist x. = % fiir alle Kanten e und hat
die Kosten a = 5. Somit betrégt die IP-Liicke mindestens

opt n-—1

— 2.

n
a 2

Der Algorithmus fiir das allgemeinere Problem des Steiner-Walds in Satz 2.51 hat einen Approximati-
onsfaktor von 2 und zeigt damit die Umkehrung. O

Wir werden mit einem anderen CP die Optimalitdt zeigen. Dafiir benotigen wir die folgende Definition.
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Definition 2.45 (Partition, Schnittkante). Es sei G = (V, E) ein Graph und S = {S1,...Si} eine
Partition von V, das heifit es ist
v=_Js

fiir nichtleere, disjunkte Mengen S;, i = 1,... k. Wir schreiben kurz V = U S;. Die Menge der Schnitt-
kanten der Partition S = {S,..., Sk} ist

0(S) :=06(51,...,8) ={e={u,v} | T <i#j<kueS;ves}

Fiir eine Menge S schreiben wir weiterhin §(5), statt §(.S, S¢). Wir kénnen das Problem des minimalen
Spannbaumes fiir das Netzwerk G = (V, E, ¢) mit dem folgenden CP(mSB) beschreiben

c-x — min

Z x. > |S| — 1,V Partitionen S
e€d(S)

€ {0,1}F

beschreiben, da jede Partition der Grofle k genau k& Zusammenhangskomponenten hat und somit min-
destens k — 1 viele Schnittkanten enthalten muss. Das relaxierte Programm hat die folgende Gestalt

c-x — min (2.21)

Z x. > |S| — 1,V Partitionen S (2.22)
e€d(S)

< (2.23)

2>0 (2.24)

(2.25)

Lemma 2.46. Es sei x eine minimale zuldssige Losung von

c-x — min
Z xe > |S| — 1,V Partitionen S
e€d(S)
x>0

Dann ist
z <1.

Beweis: Wir nehmen an, dass es eine Kante e = {u, v} mit z. > 1 existiert. Dann existiert eine Partition
S, die die Schnittkante e enthélt und de Bedingung 2.22 mit Gleichheit erfiillt. (Sonst kénnten wir z,
verringern.) Wir schreiben & = {S1,5s,..., Sk}, wobei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit durch
Umsortierung e € 6(S1) N§(S2) ist. Falls |S| = 2 ist, ist |S| —1 =1 und z. = 1. Wir kénnen also |S| > 2
annehmen. Die Menge

S = {Sl U Ss, Ss, .. ,Sk}

ist dann eine Partition, die nicht die Schnittkante e enthélt. Es ist

Ter < Te — 2 =S| —1—z. <|S|—1
> >

e’'€6(S’) e’ €6(S)

und die Bedinung &’ ist verletzt. Dies ist ein Widerspruch. (|
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Wir kénnen also das obige lineare Programm zum folgenden linearen Programm LP(mSB)
c-x — min
Z xe > |S| — 1,V Partitionen S
e€d(S)
x>0

vereinfachen. Das zugehorige duale Programm DP(mSB) hat die folgende Gestalt

S08] ~ Dy — max

s
Z ys < ce,Ve e E
S:e€8(S)
y > 0.

Der Algorithmus von Kruskal in Satz 2.43 erhoht in jeder Iteration alle dualen Variablen Sy, ..., Sk einer
Partition S. Wir erhéhen stattdessen die duale Variable der Partition. Statt zum Zeitpunkt % werden
die Kanten nun zum Zeitpunkt c. betrachtet. Der Algorithmus wihlt also die gleichen Kanten.

Satz 2.47 (Kruskal). Es sei G = (V, E,c¢). Der Algorithmus von Kruskal berechnet ein optimale primale
und duale Lisung zum CP(mSB) und DP(mSB) fir das minimale Spannbaum-Problem.

Beweis: Es sei ALG der Algorithmus von Kruskal. Wie im Satz 2.26 ist

¢(ALG) =) " |ALGN5(S)lys-
S

Es bezeichne S; die in der i-ten Iteration gewéhlten Partition und e; die gewéhlte Kante. In der Iteration ¢
hat die Teillssung X; = {ey,...,e;—1} genau i— 1 viele Kanten, die keinen Zyklus bilden. Somit existieren
genau n — i + 1 Zusammenhangskomponenten und es ist |S;| = n — 1 + 1. Die Teillssung X; hat die
minimale Erweiterung ALG U{ey,...,e;—1} und jede minimale Erweiterung Y hat n — i Schnittkanten,
das heif3t es ist

|Y n 5(Sz)| =n—1.

Es folgt
1 l
c(ALG) = > JALG N (S)lys, = > _(n—i)ys, = Y (S| = )ys
i=1 i=1 s
und wir haben die Optimalitdt beider Losungen gezeigt. [l

Der schon erwéihnte Dual-Fitting-Algorithmus von Prim [Pri57] 16st das minimale Spannbaum-Problem
auch optimal.

2.2.5 Der minimale Steiner-Wald
Wir betrachten nun das Problem der Berechnung eines minimalen Steiner-Baumes.

Problem 2.48 (Steiner-Baum).

Instanz: Fin Netzwerk G = (V, E, ¢) und eine Menge von Knoten T.
Lésung: Ein Teilnetzwerk, so dass alle Knoten in T zusammenhdngend sind.
Maf3: Summe der Kantengewichte des Teilnetzwerkes.

Ziel: min.

Die Knoten in T heiflen Terminals. Robins und Zelikovsky [RZ00] haben eine 1.55-Approximation fiir
dieses Problem angegeben. Unter der Voraussetzung, dass co—RP # NP ist, besitzt dieses Problem kei-
nen Aproximationsalgorithmus mit einer Giite besser als 1.007 (siehe [Thi01]). Wir werden einen Primal-
Dual-Algorithmus mit Approximationsgiite von 2 fiir das allgemeinere Problem des Steiner-Waldes an-
geben.
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Problem 2.49 (Steiner-Wald).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢) und eine Familie T = {T1,..., T} von Knotenmengen T;.
Lésung: Ein Netzwerk, so dass fiir alle © die Menge T; zusammenhdingend ist.

Maf3: Summe der Kantengewichte des Teilnetzwerkes.

Ziel: min.

Die Knoten der Menge V\ |JT; heiBen Steiner-Knoten. Agrawal, Klein und Ravi (JAKR91]) haben fiir

3
dieses Problem einen impliciten Primal-Dual-Algorithmus mit der Approximationsgiite 2 angegeben.

Lemma 2.50. Das Steiner- Wald-Problem ist ein Netzwerk-Problem CP(f) mit der folgenden Funktion

0 sonst

£(8) = {1 falls 3i mit O £ SNT; #T;

Beweis: Leicht. O

Satz 2.51 (Goemans, Williamson). FEs sei ein Netzwerk-Problem CP(f) mit einer bindren, properen
Funktion f gegeben. Der Algorithmus PDg ist ein Primal-Dual-Algorithmus mit der Approximationsgiite
2.

Beweis: Wir wissen schon, dass PDg fiir binére, propere Funktionen in Polynomialzeit ist. Wir wollen
Satz 2.39 benutzen und miissen fiir jede unzuléssige Losung X und minimale Erweiterung Y von X die
Ungleichung
Yo lYnas)<2vx)
SeV(X)

zeigen. Da [ proper ist, folgt nach Lemma 2.30, dass
V(X) = {C | C ist eine Zusammenhangskomponente von (V, X) mit f(C) =1}

ist. Wir definieren einen Graphen H = (Vi, Ep). Zu jeder Zusammenhangskomponente C,, in (V, X)
korrespondiert genau ein Knoten v in H. Zwei Knoten « und v sind in H adjazent, falls die zugehorigen
Zusammenhangskomponenten C,, und C,, in (VYY) eine gemeinsame Kante haben.

Wir 16schen in H alle Knoten mit Grad 0. Wir behaupten, dass fiir jedes Blatt v in H die Bedingung
f(Cy) =1 gilt. Denn sei v ein Blatt in H mit f(C,) = 0 und e die zu v inzidente Kante in H. Es sei D
die Zusammenhangskomponente in H, die den Knoten v enthélt. Da Y zuliissig ist, folgt f(D) = 0. Aus
Lemma 2.33 folgt f(D\C,) = 0. Da Y eine minimale Erweiterung ist, ist Y\{e} keine giiltige Losung
und die Zusammenhangskomponente C,, oder D\C, ist verletzt. Dies ist ein Widerspruch und wir haben
die Behauptung gezeigt.

Da H maximal |Vg| — 1 viele Kanten hat und jeder Knoten v € Vi mit f(C,) = 0 einen Grad groBer
gleich 2 hat, folgt

> Ynas) = > 6a @) = > 0u(v) - > |05 (V)]

SeV(X) VEVE:F(Cy)=1 vEVEH vEVH:f(Cy)=0
<2(|Vu|—1) =2(|Vu| = [V(X)]) = 2[V(X)| — 2.

Wir zeigen, dass fiir binére, propere Funktionen die Reihenfolge der Loschung egal ist.

Lemma 2.52. Fs sei X eine zuldssige und zyklenfreie Losung fir CP(f) mit einer bindren, properen
Funktion f. Weiterhin sei
Y :={ee X | X\{e} ist zulissig}.

Dann ist X\Y zulissig.
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Beweis: Es sei D eine Zusammenhangskomponenten von (V, X\Y). Es ist D C C fiir eine Zusammen-
hangskomponente von (V, X). Wir bezeichnen die Schnittkanten von D in X mit eq,...,e,. Durch
das Loéschen der Kante i zerfillt C in die zwei Zusammenhangskomponenten D; und C\D;. Ohne
Einschrankung der Allgemeinheit ist D C C\D;. Aus ¢; € Y folgt f(D;) = 0 (und f(C\D;) = 0).
D, D,...,Dy ist eine Partition von C. Es folgt f(C\D) = f(D1U...UDy) =0. Da auch f(C) = 0 ist,
folgt mit Lemma 2.33 f(D) = 0. Da fiir alle Zusammenhangskomponente D von (V, X\Y') die Bedingung
f(D) = 0 gilt, ist die Losung X\Y zuléssig. O

Das néchste Beispiel zeigt, dass sogar im Steiner-Wald-Problem die Approximationsgiite von PDg im
Allgemeinen mindestens 2 ist.

Beispiel 2.53. Wir betrachten das folgende Steiner- Wald-Problem.

Die Menge der Terminals sind alle Knoten, bis auf den mittleren Knoten a.

Der Algorithmus PDg erhoht alle dualen Variablen der Terminals um 1. Nun sind alle dufleren Kanten
dicht und es werden n — 1 viele duflere Kanten zur Liosung hinzugefiigt. Wir haben sie im Schaubild dick
markiert. Die Kosten dieser Lisung betragen pdg = 2(n — 1).

Die optimale Losung benutzt alle zu a inzidenten Kanten und hat die Kosten

opt =n(l+e¢€) — n fire— 0.

Es ist 5 )
M—>2fii7"n—>oo.

Wir betrachten jetzt ein Beispiel, welches wir spéter benttigen werden.

Beispiel 2.54. Es sei der folgende Graph gegeben.

S1 d tl
d d
d—e d—e
2 G2 as 2
i3 € 12
d+e d-+te
2 2
52 53

Die Paare (si,t;), i = 1,2,3 miissen verbunden werden und ai,aq sind Steiner-Knoten. Zum Zeitpunkt
t =0 sind die Mengen {s;},{t;}, i = 1,2,3 minimal verletzt.
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\

as 2

1
N
d
o | e
t3 € ta
d+te d+te
2 2

Zum Zeitpunkt t = d;E sind die Kanten (t3,as) und (as,t2) dicht und werden zur Losung hinzugefiigt.

. AV !
AN

d d
d—e d—e
2 N2 a‘( 2
i3 € 12
d+e d+e
2 2

Die neuen minimal verletzten Mengen sind nun {s1}, {t1}, {ts, a2}, {as,ta}, {s2} und {ss}:

y v )
AN

= N 4 =

[ V)

Zum Zeitpunkt t = % sind alle Kanten dicht. Ohne Einschrinkung wird die Kante {aa, as} mit Gewicht €
nicht gewdhlt. (Dies kénnen wir durch eine Gewichtsinderung auf e+ €' fiir ein kleines € > 0 erreichen.)

In der Lésung kann keine Kante geloscht werden.
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S1 131

S
S

T
[0}

N
N
\2\\// o

: | . :

d+e d-te

<:ji52:::><:::j3ji:>

pdg = Z CeXe = Bd

€

Der Wert der Lisung ist

und der Wert der dualen Variablen betrigt
> 1 (S)ys = 3d.
S

FEs ist
3d <5d<2-3d=6d

und PDg hat eine 2-Approximation berechnet. Die optimale Losung hat Kosten opt = 3d + € und ist im
folgenden Schaubild dargestellt.

s1 d 131
d d
d—e d—e
2 a2 a3 2
t3 € t2
d+e d+e
2 2
52 53

2.2.6 Allgemeine propere Funktionen

Es sei nun der Bildbereich von f wieder Z. Da unter Umstédnden
fmax 1= mSaXf(S)

nicht in Polynomialzeit berechenbar ist, nehmen wir an, dass fiax in der Eingabe kodiert ist. Wir 16sen
das Netzwerk-Problem CP(f) in fiax vielen Phasen fiir schwach-supermodulare Funktionen f.

Definition 2.55 (schwach-supermodular). Fine Funktion f : V — Z ist schwach-supermodular, falls
fiir alle Mengen S, T

1. f(SY+ f(T) < f(SUT)+ f(SNT) oder
2. f(S) + [(T) < f(S\T) + f(T\S)

1st.
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Die schwach supermodularen Funktionen enthalten die wichtige Familie der properen Funktionen.
Lemma 2.56. Jede propere Funktion f ist schwach-supermodular.

Beweis: Fiir die beiden Mengen S, T ist

f(S) < max{f(S\T), f(SNT)}

F(T) < max{f(T\S), f(SNT)}

F(S) = £(S9) < max{f(T\S), f(SUT))} = max{f(T\S), f(SUT)} und
(T)

Die Summation der beiden Gleichungen, die das Minimum von f(S\T'), f(T\S), f(SNT) und f(SUT)
enthalten, liefert die Behauptung. O

Problem 2.57 (Uberlebensfihige Netzwerke).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢) und eine Funktion r : {{u,v} | u,v € V,u # v} — Npy.

Lésung: Fin Teilnetzwerk, so dass fiir alle Knoten u,v, u # v mindestens 1, := r({u,v}) viele kanten-
disjunkte Weg von u nach v existieren.

Maj3: Summe der Kantengewichte des Teilnetzwerkes.

Ziel: min.

Lemma 2.58. Mit dem Satz von Menger kinnen wir das Problem des minimalen tberlebensfihigen
Netzwerkes als Netzwerk-Problem CP(f) mit der properen Funktion

S) = uv
f( ) uég%éST

beschreiben.

Beweis: Aus 1y, = 1y, folgt die Symmetrie von f.
Es seien S und T zwei disjunkte Mengen. Es ist

SUT) = w -
FSUT) = mmax T

Aus Symmetriegriinden konne wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit

max Tup = Max  Tue
u€SUT, vg SUT u€S,v¢gSUT

annehmen. Es folgt

SuT) = wo < uv — S).
JEUT)= | S5 < B e =1 )

Damit haben wir gezeigt, dass f proper ist. O

In jeder Phase wird eine Losung fiir die Mengen gebildet, deren Bedarf an Schnittkanten am groéften ist.
Nach fmax := maxg f(5) vielen Phasen haben wir dann eine zulédssige Losung gefunden. In der Phase 1
wird eine Teillosung X fiir die Mengen S mit

f(S) = fimax = mgxf(S)
gesucht. Das Problem reduziert sich dann auf das Netzwerk-Problem CP( f3) mit

fa=f —10x,(5)|-

und wir kénnen die Suche iterieren.

In Phase ¢ haben wir dann eine Lésung X; gefunden, die das Netzwerk-Problem CP(f;) mit der Funk-
tion f(S) — fmax + ¢ erfiillt. Beginnend mit einer properen oder schwachen-supermodularen Funktion
werden zeigen, dass in jeder Phase das zugehorige Netzwerk-Problem mit einer schwach-supermodularen
Funktion beschrieben werden kann. Insgesamt wird X7, .. eine 2H( fimax)-Approximation werden.
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Definition 2.59 (submodular). Fine Funktion g : P(V) — Z heifit submodular, falls fir alle Mengen
S und T

1. f(SY+f(T)> f(SUT)+ f(SNT) und
2. f(9) + f(T) = f(S\T) + f(T\S) ist.
Beispiel 2.60. Es sei G = (V, E) ein Graph und x € ZF eine nicht negative Kantenfunktion. Dann ist
f:P(V)—Z,S— Z Ze
e€8(5)
submodular.

Beweis: Wir definieren
0(5,T):={e={u,v} |ueS\T,veT\S}

und die Funktion

FrPV)XxPV) =R (ST)— >z

e€d(S,T)
fir die Mengen S, T C V. Es ist

f(S) = f(S\T,T\S) + f(S\T,(SUT)’) + f(SNT, T\S) + f(SNT,(SUT)®)
F(T) = f(T\S,S\T) + f(T\S,(SUT)) + f(SNT,S\T) + f(SNT,(SUT))
f(SNT) = f(SNT,S\T)+ f(SNT, T\S)+ f(SNT,(SUT))
f(SUT) = f(S\T,(SUT)) + f(T\S,(SUT)®)+ f(SNT,(SUT)®)
f(S\T) = f(S\T,T\S) + f(S\T,SNT)+ f(S\T,(SUT)®) und
f(T\S) = f(T\S,S\T)+ f(T\S,SNT)+ f(T\S,(SUT)®).
Es folgt
FE)+f(T) = f(SNT)+ f(SUT) +2f(S\T,T\S)
F(S) + f(T) = fF(S\T) + fF(T\S) + 2f(SNT,(SUT))
Aus
FS\T,T\S), f(SNT,(SUT)®) >0
folgt die Behauptung. O
Insbesondere ist fiir jeden Untergraphen G’ die Funktion |d¢/(-)| = > 1 submodular.

e€dgr ()
Lemma 2.61. Es sei f schwach-supermodular und g submodular. Dann ist f — g schwach supermodular.
Beweis: Es seien die beiden Mengen S, T C V gegeben.

1. Tm Fall £(S)+ f(T) < F(SOT)+ F(SUT) ist (f—g)(S)+(f —g)(T) < (f —g)(SOT)+(f —g)(SUT)
und

2. im Fall f(9)+ f(T) < f(S\T)+ f(T\S) ist (f =9)(S) + (f =9)(T) < (f =9)(S\T) + (f = g)(T\T).
O
In jeder Phase werden wir ein Netzwerk-Problem CP(h) fiir eine binére unkreuzbare Funktion 16sen.

Definition 2.62 (unkreuzbar). Eine Funktion h : P(V) — {0,1} heifit unkreuzbar, falls die folgende
Bedingung erfiillt ist. Aus h(S) = h(T) =1 fiir zwei Mengen S und T folgt

1. h(SNT)=h(SUT) =1 oder
2. h(S\T) = h(T\S) =1.
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Wie bei den vorherigen Funktionen fiir Netzwerk-Probleme setzen wir immer h(V'), h()) < 0 voraus.

Beispiel 2.63. Es sei ein Netzwerk G = (V, E, c¢) und zwei Knoten s,t gegeben. Die Funktion (2.14)

0 sonst

h(S):—{l fallssES,tgéS,

die das Problem des kiirzesten Weges formuliert, ist unkreuzbar.

Beweis: Es sei h(S) = h(T) = 1 fiir zwei Mengen S und T'. Somit ist s € S,T und es ist t ¢ S,T. Es
folgt s€e SNT,SUT und t ¢ SNT,SUT und h(SNT)=h(SUT) = 1. O

Lemma 2.64. Jede bindre propere Funktion f ist unkreuzbar. Aus disjunkt-dominiert folgt im Allgemei-
nen nicht unkreuzbar.

Beweis: Es sei f(S)= f(T)=1. Es ist

1= f(5) < max{f(S\T), f(SNT)}
1= f(T) < max{f(T\S), f(SNT)}
1= f£(89) < max{f(S\T), (ST NT)} = max{f(T\S), F(SUT)}
1= f(T°) < max{f(T\S%), f(S° NT)} = max{f(S\T), f(SUT)}.

Durch Betrachtung der beiden Gleichungen, die das Minimum von f(SNT), f(SUT), f(S\T) und
f(T\S) enthilt, folgt die erste Behauptung.

Essei V ={1,2,3} und f(1,2) = f(2,3) = f(2) =1 und 0 sonst. Diese Funktion ist disjunkt dominiert,
aber nicht unkreuzbar fiir die beiden Mengen S = {1,2} und T = {2, 3}. O

Lemma 2.65. Die minimalen verletzten Menge einer unkreuzbaren Funktion h einer unzuldssigen Teil-
losung X sind disjunkt.

Beweis: Annahme es existieren zwei nicht disjunkte minimal verletzte Mengen S und T. Es ist h(S) =
MT) =1 und §x(S) = dx(S) = 0. Aus der Submodularitit von |§x (-)| folgt

1. 5x(SﬂT) = 6x(SﬂT) = () und
2. 6x(S\T) = 6x(T\S) = 0.
Aus der Unkreuzbarkeit von h folgt mindestens einer der beiden folgenden Fille.

1. Im Fall h(SNT) = h(SUT) = 1 ist die Menge SNT eine echte Teilmenge von S und 7', die verletzt
ist.

2. Im Fall h(S\T) = h(T\S) = 1 ist die Menge S\T eine echte Teilmenge von S, die verletzt ist.
Beide Fille erzeugen einen Widerspruch und somit ist die Behauptung bewiesen. O

Dieses Lemma hat gezeigt, dass es in jeder Phase nur polynomiell viele minimale verletzte Mengen geben
kann. Leider sind die minimalen Mengen im Allgemeinen nur schwer zu berechnen. So ist zum Beispiel
die Funktion, die nur fiir eine Menge S den Wert 1 hat, unkreuzbar. Das Suchen dieser Menge S durch
Probieren wiirde exponentiell lange dauern. Wir nehmen daher an, dass ein Orakel fiir CP(f) existiert,
welches in einem Zeittakt alle minimalen verletzten Mengen mit f(S) = fmax zu einer (unzuldssigen)
Losung X ausgibt. Fiir propere Funktion ist ein Orakel in Polynomialzeit mit Hilfe Gomory-Hu-Schnitt-
Berechnungen gegeben (sieche [GGW98]).

Lemma 2.66. Es sei f > 0 schwach supermodular und fumax := maxg f(S). Die Funktion

1 falls £(S) = funax

0 sonst

h:P(V)—Z, h(S):= {
ist unkreuzbar.
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Beweis: Es sei h(S) = h(T) =1 fiir die beiden Mengen S und 7. Es folgt f(S) = f(T) = fmax. Im Fall
FS)+£(T) < f(SNT)+ f(SUT) folgt fF(SNT)+ f(SUT) > 2 fimax. Somit ist f(SNT) = f(SUT) = fmax
und A(SNT) = h(SUT) = 1. Der andere Fall ist analog. (Da f(V), f(#) < 0 ist, folgt auch h(V),
h(0) <0.) O

Wir zeigen nun, dass ein Primal-Dual-Algorithmus mit Approximationsgiite 2 fiir unkreuzbare Funktio-
nen h existiert.

Definition 2.67 (Zeuge, Zeugenfamilie). FEs sei ein Netzwerk-Problem CP(h) mit einer unkreuzbaren
Funktion h gegeben. Weiterhin sei X eine unzulissige Losung, V(X)) die Familie der minimalen verletzten
Mengen und Y eine minimale Erweiterung von X. Eine Menge S C V ist ein Zeuge der Kante

e c U 5y(C),

CeV(X)
falls
1. h(S) =1,
2. 0y (S) = {e} und
3. fir alle C € V(X) ist C C S oder CNS =10
ist. S CP(V) ist eine Zeugenfamilie, falls S aus Zeugen besteht und fiir jede Kante
ee |J (O
Cev(X)
genau ein Zeuge S, € S existiert.

Lemma 2.68. FEs sei ein Netzwerk-Problem CP(h) mit einer unkreuzbaren Funktion h gegeben. Wei-
terhin sei X eine unzulissige Losung, V(X)) die Familie der minimalen verletzten Mengen und Y eine
manimale Erweiterung von X. Dann existiert eine Zeugenfamilie.

Beweis: Da fiir alle e € X und S mit e € §(S5) die Bedingung S nicht verletzt ist, ist jede Kante
ee U dy(C)in Y\X.DaY eine minimale Erweiterung von X ist, wiirde das Loschen einer Kante

Ccev(x)
e € Y\X eine Bedingung S, verletzen. Es ist somit h(S.) = 1 und dy(S.) = {e}. Da jedes C € V(X)
minimal verletzt bzgl. X ist, folgt C C S, oder CN S = (. O

Definition 2.69 (laminar, kreuzen). Eine Familie S von Mengen heifst laminar, falls fiir alle Mengen
S, TeS

1. SCT,
2. T CS oder
3.5NT =10

ist. Falls S nicht laminar ist, dann existieren zwei Mengen S und T, die sich kreuzen, das heifit es ist

SET, TEZS und SNT # 0.

Lemma 2.70. Es sei ein Netzwerk-Problem CP(h) mit einer unkreuzbaren Funktion h gegeben. Wei-
terhin sei X eine unzulissige Losung, V(X) die Familie der minimalen verletzten Mengen und Y eine
minimale Erweiterung von X. Dann existiert eine laminare Zeugenfamilie.

Beweis: Nach Lemma 2.68 existiert eine Zeugenfamilie S. Falls in § zwei Mengen S und T existieren,
die sich kreuzen, entkreuzen wir diese. Aus h(S) = h(T) =1 folgt

WS NT)=h(SUT) =1 oder h(S\T) = H(T\S) = 1.

Im ersten Fall ersetzen wir S und T durch SNT und SUT und im zweiten Fall durch S\T und T\S.
Dadurch verringert sich die Anzahl der sich kreuzenden Mengen. Denn falls die Menge A die Menge

36



S und T kreuzt, dann kreuzt A maximal zwei der neuen Mengen. Falls A die Menge S kreuzt und
A & T ist, dann kreuzt A nicht die Menge S NT und T\S. Falls A die Menge S kreuzt und A C T ist,
dann kreuzt A nicht die Menge S UT und S\T. Durch das Entkreuzen der Mengen S und 7' verringert
sich die Anzahl der kreuzenden Mengen mindestens um eins. Wir miissen noch zeigen, dass die Zeugen-
Eigenschaft erhalten bleibt. Die Eigenschaft h(S) = 1 bleibt klarerweise erhalten. Es seien zwei Kanten
e; und ez mit den zwei sich kreuzenden zugehorigen Zeugen Se, und S, gegeben. Wir nehmen an, dass
wir uns im Fall
h(Se, NSe,) = h(Se, USe,) =1

befinden. Aus der Submodularitét von |dy (+)| folgt
2= |5Y(S81) + 5Y(S€2) 2 |6Y(S€1 N S82)| + |5Y(S81 U Sez)|'

Da Y zuldssig ist folgt [0y (Se; N Sey)| = 1 und |dy (Se, U Se,)| > 1. Insgesamt ist [0y (Se, N Se, )| = 1
und |0y (Se, U Se,)| = 1 Die Mengen S, NS, und S, U S, sind verletzt und somit ist jede minimale
verletzte Menge eine Teilmenge oder disjunkt von den Mengen. Der Fall h(Se,\Se,) = h(Se,\Se,) = 1
ist analog. Durch Iterieren erhalten wir eine laminare Zeugenfamilie. O

Wir fiigen zu einer laminaren Zeugenfamilie S die Menge V' hinzu und koénnen den folgenden Baum
B = (Vp, Ep) definieren. Die Knotenmenge ist

Vg :={vs | SeSU{V}}

Falls T' die minimale echte Obermenge von S ist, so sind die beiden Knoten vg und vy durch die
ungerichtete Kante in e = {vg,vr} € Ep verbunden. Fiir jede minimal verletzte Menge C' existiert eine
minimale Menge S in S U {V} mit C C S. Wir sagen, dass C' zu dem Knoten vg korrespondiert und
nennen den Knoten vg aktiv.

Lemma 2.71. Der Baum B hat hichstens ein nicht aktives Blatt.

Beweis: Nur V' und minimale Mengen von S kénnen Blatter definieren. Jede minimale Menge S von S
ist verletzt und enthélt deswegen eine minimal verletzte Menge C' und ist somit aktiv. Der Knoten vy
koénnte nicht aktiv sein. O

Beispiel 2.72. Entgegen der Behauptung in [WGMV95] kann vy ein Blatt und inaktiv sein. Es sei
der Graph G = (V,{e}) mit der Knotenmenge V = {s,t} und einer einzigen Kante e = {s,t} mit den
Kantenkosten c. = 1 gegeben. Die Funktion

£(8) = {1 falls S = {s}

0 sonst

ist unkreuzbar (siehe Beispiel 2.63). Die einzige verletzte Menge beziiglich X = () ist C = {s}. Die einzige
minimale Erweiterung ist Y = {e} und & = {C'} ist eine laminare Zeugenfamilie. Der Baum B besteht
nur aus den beiden Bldttern yo und yy. Der Knoten yc ist aktiv und der Knoten yy ist nicht aktiv.

Wir zeigen auch, dass V' ein aktives Blatt sein kann. Wir betrachten wieder den obigen Graphen G. Die

Funktion
1 ll tH =1
h(S) = { Jalls |5 0 (s, 1}]
0 sonst

ist unkreuzbar. Zu X = 0 ist Y = {e} die einzige minimale Erweiterung. Die beiden Mengen {s} und
{t} sind minimal verletzt und S = {{s}} ist eine laminare Zeugenfamilie. Das Blatt yy ist durch die
minimale verletzte Menge {t} aktiv.

Lemma 2.73. Es sei vg aktiv und C die zugehorige korrespondierende aktive Menge. Es ist

08(vs)| = [y (C)].
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01 Xo— 0
02 FUR p < 1 BIS fmax
03  gp— [—10x,,()

1 falls S) = max T
04 hp(S) . gp( ) 1 9;0( )
0 sonst

05 E,— E\ X,

06 Es sei X die von PDg berechnete Lésung beziiglich des Graphen (V,E,) und
der unkreuzbaren Funktion h,.

07 X,— X,1U X

08 Ausgabe Xy

Abbildung 2.5: Der Algorithmus GW

Beweis: Wir betrachten die folgende bijektive Abbildung

5y(C) i S i EB
e — Se — (vs,,vr),

wobei S, den Zeugen zu e in § und 7' die echte minimale Obermenge von S. im S bezeichne. Es sei
e € oy (C). Wir befinden uns in einem der beiden Fille.

1. Die Menge S, enthilt die Menge C. Falls C' zur Menge S’ # S korrespondiert, folgt S’ C S und
e € §(5"). Die Menge S’ wiire auch ein Zeuge fiir e. Dies ist ein Widerspruch. Also korrespondiert
C zu S..

2. Die Menge S, enthilt nicht die Menge C. Da T kein Zeuge von e ist, folgt C C T'. Falls C' zur
Menge T’ # T korrespondiert, folgt S C T”, da T” kein Zeuge fiir die Kante e ist. Weiterhin ist
T’ C T und T’ wiire die minimale Obermenge von S. Also korrespondiert C' zu T'.

Da C zu S, oder T korrespondiert, ist S = S, oder S =T und es folgt die Behauptung. O

Satz 2.74. Es sei ein Netzwerk-Problem CP(h) mit einer unkreuzbaren Funktion h gegeben. Der Algo-
rithmus PDg ist eine 2-Approzimation.

Beweis: Es sei X eine unzuldssige Losung und Y eine minimale Erweiterung von X. Nach Lemma 2.71
haben alle nicht aktiven Mengen mindestens den Grad 2, bis auf ein Blatt. Es ist

> 16(vs)| > 2(|[Vs| — [V(X)] — 1) + 1.

vs€VR:vg ist nicht aktiv

Es folgt

> v < >, o5(vs)| = Y 16(vs)] - > [0(vs)

CeV(X) vg€VR:vg ist aktiv vs€VE vs€VR:vg ist nicht aktiv

<2(|Vel = 1) =2(JVa| = [V(X)| = 1) =1 =2[V(X)| - 1
und mit Satz 2.39 die Behauptung. O

Wir kehren jetzt zu einer properen Funktion f zuriick. Wir lésen CP(f) durch den folgenden Algorithmus
GW in Abbildung 2.5. Da die unkreuzbaren Funktionen eine Teilfamilie der schwach-supermodularen
Funktionen sind, kénnen wir die Mengen S mit f(S) = fmax im Allgemeinen nicht in Polynomialzeit
berechnen. Wir gehen davon aus, dass ein Orakel existiert, welches zu einer (unzuliissigen) Losung alle
minimalen verletzten Mengen S mit f(S) = fmax ausgibt. Fiir propere Funktionen existiert solch ein
Orakel in Polynomialzeit (siche [GGW98]). max gp (T') ist zu Beginn fiax und wird in jeder Phase genau

um eins dekrementiert.
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Lemma 2.75. Es sei Xp_1, die von GW in Phase p — 1 berechnete Teillésung und (x,y) die von PDg
bzgl. hy, und E, berechnete Lésung. Weiterhin set

>oys firee X,
Ze 1= { S:e€d(S)

0 sonst

Dann ist (y, z) eine zulissige Losung von DP(f) mit
Z Re = Z(f(s) — fmax +p—1)ys
eckE S
Beweis: Zur Erinnerung es ist DP(f)
Z f(S)ys — Z Ze — max
SCV eckE

Z ySSCe+Zeuve€E
S:e€d(S)

y,z > 0.

und der Algorithmus PDg berechnet eine Losung von DP(h),)
Z hp(S)ys — max
scv

Z ys < ce,Ve € By
S:e€d(S)

y>0.

Fiir e € X,_; ist nach Definition von z.

Z Ys < Ce + 2e

S:e€6(S)
und fiir e € E\X,_1 = E, ist
Z ys < cCe.
S:e€d(S)

Es ist

Doze= Y > ys= Iox, . (9lys

ecE e€Xp—1 S:e€d(S) S
Aus ys > 0 folgt hy(S) = 1 und g,(S) = fmax —p + 1. Da auch g,(S) = f(S) — |dx,_, (S)] ist, folgt
10x,_,(S)] = f(S) = fumax +p — 1 und die Behauptung. O

Satz 2.76. Der Algorithmus GW berechnet fiir schwach-supermodulare Funktionen f eine 2H(fmax)-
Approzimation, wobei H(n) die n-te harmonische Zahl ist.

Beweis: Es sei ys die von PDg in Phase p berechnete duale Losung. Nach Lemma 2.75 ist
Opt DP >Zf yS_ZZe Z +fmax p+1)yS:Z(fmax_p+1)ZyS-
e S S

Durch Summation iiber alle Phasen und mit Satz 2.74 folgt

fmax

> 6 =2) 7 0ptDP(F)) = 2H(fums) oDH(DP (1)

€€X frax

und die Behauptung. [l
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01 X « 0

02 g f

03 SOLANGE g £ 0:

04 Fe B\ X

05 Finde eine optimale Punkt-Lésung z fiir LP(g) bzgl. G = (V,F).
06 Ey={e| ze> 3}

07 X+« XU FE

08 g 9—10p
09 AUSGABE X

Abbildung 2.6: Der Algorithmus von Jain

2.3 Der Algorithmus von Jain

Wir betrachten nun den Algorithmus von Jain [JaiOl] fiir das gleiche Problem. Dieser Algorithmus
berechnet eine optimale Losung des relaxierten primalen Problems. In dieser Losung werden alle e mit
Te > % auf 1 gerundet. Dieser Vorgang wird dann auf dem Restnetzwerk fortgesetzt. Der Algorithmus
ist in der Abbildung 2.6 angegeben. Um in Zeile 05 eine optimale Losung zu finden, benutzen wir die
Ellipsoid-Methode. Daher nehmen wir an, dass ein Separationsorakel fiir CP(f) existiert. Fiir propere
Funktionen f existiert ein Orakel in Polynomialzeit. Die Schleife in 03 wird verlassen, wenn die Losung
zuléssig ist und kann somit mit Hilfe des Separationsorakels iiberpriift werden. Eine optimale Losung ist
eine optimale Punkt-Losung, wenn die Losung |E| linear unabhéngige Nebenbedingungen mit Gleichheit
erfiillt. Daher konnen wir mit dem folgenden Algorithmus eine optimale Losung in eine optimale Punkt-
Losung wandeln.

01 SOLANGE x keine Punkt-Losung ist:

02 Es sei U der affine Raum der Nebenbedingungen die mit Gleichheit bzgl. der
Lésung x erfiillt sind.

03 Wéhle eine Gerade aus U die durch z geht.

04 Finde einen der Endpunkte y der Gerade, die das Polyhedron schneiden.

05 Ty

Wir zeigen, dass sich das Separationsorakel fiir f auf g iibertragt.

Lemma 2.77. Es sei [ schwach supermodular und ein Separationsorakel fir LP(f) des Netzwerkes
G = (V,E,C) gegeben. Fiir X C E existiert ein Separationsorakel fiir LP(f — |0x(-)|) des Netzwerkes
G = (V,E\X,c).

Beweis: Es sei T € RE\X eine (unzuliissige) Losung von CP(f — |6x(-)|). Weiterhin sei 2 € [0,1]7 der
Vektor 7, der in allen Koordinaten e € X\ E mit 1 erweitert wurde. Es ist T das Bild von z beziiglich
der Projektion ~: RF — RF\X, Der Vektor Z erfiillt genau dann

Y T > f(S) - 6x (), VS CV
666E\X(S)

wenn der Vektor x

Y me = f(S)VSCV
e€dp(S)

erfiillt. Falls das Orakel von f eine x und den Losungspolyeder von CP(f) trennende Hyperebene ausgibt,
dann trennt die Projektion der Hyperebene auf R¥\X den Vektor Z und den Losungspolyeder von CP(f —
[6x(-)]). Die projektierte Hyperebene ist wieder eine Hyperebene. O

Satz 2.78. Es sei x eine optimale Losung von LP(f) und Ey = {e | ze = 1}. Falls Y eine ganzzahlige

Lésung von LP(f — |0g, (1)) mit Wert kleiner gleich 2 opt(LP(f — |0, (+)])) ist, dann ist Y U Ey eine
2 2

ganzzahlige Lisung von LP(f) mit Wert kleiner gleich 2 opt(LP(f)).
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Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass Y U E 1 eine ganzzahlige Losung von LP(f) ist.  eingeschriankt auf

R”\P} st auch eine Losung von LP(f — |0g, (+)]) und es folgt
2

Opt(LP(f ~ 165, ()]) < opULP(f) = 3 et

ecE
2

und

20pt(LP(f)) > 20pt(LP(f = [dm, ()) + D cc2ze.

ecE
2

Noch Voraussetzung ist 20pt(LP(f — [0, ()|)) = X cc und fiir e € Ey ist 2z, > 1. Deshalb folgt
2 ecY

20pt(LP(f)) > D et Y ce

ecY ecE
2

und die Behauptung. (|
Korollar 2.79. Die IP-Liicke von CP(f) betrdgt fir schwach supermodulare Funktionen f genau 2.

Beweis: Der obige Satz zeigt, dass die IP-Liicke hochstens 2 ist. Lemma 2.44 zeigt die andere Richtung.
O

Es bleibt noch zu zeigen, dass der obige Algorithmus terminiert. Dafiir miissen wir sicherstellen, dass
jede optimale Punkt-Losung z mindestens eine Kante e mit x. > % besitzt. Wir verweisen hierfiir auf
[Jai01].
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Kapitel 3

Prioritiats- und Stapel-Algorithmen

3.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel betrachten wir das Modell der Prioritéits- und Stapel-Algorithmen. Durch die Einfiih-
rung eines Gegners erhalten wir untere Schranken fiir den kompetitiven Faktor dieser Algorithmenklassen.
Viele bekannte Greedy-Algorithmen wie die Algorithmen von Kruskal, Prim oder Dijkstra sind Stapel-
Algorithmen. Weiterhin gehéren die Primal-Dual [GW95], [GW97], [Wil02] die Local-Ratio-Algorithmen
[BYBFR04] und Dual-Fitting-Algorithmen [FR04], [J]MM™03] zu den Stapel-Algorithmen. Das Modell
der Prioritéits-Algorithmen wurden von Borodin, Nielson und Rackoff [BNR02] und Angelopoulos und
Borodin [AB04] entwickelt und von Davis und Impagliazzo [DI0O5a], [DI0O5b] auf Graphen erweitert.
Borodin, Cashman und Magen [BCMO05] haben die Prioritits-Algorithmen zu den Stapel-Algorithmen
erweitert. Wir werden hier beide Modelle und einige Resultate aus den oben genannten Artikeln vorstellen
und erweitern. Die Prioritéits/Stapel-Algorithmen erfiillen die folgenden Punkte:

e Die Instanz oder Teile der Instanz werden in eine Menge von Eingabedaten zerlegt.

Die Ausgabe des Algorithmuses ist eine Menge von Entscheidungen. Jede Entscheidung wird iiber
ein einzelnes Eingabedatum gemacht und jedes Eingabedatum der Instanz wird entschieden.

Der Algorithmus definiert eine totale Ordnung auf allen méglichen Eingabedaten und

betrachtet die Eingabedaten in der Reihenfolge dieser Ordnung.

Beim Treffen der Entscheidung kennt der Algorithmus nur das aktuellen Eingabedatum und alle
vorherigen Eingabedaten mit den zugehorigen Entscheidungen.

Bei Greedy-Algorithmen ist die Ordnung durch die Kosten der Eingabedaten definiert. Bis auf Punkt
drei treffen auch alle Punkte fiir Online-Algorithmen zu. Bei Online-Algorithmen ist die Ordnung kano-
nisch durch die Ankunftszeiten der Eingabedaten definiert. Daher stammen viele der folgenden Begriffe
aus diesem Bereich (siche [BEY98] fiir einen guten Uberblick). Ein fester Prioritiits/Stapel-Algorithmus
definiert zu Beginn des Algorithmuses die Ordnung und verwendet in jeder Iteration die gleich Ordnung.
Ein adaptiver Prioritits/Stapel-Algorithmus kann in jeder Iteration eine neue Ordnung definieren. Ein
Stapel-Algorithmus fiihrt zuséitzlich in der End-Phase einen inversen Loéschschritt durch, welcher sicher-
stellt, dass die Losung minimal bzgl. der Inklusion ist.

Wie die Instanz in Eingabedaten zerlegt ist problemabhéngig und es gibt Probleme, in denen es meh-
re Moglichkeiten der Definition der Eingabedaten gibt. Wir werden daher bei den Problemen folgende
Notation verwenden, die wir am Beispiel des Steiner-Waldes-Problems verdeutlichen.

Problem 3.1 (Steiner Wald).

Instanz: Hier wird die Instanz beschrieben. Beim Steiner-Wald-Problem ist es ein Netzwerk G = (V, E, ¢)
und eine Familie von Terminalmengen T; C V.

FEingabe: Die Fingabedaten sind dem Algorithmus nicht bekannt und werden in Reihenfolge der vom
Algorithmus gewdhlten Ordnung prasentiert. So sind die Eingabedaten beim Steiner- Wald-Problem die
Kanten e mit den zugehorigen Kosten c..
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EINGABE:/ = {y1,.... 7} C T

AUSGABE: Lésung S = {(y,0i) | i=1,..,n}

015 « 0

021 «— 0

03 Widhle eine totale Ordnung < auf I'.

04 Ordne [ entsprechender totalen Ordnung I = {V() < VYr(141) < -+ < Vr(n)} -
05 SOLANGE I # (:

061 «— [+1

07 Wahle o, fir das kleinste unentschiedene Eingabedatum 7,(; basierend
08 auf 7 und den vorherigen Eingabedaten und Entscheidungen (vﬂ(i),aﬂ(i)), i <l.
09 S = SU{(v=w»oxy}

10 T — DNyl

11 AUSGABE: S

Abbildung 3.1: Der feste Prioritéts-Algorithmus

EINGABE: I ={v1,..,"n}C T

AUSGABE: Lésung S ={(y,0y) | i=1,..,n}

015 «— 0

021 «— 1

03 SOLANGE I # (:

04 I — [+1

05 Wahle eine totale Ordnung <; auf I' basierend auf den vorherigen betrachteten
06 Eingabedaten und Entscheidungen (Wﬂi(i),om(i)), 1 <l.

07 Ordne I entsprechend der Ordnung <;: I = {vr1) <i .. <1 Ym(n)}

08 Wahle o, ;) fir das kleinste unentschiedene Eingabedatum 7, ;) basierend auf
09 Ym (1) und den vorherigen Eingabedaten und Entscheidungen (”ym(i),am(i)), i <l.
10§ « S U{(mw:onw)}

11 I — I\{/}/Trl(l)}

12 AUSGABE: S

Abbildung 3.2: Der adaptive Prioritdts-Algorithmus

Information: Unter diesem Punkt werden die Teile der Instanz angegeben, die dem Algorithmus bekannt
sind. Beim Steiner- Wald-Problem ist es die Familie der Terminalmengen.

Entschetdung: Im Steiner- Wald-Problem gibt die Entscheidung o. an, ob eine Kante e akzeptiert oder
abgelehnt wird.

Loésung: Ist eine Teilgraph von G, in dem fir alle © die Terminalmenge T; zusammenhdngend ist.
Majs: Ist in diesem Fuall, die Summe der Kantengewichte des Teilgraphens.

Ziel: min

Falls die Entscheidung Akzeptieren und Ablehnen ist, werden wir sie meistens nicht angeben. In den
Abbildungen 3.1 und 3.4 sind die Prioritéits-Algorithmen dargestellt.

Bei den Prioritéts-Algorithmen haben wir die Entscheidungsmoglichkeiten nicht eingeschrinkt, um
Probleme wie zum Beispiel Vertex Coloring behandeln zu kénnen. Fiir die Stapel-Algorithmen miissen wir
leider die Entscheidungen o; € {0, 1} auf Ablehnen und Annehmen einschréinken. Die Stapel-Algorithmen
16schen vor der Ausgabe der Loésung noch iiberfliissige Elemente in umgekehrter Reihenfolge mit einem
inversen Loschschritt. Sie sind in Abbildung 3.3 und 3.4 dargestellt.

Satz 3.2. Die Primal-Dual-Algorithmen sind adaptive Prioritits-Algorithmen und die Primal-Dual-
Algorithmen mit einem inversen Ldoschschritt sind adaptive Stapel-Algorithmen.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung nur fiir Primal-Dual-Algorithmen mit einem inversen Loschschritt.
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EINGABE: I ={y1,...,7n} C T
AUSGABE: Losung S C [
015 «— 0
021 « 1
03 Wahle eine totale Ordnung < auf I'.
04 Ordne I entsprechend der totalen Ordnung I = {7V;() < Vra41) < o < Yr(n) ) -
05 SOLANGE I # 0:
06 I — [+1
07 Wahle o0,(;) fir das kleinste unentschiedene Eingabedatum 7, basierend
08 auf 7.y und den vorherigen Eingabedaten und Entscheidungen (”yﬂ(i),aw(i)), i <l.
09 FALLS o,y =1 DANN S « SU{’yﬂ(l)}
10 1 — I}
11 FUR [=n BIS 1
12 FALLS S\{7Vr)} zulédssige Losung ist S «— S\{vr)}
13 AUSGABE S

Abbildung 3.3: Der feste Stapel-Algorithmus

EINGABE: [ = {vi,...,7} C T

AUSGABE: Lésung S = {(y,04) | i=1,..,n}

015 «— 0

021 «— 1

03 SOLANGE I # (:

04 I — I+1

05 Wahle eine totale Ordnung <; auf I' basierend auf den vorherigen betrachteten
06 Eingabedaten und Entscheidungen (Wﬁi(i),om(i)), 1 <.

07 Ordne I entsprechend der Ordnung <;: I = {vr1) <i ... <1 Ym(n)}

08 Wahle oy, () fir das kleinste unentschiedene Eingabedatum ~;, () basierend auf
09 Vm (1) und den vorherigen Eingabedaten und Entscheidungen (”ym(i),am(i)), i <l.
10 FALLS o, =1 DANN S «— SU{vru}

11 . I — I\{/}/Trl(l)}

12 FUR [=n BIS 1

13 FALLS S\{7Vr,)} zuldssige Losung ist S «— S\{v~)}

14 AUSGABE: S

Abbildung 3.4: Der adaptive Stapel-Algorithmus
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0185 « 0

02y «— 0

031 «< 0

04 SOLANGE S unzuldssig ist:

05 I — 1+1

06 V «— {i| (Ax); <b;} (die Menge der verletzten Bedingungen)
07 Erhéhe y; fir alle ¢ € V bis ein j mit (A'y); =¢; existiert.
08 S « Su{j

09 FUR j=1 BIS 1

10 FALLS S\{z;} zul&ssige Lésung ist DANN S «— S\{z;}

11 AUSGABE S

Abbildung 3.5: Der Primal-Dual-Algorithmus mit einem inversen Loschschritt fiir CP.

Der andere Fall folgt analog. Wir wollen folgendes allgemein formulierte Covering-Problem CP losen:

c-x — min
Ax >b
x € {0,1}"

Im Kontext eines Stapel-Algorithmuses lautet es:

Instanz: Eine nicht negative Matrix A und nicht negative Vektoren b und c.

Eingabe: (z;,c;)

Informationen: Der Algorithmus kennt die Matrix A und den Vektor b.

Entscheidung: Annehmen oder Ablehnen von x;.

Losung: {z € {0,1}" | Az > b}.

Maf3: ¢ - z.

Wenn wir die Bedingung = € {0,1}" zu « > 0 relaxieren, erhalten wir das folgende duale Programm DP.

b-y — max
Atygc
y=0

In Abbildung 3.5 ist der Primal-Dual-Algorithmus mit einem inversen Loschschritt dargestellt. Mit wel-
cher Geschwindigkeit die y; in Zeile 07 erhoht werden, ist vom jeweiligen Algorithmus abhéngig und
es konnen auch y; existieren, die die Geschwindigkeit null haben und somit nicht erh6ht werden. Der
charakteristische Vektor x = 1g zu S ist dann eine Losung des Integer-Programms.

In jedem Schleifen-Durchgang wird durch die Erhohung der y; in Zeile 07 durch den Zeitpunkt, wann
(Aty); = ¢; gilt, eine Ordnung auf den Eingabedaten (z;,c;) definiert. (Bei Gleichheit des Zeitpunktes
ist durch die Wahl des Algorithmuses die Ordnung definiert.) Das kleinste (x;, ¢;) wird dann akzeptiert
und sobald die Losung zuléssig wird, werden die verbleibenden unentschiedenen x; implizit abgelehnt.
Die letzen Schritte des Primal-Dual-Algorithmuses sind offensichtlich ein inverser Loéschschritt und es
folgt damit die Behauptung. O

Analog kénnen wir zeigen, dass die Dual-Fitting-Algorithmen (siche [JMM'03] und [FR04]) auch adap-
tive Stack-Algorithmen sind. Wir definieren nun das adaptive Spiel zwischen einem Stapel-Algorithmus
ALG und einem Gegner ADV fiir Minimierungsprobleme. Es ist in Abbildung 3.6 dargestellt. Die Indices
an den Mengen dienen nur fiir spétere Beweiszwecke und konnen weggelassen werden. Analog werden
feste/adaptive Prioritéts/Stapel-Spiele definiert.

Satz 3.3. Wenn ein adaptiven Stapel-Algorithmus mit Approzimationsfaktor o existiert, dann existiert
eine Gewinnstrategie A im obigen Spiel.

Beweis: Dieser Beweis erfolgt analog zum Beweis in [DI05a] fiir ein Spiel um eine fest vorgegebene
endliche Menge von Instanzen. Dort wird auch die Umkehrung bewiesen, die wir in unserem Spiel nicht
beweisen kénnen. Es sei ADV ein Gegner mit partieller Startinstanz I';. Wir zeigen die Existenz einer
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01 I; — O (I wird die Instanz)

02 S;« 0 (S wird die berechnete Lésung von A)

031+ 0

04 ADV wahlt ein endliches I'1' C T

05 SOLANGE I'j;q # 0

06 l+— I+1

o7 A w#hlt Eingabedatum 7; € I'; und Entscheidung oj.
08 I — LU{y}

09 S = SU{(w,o)}

10 ADV wahlt 'y C F[\ {’71}.

11 FUR j =1 BIS 1

12 FALLS S\{z;} zuldssige Losung ist:

13 S — S\{)

14 ADV w&hlt eine Lésung Sapy bzgl. der Instanz [

15 FALLS Sppv keine zul&dssige Losung oder [ keine zul&dssige Instanz ist, gewinnt A
16 FALLS S keine zulissige Ldsung ist, gewinnt ADV

17 FALLS o > c(5) ist, gewinnt A sonst gewinnt ADV.

c(Sapv)

Abbildung 3.6: Das adaptive Stapel-Spiel

Strategie mit der folgenden Invariante. Fiir jede Iteration [ und fiir alle Instanzen I mit I; C I und
I\I; C T entsprechen die [ — 1-ten von der Strategie A gewé#hlten Eingabedaten mit Entscheidungen
(vi,04) € Si den ersten [ — 1-ten vom Algorithmus gewihlten Eingabedaten mit Entscheidungen bzgl.
der Instanz I.

In der Iteration 1 gilt die Invariante, da noch keine Eingabedaten gew#hlt wurden. Wir zeigen den
Induktionsschritt von [ auf [ + 1. Es sei in der Iteration [ im Spiel

Iy ={v,..,m-1}

und
Sl = {(717 01)7 ) (’Yl—luo-l—l}
gegeben und I'; die vom Gegner gestellte Instanz. Der Algorithmus definiert bzgl. der Menge S; eine

Ordnung auf I';. Es sei «; das kleinste Element von I'; bzgl. dieser Ordnung. Fiir ; trifft der Algorithmus
eine Entscheidung o;. Die Strategie A wéhlt auch (v, 0;). Es ist

Iipr = {7, i}

und
Si+1 ={(71,01)s -, (v, 00) }

und der Gegner wihlt ein Ty C T\ {v}.
Fiir alle Instanzen I mit I;11 C I und I\I;4; C T';yq gilt trivialerweise I; C I. Weiterhin ist

NL ST Uy} ST u{y} =Ty

Nach Induktionsvoraussetzung sind die [ — 1-ten von der Strategie gewéhlten Eingabedaten mit Entschei-
dungen (v;,0;) € S; gleich den vom Algorithmus gewiihlten Eingabedaten mit Entscheidungen bzgl. der
Instanz I.
Nach Definition wurde v; von ALG bzgl. T'; und S; im Schritt [ gewiihlt. Da v € I\I; C T} ist, wird
von ALG auch bzgl. der Instanz I gewéhlt. Es folgt die Invariante.
Falls ADV keine giiltige Instanz I konstruiert, hat die Strategie A gewonnen. Im anderen Fall hat die Stra-
tegie A durch die Invariante die Kosten des Algorithmuses ¢(ALG(I)). Da ALG ein a-Approximationsal-
gorithmus ist, folgt

¢(ALG(I)) < ac(OPT(I)) < ac(ADV(I))

und die Strategie A hat das Spiel gewonnen. O
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Wir werden die Kontraposition bené6tigen.

Korollar 3.4. Es sei ein Gegner im obigen Spiel mit « gegeben, der gegen jede Strategie gewinnt. Dann
gibt es keinen adaptiven Stapel-Algorithmus mit Approzimationsfaktor kleiner oder gleich a.

3.2 Kiirzeste Wege

Wir betrachten nun verschiedene kiirzeste Weg-Probleme. Wir betrachten zuerst das folgende schon in
der Literatur behandelte Problem.

Problem 3.5 (Kiirzester Weg in einem gerichteten Netzwerk).
Instanz: Ein gerichtetes Netzwerk G = (V, E,c¢) und zwei Knoten s,t.
Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, ce).

Lésung: Ein gerichteter Baum mit Wurzel s, der den Knoten t enthdlt.
Maj3: Summe der Kantengewichte auf dem Weg von s nach t im Baum.
Ziel: min.

Satz 3.6. Kein fester Prioritdts-Algorithmus hat einen konstanten Approzimationsfaktor fiir das kiirzeste
Weg-Problem 3.5 (siehe [DI05a]).

Beweis: Der Gegner wihlt die folgende Instanz mit o > 1:

Die Instanz ist unzuléssig, da z.B. zwischen den beiden Knoten s und a zwei Kanten mit den Gewichten
1 und « existieren. Durch Loschen geeigneter Kanten wird die Instanz spéter zulissig. Der Algorithmus
wéhlt nun eine feste Ordnung < auf den Eingabedaten. Aus Symmetriegriinden kénnen wir (a,t) < (b, t)
annehmen. Der Gegner wihlt nun die zuldssige Instanz I'y:

Es wird nun das feste Prioritéits-Spiel gespielt, bis der Algorithmus das Eingabedatum (a,t) wihlt und
dieses entscheiden muss. Wir betrachten die beiden moglichen Fille.

e Der Algorithmus lehnt (a,t) ab. Der Gegner 16scht in diesem Fall die Kante (b, t). Der Algorithmus
kann keine zulédssige Losung finden, wihrend der Gegner die Losung (s, a), (a,t) wihlen kann.

e Der Algorithmus akzeptiert (a,t). Der Gegner 16scht in diesem Fall keine Kanten und wéhlt die
Losung (s, b), (b, t) mit Kosten 2. Der Algorithmus kann nur noch zwischen den beiden Badumen mit
den Kanten (s, a), (a,t) und (s, a), (a,t), (s,b) mit Kosten o+ 1 withlen. Der Approximationsfaktor

ist daher mindestens g — 0.

O

Im Satz 3.12 zeigen wir fiir ungerichtete Graphen, dass auch kein fester Stapel-Algorithmus einen kon-
stanten Approximationsfaktor hat. Dieser Beweis lésst sich fiir gerichtete Graphen iibertragen.
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Satz 3.7. Der Algorithmus von Dijkstra (bzw. Nicholson) ist ein adaptiver Prioritits-Algorithmus mit
der Approximationsgiite 1 fiir das kiirzeste Weg-Problem 3.5 (siehe [Dij59],[Nic66] und [DI05a)).

Beweis: Die beiden genannten Algorithmen sind ohne den Léschschritt Primal-Dual-Algorithmen ohne
Loschschritt. Mit dem Satz 3.2 folgt die Behauptung. O

Analog ist der Algorithmus von Dijkstra (bzw. Nicholson) (mit Loschschritt) ein adaptiver Stapel-
Algorithmus.

Satz 3.8. Falls Netzwerke mit negativen Kantengewichten ohne megativen Zyklen im kiirzester Wege
Problem 3.5 zugelassen sind, hat kein adaptiver Prioritits-Algorithmus einen konstanten Approximati-

onsfaktor [DI05a).

Beweis: Der Gegner wihlt die folgende unzuléssige Instanz I'y mit o > 1.

Wir unterscheiden die folgenden Fille
1. Der Algorithmus wihlt als erstes die Kante(s, a).

(a) Der Algorithmus akzeptiert (s,a). Der Gegner prisentiert die folgende Instanz I'a:

Der Gegner kann die Losung {(s, ), (b, a), (a,t)} mit Kosten 1 wihlen, wihrend der Algorith-
mus nur noch die Losungen {(s, a), (a,t)}, {(s,a), (a,t), (s,b)} mit Kosten o+ 1 wiihlen kann.
Der Approximationsfaktor betrigt O‘T“ — 00.

(b) Der Algorithmus lehnt (s,a) ab. Der Gegner wihlt die Instanz und Losung {(s, a), (a,t)}. Der
Algorithmus kann keine Losung konstruieren.

2. Der Algorithmus wiihlt als erstes die Kante (a, b).

(a) Der Algorithmus akzeptiert (a,b). Der Gegner priisentiert die folgende Instanz

und die Losung {(s,b), (b,t)}. Der Algorithmus kann keine giiltige Losung finden.
(b) Der Algorithmus lehnt (a,b) ab. Der Gegner priisentiert die Instanz
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und die Losung {(s, a), (a,b), (b,t)}. Der Algorithmus kann keine giiltige Losung bilden.
3. Fall Der Algorithmus wihlt zuerst die Kante (a,t).

(a) Der Algorithmus akzeptiert die Kante (a,t). Der Gegner wihlt die Instanz

und die Losung {(s,b), (b,t)}. Der Algorithmus kann keine Losung finden.

(b) Der Algorithmus lehnt die Kante (a,t) ab. In diesem Fall wihlt der Gegner die Instanz und
Losung {(s,a), (a,t)}. Der Algorithmus kann keine Losung finden.

Der Beweis fiir die Kanten (s,b), (b,a) und (b,t) ist analog. O

Dieses kiirzeste Weg-Problem hat gezeigt, dass die Klasse der festen Prioritéts-Algorithmen eine echte Un-
terklasse der adaptiven Prioritéits- Algorithmen ist. Der Algorithmus von Bellman und Ford zeigt, dass die
Klasse der adaptiven Prioritéts-Algorithmen eine echte Unterklasse der dynamischen Programmierungs-
Algorithmen ist. Wir betrachten nun das natiirlichste kiirzester Wege-Problem in ungerichteten Graphen,
wie es auch in [Dij59] oder [Nic66] definiert wurde:

Problem 3.9 (Kiirzester Weg).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢) und zwei Knoten s,t € V.
Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, ce).

Liosung: Ein Weg von s nach t.

Maj3: Summe der Kantengewichte (auf dem Weg von s nach t).
Ziel: min.

Satz 3.10. Kein fester Prioritits-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fir das kir-
zeste Wege Problem 3.9.

Beweis: Der Beweis wird im néchsten Satz allgemeiner gefiihrt. (|

Satz 3.11. Kein adaptiver Prioritits-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fir das
ktirzeste Weg-Problem 3.9.

Beweis: Wir betrachten den folgenden Graph:

Wir unterscheiden die folgenden Fille
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1. Die Kante {s,a} wird vom Algorithmus zuerst gew#hlt.
(a) Falls der Algorithmus die Kante {s,a} akzeptiert, 16scht der Gegner die Kante {a,t}. Der
Algorithmus kann keine Losung finden und der Gegner hat den Losungsweg (s, b, t).

(b) Falls der Algorithmus die Kante {s,a} nicht akzeptiert, 16scht der Gegner die Kanten des
Weges (s,b,t). Der Algorithmus kann keine Losung finden, wihrend der Gegner den Losungs-
weg mit den Knoten (s, a,t) wiihlt.

2. Die anderen Fille sind analog.
O

Satz 3.12. Kein fester Stapel-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fiir das kiirzeste
Weg-Problem 3.9.

Beweis: Der Gegner wihlt den vollstéindigen Graph K,,. Dann existiert eine Kante e mit s,t ¢ e, die
zuletzt unter diesen gewé#hlt wird. Wir nennen diese Kante {vy, v} mit & = n — 2. Nach Loschen einiger
Kanten, erhalten wir die folgende Instanz:

1 Y11 Y21 3 Uklt

S e

Die Kante {v1, v} wird nach allen Kanten {v;, v;+1} gewihlt.

1. Falls der Algorithmus eine Kante {v;,v;+1} nicht akzeptiert, dann loscht der Gegner die Kan-
te {v1,vr} und prisentiert den Losungsweg (s,v1,..., Uk, t). Der Algorithmus kann keine Losung
finden.

2. Falls der Algorithmus alle {v;,v;11} akzeptiert hat, wird spétestens im inversen Ldschschritt
die Kante {v1,vr} von der Losung entfernt. Somit bleibt fiir den Algorithmus nur die Losung
(s,v1,...,vk,t) mit Kosten k + 1, wihrend der Gegner den Weg (s, v1,v,t) mit Kosten 3 wihlt.

Der Approximationsfaktor ist o > k—;:l = "T’l — 00.

O

Satz 3.13. Die Algorithmen von Dijkstra und Nicholson sind adaptive Stapel-Algorithmen fiir das kiirzes-
te Weg-Problem 3.9.

Beweis: Die beiden genannten Algorithmen mit Loschschritt sind Primal-Dual-Algorithmen mit Losch-
schritt. Mit dem Satz 3.2 folgt die Behauptung. O

Wir betrachten nun das kiirzester Weg Problemstellung wie im Artikel von [DI05a] allerdings in unge-
richteten Graphen. Die Beweise von [DI05a] lassen sich leider nicht iibernehmen. Aber wir kénnen die
obigen Beweise verwenden.

Problem 3.14. [Kiirzester Weg/

Instanz: Ein Netzwerk G =V, E,¢) und zwei Knoten s,t € V.

Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, ce).

Losung: Ein Baum, der s und t verbindet.

Maj3: Summe der Kantenkosten des Weges im Baum, der s und t verbindet.
Zziel: min.

Wir haben die folgenden Sétze

Satz 3.15. Kein fester Prioritits-Algorithmus hat eine konstante Approximationsgiite fir das kiirzeste
Weg-Problem 3.14.

Beweis: Analog zum Beweis von 3.12 [l
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Satz 3.16. Kein fester Stapel-Algorithmus hat eine konstante Approximationsgiite fiir das kiirzeste Weg-
Problem 3.14.

Beweis: Analog zum Beweis von 3.12 [l

Der Algorithmus von Dijkstra ist in diesem Fall ein adaptiver Prioritdts-Algorithmus und auch ein
adaptiver Stapel-Algorithmus der Giite 1.

Falls ein Algorithmus beim kiirzesten Wege-Problems einen Baum berechnet, ist es auch natiirlich dem
Algorithmus die gesamten Kosten dieses Baumes zu berechnen. Dies betrachten wir in der néchsten
Problemstellung;:

Problem 3.17 (Kiirzester Weg Problem).

Instanz: FEin Netzwerk G =V, E,¢) und zwei Knoten s,t € V.
Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, c,).

Lésung: Ein Teilgraph, der s und t verbindet.

Maj3: Summe der Kantengewichte des Teilgraphens.

Ziel: min.

Satz 3.18. Kein fester Prioritdts-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fir das kiir-
zeste Wege Problem 3.17.

Beweis: Analog zum Beweis von 3.12 [l

Satz 3.19. Kein adaptiver Prioritdts-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fiir das
kiirzeste Weg-Problem 3.17.

Beweis: Der Gegner wihlt die folgende Instanz:

U1

Falls der Algorithmus A eine Kante e wihlt und nicht akzeptiert, 16scht der Gegner alle Kanten bis auf
die zwei Kanten, die den s, t-Weg iiber e definieren. Der Algorithmus kann keine Losung finden und der
Gegner hat den Weg iiber e als Losung.

Falls der Algorithmus eine Kante akzeptiert, 16scht der Gegner die zugehorige Kante, die den s,t-Weg
vervollkommen wiirde. Dies kann k — 1-Mal durchgefiihrt werden. Der verbleibende s, t-Weg wird nicht
geloscht. Die Kosten des Algorithmuses sind @ = k£ + 1 und der Gegner hat Kosten adv = 2. Der

Approximationsfaktor betrigt o > % = ”Tfl — 00. O

Satz 3.20. Kein fester Stapel-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor fiir das kiirzeste
Weg-Problem 3.17.

Beweis: Analog zum Beweis von 3.12 [l
Satz 3.21. Der Algorithmus von Dijkstra bzw. Nicholson ist ein adaptiver Stapel-Algorithmus.
Beweis: Folgt aus dem Satz 3.2. O

Das néchste Problem zeigt, dass die Stapel-Algorithmen im Allgemeinen nicht besser als die Prioritéts-
Algorithmen sind:
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Weg(Weg)
|| Prioritats | Stapel
fester 00 00
adaptiver 0 1 Dijkstra
Baum(Weg) Baum(Alle)
|| Prioritéts | Stapel || Prioritéts | Stapel
fester 00 (6] fester 00 00
adaptiver || 1 Dijkstra | 1 Dijkstra adaptiver 00 1 Dijkstra
Zyklenfrei(Weg) Zyklenfrei(Alle)
|| Prioritéts | Stapel || Prioritéts | Stapel
fester o0 o0 fester o0 o0
adaptiver || 1 Dijkstra | 1 Dijkstra adaptiver 00 1 Dijkstra
Teilgraph (Weg) Teilgraph(Alle)
|| Prioritats | Stapel || Prioritéts | Stapel
fester 1 o0 fester 00 o0
adaptiver || 1(Dijkstra) | 1 Dijkstra adaptiver 00 1 Dijkstra

Abbildung 3.7: feste/adaptive Prioritéits/Stack-Algorithmen fiir das kiirzeste Weg-Problem
Bei der Bezeichnung x(y) ist x ein typisches Element der Lésung und (y) gibt die Kostenberechnung an.
Bei (Weg) werden die Kantenkosten des kiirzesten Weges addiert, wihrend bei (Alle) die Kosten aller
Kanten in der Losung addiert werden Die Eintréige in den Tabellen geben den besten Approximations-
faktor gefolgt vom Algorithmus an.

Problem 3.22 (Kiirzester Weg Problem).

Instanz: Ein Netzwerk G =V, E, ¢) und zwei Knoten s,t € V.

Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, c.).

Losung: Ein Teilgraph, der s und t verbindet.

Maj: Summe der Kantengewichte des minimalen Weges im Teilgraph, der s und t verbindet.
Ziel: min.

Satz 3.23. Jeder Algorithmus mit einer beliebigen Ordnung, der alle Kanten akzeptiert, ist ein fester
bzw. adaptiver Prioritits-Algorithmus fir das kiirzeste Weg-Problem 3.22.

Beweis: Offensichtlich. O

Satz 3.24. Kein fester Stapel Algorithmus hat einen konstanten Approzimationsfaktor fiir das kiirzeste
Weg-Problem 3.22.

Beweis: Siehe Satz 3.12. O

Satz 3.25. Der Algorithmus von Dijkstra ist ein adaptiver Stapel-Algorithmus mit Giite 1 fir das kiirzeste
Weg-Problem 3.22.

Die anderen Probleme bei denen die Losung ein Baum, zyklenfreier Graph oder Teilgraph ist, der s und
t verbindet kénnen analog bewiesen werden. Wir geben eine Ubersicht in Tabelle 3.7 an. Das erste Wort
bezeichnet die Menge der Losungen und das folgende Wort gibt die Art der Kostenberechnung an. Bei
(Weg) werden die Kantenkosten des minimalen Weges der Losung und bei (Alle) werden alle Kanten der
Loésung addiert.
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3.3 Minimale Spannbiume

In diesem Abschnitt betrachten wir das Problem des minimalen spannenden Baumes:

Problem 3.26 (Minimal spannender Baum).
Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢)

Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, ce).

Lésung: Ein zusammenhdngender Teilgraph.
Maj3: Summe der Kantengewichte im Teilgraph.
Ziel: min.

Satz 3.27. Der Algorithmus von Kruskal [Kru56] ist ein fester Prioritits- Algorithmus.

Beweis: Der Beweis von Satz 2.43 und 3.2 zeigt, dass der Algorithmus ein Prioritéts-Algorithmus ist.
Da fiir jede Kante e die dualen Variablen ys von beiden inzidenten Knoten wachsen, ist der Zeitpunkt
zu dem eine Kante gewéhlt wird genau %ce. Dies ist unabhéngig von den vorher gewéhlten Kanten und
somit ist der Algorithmus ein fester Prioritdts-Algorithmus. O

Satz 3.28. Der Algorithmus von Prim [Pri57] ist ein adaptiver Prioritits-Algorithmus.

Beweis: Da der Algorithmus von Prim zu Beginn einen beliebigen Knoten wahlt und diesen iterativ
durch Kanten erweitert, ist dieser Satz bei der oben genannten Problemstellung nicht ganz richtig. Denn
der Algorithmus hat zu Beginn keine Informationen, welche Knoten existieren. Wir beheben dies, indem
wir den Algorithmus von Prim abwandeln. In der ersten Iteration wihlt der Algorithmus Prim die kos-
tengiinstigste Kante e = {u, v} und erweitert danach wie im alten Algorithmus die Zusammenhangskom-
ponente u, v. Der Algorithmus von Prim ist ein Dual-Fitting-Algorithmus und ein zu 3.2 analoger Beweis
fiir Dual-Fitting-Algorithmen wiirde zeigen, dass der Algorithmus ein adaptiver Prioritdts-Algorithmus
ist. |

Da die beiden Algorithmen minimale Losungen ausgeben, sind sie auch zugleich Stapel-Algorithmen.

3.4 Minimale Steiner-Biume

Wir betrachten nun das Problem des minimalen Steiner-Baumes:

Problem 3.29 (Steiner-Baum).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, c) Eine Menge T von Terminals und eine Menge S von Steinerknoten
mit V=SUT

Eingabe: Kanten mit Gewicht (e, ce).

Informationen Der Algorithmus kennt T, S und somit V.

Losung: Ein Teilgraph, der alle Terminals verbindet.

Maj: Summe der Kantengewichte des Teilgraphens.

Ziel: min.

Im Falle eines metrischen Netzwerkes sind die beiden folgenden Sitze bekannt:

Satz 3.30. Der Algorithmus von [KMBS81] und [Ple81], der einen minimalen Spannbaum iber alle
Terminals berechnet, ist ein fester Prioritits-Algorithmus mit der Approrimationsgiite 2.

Beweis: Siehe Satz 3.27 (bzw. Satz 3.28 fiir einen adaptiven Prioritéitsalgorithmus). Die Approximati-
onsgiite wird in [KMB81] und [Ple81] gezeigt. O

Satz 3.31. Fiir metrische Netzwerke hat kein adaptiver Prioritits-Algorithmus einen besseren Approxi-
mationsfaktor als ¢ = 1.2 [DI05a].

Beweis: Der Gegner ADV wiihlt die folgende unzulissige Instanz mit den Terminals T' = {¢1, t2, t3} und
Steiner-Knoten S = {s1, 2, 83}
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t S1
2 2
2( to S2 )2
2 2
t3 53

Zwischen einem Terminal ¢; und Steiner-Knoten s; ist eine Kante e mit Kosten ¢, = 1 und eine weitere

mit Kosten ¢, = %. Der Algorithmus ALG wiéhlt nun eine Kante. Wir betrachten nun alle Falle.

1. Der Algorithmus wihlt eine Kante e = {s;,¢;} mit ¢, = 1. Ohne Einschrdnkung ist es die Kante

{Sl,tl}.

tiac------- S1
2 2
2| t2 S2 )2
2 2
t3 53

(a) Falls der Algorithmus die Kante {s1, t1} akzeptiert, dann 16scht der Gegner die Kanten {s1,¢;},
1 = 1,2 mit Kosten 1 und ldsst nur die Kanten mit Gewicht %. Weiterhin 16scht der Gegner
die Kanten {s3,t;}, i = 1,2, 3 mit Kosten %. Die Kanten mit Kosten % sind durch dicke Linien
und die Kanten mit Kosten 1 sind durch diinne Linien dargestellt.

t S1
2 2
2| t2 S22
2 2
t3 53

Der Gegner wiihlt die drei Kanten verbleibenden Kanten {ss,t;}, ¢ = 1,2, 3 mit Kantenkosten
1 als Losung und hat Kosten adv = 3. Der Algorithmus kann die Losung {s1,¢;}, i = 1,2,3
mit Kosten alg =1+ 2- % = 3%, die Losung {s1,t1}, {s3,%:}, i = 1,2,3 mit Kosten alg = 4
oder eine noch schlechtere Losung wihlen. Der Approximationsfaktor betrigt mindestens
o 2 min{;’%,él} _ %1 Z g

(b) Falls der Algorithmus die Kante {s1,¢;} ablehnt, dann 16scht der Gegner die Kanten {si,%;},
i =1,2,3 mit Kosten 4 und alle restlichen Kanten {s;,¢,} mit Kosten 1.

3
t S1
2 2
2| t2 S22
2 2
t3 53

Der Gegner wiihlt die Losung {s1,¢;}, ¢ = 1,2, 3 mit den Kantenkosten 1 und den Gesamtkos-
ten opt = 3. Der Algorithmus kann die Losung {¢1, 2}, {t2, s1}, {3, $1} mit Kosten alg = 4,
die Losung {t1,t2}, {t2,t3} mit Kosten alg = 4, die Losung {s2,t;}, i = 1,2,3 mit Kosten
alg = 4 oder dhnliche Losungen mit Kosten 4 oder mehr wihlen. Der Approximationsfaktor

: 4 6
1sta2§25.
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2. Der Algorithmus wihlt eine Kante e = {s;,t;} mit c. = %. Ohne Einschrinkung ist es die Kante

{Sl,tl}.

()

(b)

Falls der Algorithmus die Kante akzeptiert, verhilt sich der Gegner wie im obigen Akzeptanz-
i 1

Fall. Es folgt a > % = % > %

Falls der Algorithmus die Kante {s1,¢; } ablehnt, dann 16scht der Gegner die Kanten {s1,%;},

1 = 2,3 mit Kosten % und alle restlichen Kanten {s;,t;} mit Kosten 1. Der Gegner wihlt die

Losung {s1,t;}, 7 = 1,2, 3 mit den Gesamtkosten opt = 3%. Der Algorithmus kann die Losung
{t1,t2},{t2, s1}, {t3, s1} mit Kosten alg = 4, die Losung {t1,t2}, {t2,t3} mit Kosten alg = 4,
die Losung {sa2,t;}, ¢ = 1,2,3 mit Kosten alg = 4 oder #hnliche Losungen mit Kosten 4 oder

mehr wihlen. Der Approximationsfaktor ist o > 314_— = g.
3

3. Der Algorithmus wéhlt eine Kante {t;,t;} mit Kosten 2. Ohne Einschrinkung sei es die Kante

{t1,t2}.

t S1
2 2
2| t2 S2 )2
2 2
t3 53

(a) Falls der Algorithmus die Kante {t1, ¢z} akzeptiert, 16scht der Gegner alle Kanten {¢;, s;} mit

Kosten £.

3
t S1
21 2
2| t2 S22
2 2
t3 53

Der Gegner kann die Losung {s1,t;}, i = 1,2,3 mit Kosten opt = 3 wiihlen. Der Algorithmus
hat mindestens die Kosten 4. Der Approximationsfaktor ist o > % > g.

(b) Falls der Algorithmus die Kante {1, 2} ablehnt, lidsst der Gegner den Algorithmus fortfahren,

bis einer der anderen Fille eintritt.

Der Algorithmus wihlt eine Kante {s;, s;} mit Kosten 2. Ohne Einschréinkung sei es die Kante

{51, 52}.

t S1
2 2
21 to S22
2 2
t3 S3

(a) Falls der Algorithmus die Kante {s1, s2} akzeptiert, dann 16scht der Gegner alle Kanten {t;, s, }

mit Kosten %. Der Gegner kann die Losung {s1,t;}, ¢ = 1,2,3 mit Kosten opt = 3 wéhlen.

Der Algorithmus hat mindestens die Kosten 4. Der Approximationsfaktor ist a > % > g.

(b) Falls der Algorithmus die Kante {s1, s2} ablehnt, lisst der Gegner den Algorithmus fortfahren,

bis einer der anderen Fille eintritt.
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O

Im Artikel von [DIO5a] ist ein adaptiver Prioritéts-Algorithmus mit Approximationsfaktor 1.75 fiir das
Problem des metrischen Steiner-Baumes mit Gewichten in [1, 2] angegeben. Wir betrachten nun wieder
den allgemeinen Fall. [BCMO05] haben den folgenden Satz bewiesen:

Satz 3.32. Kein adaptiver Stapel-Algorithmus hat einen besserern Approximationsfaktor als %.

Beweis: Der Gegner wihlt die folgende Instanz mit Kantenkosten 1:

i

s1
12

52
t3

Die Menge der Terminals ist {t1,t2,t3} und die Menge der Steiner-Knoten ist {s1,s2}. Der Gegner
16scht keine Kante bis zu dem Zeitpunkt, zu dem der Algorithmus zwei Kanten zu einem Steiner-Knoten
s; akzeptiert hat. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit ist s; = s1 und der Algorithmus hat bis zu
diesem Zeitpunkt alle gewéihlten Kanten akzeptiert. Denn falls der Algorithmus vor dem Zeitpunkt eine
Kante e = {t;, s;} nicht akzeptiert, dann loscht der Gegner eine Kante zu dem anderen Steiner-Knoten
5j+1. Diese existiert, da der obige Zeitpunkt noch nicht eingetreten ist. Der Algorithmus muss fiir seine
Losung beide Steiner-Knoten benutzen und hat somit mindestens die Kosten alg > 4. Der Gegner
wahlt die minimale Losung iiber den Steiner-Knoten s;. Zu dem genannten Zeitpunkt sind wir nach
Umnummerierung der ¢; in einem der folgenden Fille.

t1 t1 t1

S1 S1 S1
to to to

S9 S92 52
t3 t3 t3

Die dicken Kanten kennzeichnen akzeptierte Kanten und die diinnen Kanten sind noch nicht betrachtete
Kanten. Der Gegner 16scht nun die Kante {t3, s1}. Der Algorithmus muss eine Losung mit Mindestkosten
4 wihlen. Falls der Algorithmus alle zu s, inzidenten Kanten akzeptiert, wird mindestens im inversen
Loschschritt eine dieser inzidenten Kanten geldoscht. Der Gegner kann die optimale Losung mit dem
Steiner-Knoten so wihlen. Der Approximationsfaktor ist o > %. O

Wir kénnen die Liicke zum Algorithmus PDg schlieflen.
Satz 3.33. Kein adaptiver Stapel-Algorithmus hat einen besseren Approximationsfaktor als 2.

Beweis: Der Gegner wihlt die folgende Instanz mit den Kantenkosten 1, den Terminals T = {t1,...t,}
und Steiner-Knoten S = {s1,...,8n}.

t3 to 151
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Die Anfangsinstanz besteht aus dem vollstdndigen bipartitem Graphen des Knotenpaares (7,.5). Falls
der Algorithmus eine Kante e = {t;, s, } wihlt und ablehnt, dann l6scht der Gegner alle Schnittkanten der
aktuellen Zusammenhangskomponente von t; bis auf die Kante e. Der Algorithmus kann keine Losung
finden, wéhrend der Gegner die Zusammenhangskomponente, die Kante e und alle Kanten {s;, t;} mit
tr nicht in der Zusammenhangskomponente bilden kann.

Wir nehmen deshalb an, dass der Algorithmus alle gewédhlten Kanten akzeptiert, bis er eine Losung
gefunden hat. Nach finden dieser Losung kann der Algorithmus zum Loschschritt iibergehen, da alle
spéter zugefiigten Kanten sowieso geloscht wiirden.

Der Gegner wartet solange, bis der Algorithmus zwei Zusammenhangskomponenten, die beide jeweils
Terminals enthalten, durch Hinzufiigen einer Kante e = {¢;,s;} zu einer Zusammenhangskomponente
zusammenschlieflt. In diesem Fall 16scht der Gegner alle noch nicht betrachteten zu s; inzidenten Kanten.
Fiir die Losung A und fiir jeden Steiner-Knoten s; gilt nach dem Loschschritt d4(s;) = 2 oder d4(s;) = 0.
Denn falls d4(s;) > 2 ist, dann existieren ohne Einschrankung der Allgemeinheit die drei Kanten e; =
{t1,s;}, ea = {t2,s;} und ez = {¢3,s;}, die zu den Zeitpunkten i; < iz < i3 hinzugefiigt wurden und
spéter nicht geloscht werden. Zum Loschzeitpunkt von es wir diese Kante nicht geloscht und ist daher eine
Kante, die die Zusammenhangskomponente von to mit der Zusammenhangskomponente von t; verbindet.
Da die Kante e; vor der Kante e; akzeptiert wurde, fiigt die Kante es beim Zeitpunkt der Hinzunahme
auch die Zusammenhangskomponente von ¢; und die Zusammenhangskomponente von ts zusammen. Der
Gegner 16scht nun alle noch nicht betrachten Schnittkanten von s;. Dies ist im Widerspruch zur spéteren
Hinzunahme der Kante es. Falls d4(s;) = 1 ist, verbindet die betreffende Kante keine Terminals und
wird geloscht.

Da die Losung ein Baum ist, benutzt der Algorithmus genau n — 1 Steiner-Knoten und hat Kosten
2(n—1). Der Gegner kann iiber den unbenutzten Steiner-Knoten eine Losung mit Kosten n konstruieren.
Der Approximationsfaktor ist somit a > Q"n—’z — 2 O

Der Algorithmus PDg ist ein 2 — %—approximativer adaptiver Stapel-Algorithmus, wobei n die Anzahl
der Terminals bezeichnet. Das heifit die obige untere Schranke ist dicht.

3.5 Minimale Steiner-Walder

Wir betrachten nun das folgende Problem:

Problem 3.34 (minimaler Steiner-Wald).

Instanz: Ein Netzwerk G = (V, E, ¢), und eine Familie von Terminalmengen T; C V.
Eingabe: Kanten mit zugehorigen Kosten (e, ce).

Informationen: Der Algorithmus kennt die Familie der Terminalmengen und V.
Losung: Ein Teilgraph, der alle Terminals in jedem T; verbindet.

Maj: Summe der Kantengewichte des Teilgraphens.

Ziel: min.

Da das Problem des minimalen Steiner-Waldes die Probleme des kiirzesten Weges und minimalen Steiner-
Baumes enthilt, haben wir die folgenden Sitze

Satz 3.35. Kein Prioritits-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor.

Beweis: Siehe Satz 3.18 und Satz 3.19. (|
Satz 3.36. Kein adaptiver Stapel-Algorithmus hat einen konstanten Approximationsfaktor.

Beweis: Siehe Satz 3.20. O
Satz 3.37. Kein adaptiver Stapel-Algorithmus hat einen Approximationsfaktor besser als 2.

Beweis: Siehe Satz 3.33. O

Der Algorithmus PDg ist ein adaptiver Stapel-Algorithmus der Giite 2.
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Kapitel 4

Das Netzwerk-Erstellungs-Spiel

4.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel betrachten wir das Netzwerk-Erstellungs-Spiel. Gegeben ist ein vollstdndiger ungerich-
teter Graph
K, =V,{e={u,v} | u,veV})

und eine positive Zahl o. Wir nehmen n := |V| > 3 an. Jeder Knoten v € V repriisentiert einen Spieler
und jeder Spieler wihlt eine Spieler-Strategie, das heifit eine Kantenmenge S,,, die dieser Spieler kauft.
Es bezeichne S = (S,),cv die Gesamt-Strategie und G(S) = (V,J,cy Sv) der Graph der gekauften
Kanten. Gekaufte Kanten kénnen von jedem Spieler benutzt werden und die Kosten der Gesamt-Strategie
S fiir den Spielers v betragen

cy(9) := a|Sy| + Z des) (v, w),

weV

wobei dg(g) die kanonische Distanzfunktion im Graphen G(S) ist.

Definition 4.1 (Nash-Gleichgewicht). Die Gesamt-Strategie S ist ein Nash-Gleichgewicht, falls kein
Spieler v seine Kosten senken kann, wdahrend die anderen Spieler-Strategien beibehalten werden. Das
heift fiir alle Spieler v und alle zugehérigen Spieler-Strategien S, von v und Gesamt-Strategien S’ =
S{) X (Sw)wev,w;ﬁv 18t

co(S") > ey (9).

FEin Graph G ist ein Nash-Gleichgewicht, fall ein Nash-Gleichgewicht S mit G = G(S) existiert.

Fiir eine gegebene Gesamtstrategie S werden wir die Kosten ¢, (S’) einer alternativen Gesamtstrategie
S" = S} x (Sw)wev,wze des Spielers v oft mit ¢,(S}) oder ¢(S,) abkiirzen. Weiterhin werden wir den
Graphen G(S’) der Strategieinderung des Spielers v mit G(S!) abkiirzen. Da die Kantenkosten nicht
geteilt werden konnen, wird in einem Nash-Gleichgewicht jede Kante maximal von einem Spieler gekauft.
Da Schlingen die Distanz nicht verringern, werden auch diese nicht gekauft.Jedes Nash-Gleichgewicht ist

zusammenhéngend, da a < oo ist. Wir haben das folgende Lemma.
Lemma 4.2. In einem Nash-Gleichgewicht S kauft jeder Spieler v nur inzidente Kanten.

Beweis: Es sei die Gesamt-Strategie S ein Nash-Gleichgewicht und G(S) der Graph der gekauften Kan-
ten. Weiterhin sei e = {v, w} eine Kante, die von einem Spieler u mit u ¢ e gekauft wird. Es bezeichne
G(S)\e den Graphen G(S) ohne die Kante e. Wir definieren die Menge der Knoten, die durch Léschen
der Kante e eine hohere Distanz zu « haben:

S:={z | dgs)\e(u, z) > dg(s)(u, )}

Esist |S] > 1, da S ein Nash-Gleichgewicht ist. Im Graphen G(S)\e existiert ein Weg von u nach v oder
ein Weg von u nach w, da sonst die Kosten des Spielers selbst durch den Bau von e unendlich wire. Im
Fall dg(sy\e(u,v) = dg(s)\e(u, w) konnte jeder kiirzester Weg von u nach y, der in Richtung v nach w
iiber die Kante e verlduft, durch den kiirzeren, direkten Weg von u nach w verkiirzt werden.
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Es bleibt der Fall dgsy\e(u,v) < dg(s)\e(u,w). In diesem Fall konnte Spieler u seine Kosten senken,
indem er statt der Kante e die Kante {u, w} wihlt. Fiir alle z € S verkiirzt sich dadurch die Distanz zu
wum d(u,v) > 0. Fiir alle anderen Knoten bleibt die Distanz gleich oder verringert sich. O

Wir kénnen uns bei Betrachtung der Nash-Gleichgewichte also auf den Fall beschrénken, dass nur inziden-
te Kanten gekauft werden. Dieses Spiel wurde von den Autoren Fabrikant,Luthra, Maneva, Papdimitriou
und Shenker ([FLM™'03]) betrachtet. Weiterhin wurde der Artikel [AEED06] fiir dieses Kapitel verwen-
det. Falls ein Spieler v die Kante {v,w} kauft, werden wir es in den Bildern oft durch eine gerichtete
Kante (v, w) andeuten und bei der Spieler-Strategie hiiufig nur die Endpunkte angeben. Gerichtete Kan-
ten definieren nur den K&ufer. Sie konnen auch weiterhin von jedem Spieler in jeder Richtung benutzt
werden.

Definition 4.3 (Globale Kosten). Es sei G = (V, E) ein Teilgraph von K,. Die globalen Kosten des
Graphen G betragen

o(G) =alE| + ) da(v,w).

VW

Es bezeichne OPT den Graphen mit den geringsten globalen Kosten opt.
Wir werden die Kosten der Nash-Gleichgewichte mit den optimalen Kosten vergleichen.
Definition 4.4 (Preis der Stabilitéit). Der Preis der Stabilitdt ist

cl@)

PoS := min .
G ist ein Nash-Gleichgewicht Opt

Definition 4.5 (Preis der Anarchy). Der Preis der Anarchy ist

c(G
PoA = max ( )
G ist etn Nash-Gleichgewicht Opt

Fiir die globalen Kosten haben wir das folgende Lemma.

Lemma 4.6. Es sei G = (V, E) ein Graph. Es ist
c(G) > a|E| +2|E|+ 4 ((Z) - |E|) =2n(n—1)+ (o —2)|E|.

Es gilt genau dann Gleichheit, wenn der Durchmesser von G mazimal 2 ist.

Beweis: Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dass zwei nicht adjazente Knoten mindestens die Distanz
2 haben. O

Lemma 4.7.
1. Im Netzwerk-Erstellungs-Spiel ist OPT der vollstindige Graph K, fir o < 2.
2. Jeder Graph mit Durchmesser kleiner oder gleich 2 ist optimal fiir o = 2.

3. Fiir a > 2 ist OPT der Stern, das heifst es existiert ein Knoten u, der zu allen anderen Knoten
adjazent ist und die anderen Knoten sind nur zu u adjazent.

Beweis: Im Fall o < 2 wird die untere Schranke von Lemma 4.6 fiir viele Kanten minimal. |E| ist fiir
K,, maximal und K, nimmt auch die Schranke von Lemma 4.6 an.

Im Fall @ > 2 wird die untere Schranke von Lemma 4.6 fiir wenige Kanten minimal. Fiir zusam-
menhéngende Graphen ist |F| fir Biume minimal. Der Stern hat einen Durchmesser von 2 und nimmt
somit die Schranke von Lemma 4.6 an. O

Der Stern und der vollstdndige Graph sind auch Nash-Gleichgewichte.

Beispiel 4.8. Der Stern ist fiir « > 1 ein Nash-Gleichgewicht mit den Kosten

c(Stern) = (n — 1)(a + 2n — 2).
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Beweis: Es sei S eine Gesamt-Strategie, die den Stern erzeugt. Weiterhin sei u der Knoten, der zu allen
anderen Knoten im Stern adjazent ist.

U1 V3
V2

Falls der Spieler u eine Kante zu einem Knoten v 16schen wiirde, wiirde die Distanz auf oo steigen. Falls
ein Spieler w zu einer Spieler-Strategie S!, # {} wechselt, die nicht den Knoten u enthilt, kénnte der
Spieler, bei gleichen oder geringeren Kosten, ein Knoten z € S/, durch den Knoten u ersetzen. Falls ein
Spieler w zu einer Spieler-Strategie S, wechselt, die unter anderem den Knoten v und z enthélt, bringt
der Bau zum Knoten x nur eine Distanzverbesserung von 1. Dies wére nur im Fall a = 1 sinnvoll. Die
Kosten des Sterns betragen

c(Stern) =a(n—1)+1n—-1)4+(n—-1)(1+2(n—-2)) = (n —1)(a+2n — 2).

Beispiel 4.9. Der vollstindige Graph K, ist fiir o <1 ein Nash-Gleichgewicht mit den Kosten

co(K,) = a ;_ 2n(n —1).

Beweis: Es sei (S, )yecy eine Gesamtstrategie, die den Graphen K, erzeugt und u ein Spieler. Jede andere
(sinnvolle) Spieler-Strategie SI, von u hat weniger Kanten als S,,. Beim Loschen einer Kante wiirde nur
die Distanz des inzidenten Knotens um 1 wachsen. Es ist —a + 1 > 0. (Falls der Spieler alle Kanten
loscht koénnte die Distanz sogar auf oo steigen.) Die Kosten von K,, betragen

n o+ 2

o(K,) = a(2> +nm—1)=

n(n —1).

O

Lemma 4.10. Es sei G ein Nash-Gleichgewicht und v und w zwei Knoten, die den Abstand d haben.
Weiterhin sei k € N.

1. Im Fall d > 2k ist o > k% und
2. im Falld > 2k — 1 ist o > k2 — k.

Beweis: 1. Im Fall d > 2k konnte Spieler v eine Kante zu einem Knoten x mit Distanz 2k bauen. Die
Distanzkosten wiirden mindestens um

2%k —1+2k—1)—2+(2k—2) =3+ +(k+1)—k =k
sinken. Da G ein Nash-Gleichgewicht ist, folgt o — k2 > 0.

2. Im Fall d > 2k — 1 konnte Spieler v eine Kante zu einem Knoten x mit Distanz 2k — 1 bauen. Die
Distanzkosten wiirden mindestens um

k—1)—1+12k—-2)—2+2k-3) =3+ +(k+1)—(k-1) =k -k

sinken. Da G ein Nash-Gleichgewicht ist, folgt o — k% +k > 0.

Korollar 4.11. Es sei G ein Nash-Gleichgewicht und D der Durchmesser von H. Es ist
D <+Vida -1
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Beweis: Wir betrachten zwei Fille.

1. Im Fall D = 2k fiir ein k£ € N ist nach Lemma 4.10
D =2k <2y/a < V4a + 1.

2. Im Fall D =2k — 1 fiirein k € Nist k < 7”10‘2“_1 nach Lemma 4.10 und somit folgt

D =2k-1<+V4a+1.

4.2 Der Fall a < 2

Satz 4.12. Fir0<a <1 ist
PoS = PoA = 1.

Beweis: Jedes Nash-Gleichgewicht hat nach Lemma 4.10 den Durchmesser 1 . Weiterhin ist der vollstén-
dige Graph K,, auch ein Nash-Gleichgewicht fiir & < 1. Nach Lemma 4.7 ist OPT auch der vollstédndige
Graph. Es folgt PoS = PoA = 1. O

Satz 4.13. Fir o =1 ist A
PoS =1 und PoA < 3

Beweis: Der vollstandige Graph K, ist wieder ein Nash-Gleichgewicht und auch global optimal. Somit
ist PoS = 1. Jedes Nash-Gleichgewicht hat nach Lemma 4.10 maximal einen Durchmesser von 2 und
nimmt somit die Schranke von Lemma 4.6 an. Diese Schranke wird fiir den Stern maximal. Der Stern ist
nach Beispiel 4.8 ein Nash-Gleichgewicht. Es folgt

PoA — ¢(Stern) _ (n—=1)2n—-1) _4 2 < é
c(K,) Sn(n—1) 3 3n 3
O
Satz 4.14. Firl < o <2 st A
PoA < P < 3

Beweis: OPT ist wieder der vollstdndige Graph K,,. Jedes Nash-Gleichgewicht hat nach Lemma 4.10
maximal den Durchmesser 2. Es folgt wie im obigen Satz
_c(Stern)  a+2n—-2  2(a—2)+4n 4

PoA = = = < :
© opt atin (a+2)n a+2

O

Da der vollsténdige Graph fiir @ > 1 kein Nash-Gleichgewicht ist, ist der Preis der Stabilitét ist in diesem
Fall etwas schwieriger. Wir werden PoS fiir kleine n angeben.

Lemma 4.15. Im Fall 1 < o <2 und n = 3 ist

20+8 10

PoS = PoA —
=A== 6 0

Beweis: Fiir n = 3 gibt es nur zwei zusammenhéngende Graphen. Den Stern und den vollstédndigen
Graphen. Nur der Stern ist ein Nash-Gleichgewicht. Es ist
c(Stern)  2(a+4) 2a+8 10

T (Ks) | %26 3a+6 9
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Lemma 4.16. Im Full 1 < o< 2 und n = 4 ist

200+ 8 10 a+6 7
~ und PoA =
3016 -9 MMEEORA=oTTISE

Beweis: Es sei G ein Nash-Gleichgewicht. Wir zeigen, dass G dreiecksfrei ist. Es sei vg, v1, v2 ein Dreieck
und der vierte Punkt vs sei ohne Einschrankung der Allgemeinheit mit vy verbunden.

Vo
U2
U3
U1

Es konnen noch weitere Kanten existieren. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit baut vy die Kante
{vo, v1}. Diese Kante kann geloscht werden und nur die Distanz zu v; wiirde um 1 wachsen. Somit ist
G kein Nash-Gleichgewicht. Das einzige mogliche Nash-Gleichgewicht, welches kein Baum ist, ist das
Viereck. Im néchsten Beispiel wird gezeigt, dass es ein Nash-Gleichgewicht ist. Es folgt

_4a+16  2a+8 10

PoS — _ =
T ar12 3a+6 "9

Der Stern ist das teuerste Nash-Gleichgewicht und fiir den Preis der Anarchy folgt

POA_C(Stern)_3a—|—18_ a+6 <Z
(K4 6a+12  2a+4 6

Beispiel 4.17. Das Viereck Cy mit der folgenden Orientierung

Vo U1

Y
U3 V2

ist ein Nash-Gleichgewicht fir 1 < a < 2 mit Kosten
c(Cy) = 4a+ 16.

Beweis: Da das Viereck mit obiger Orientierung knotenautomorph ist, geniigt es einen Spieler zu be-
trachten. Wir schauen uns alle Spieler-Strategien S des Spielers vy und geben die Kosten-Differenz
§:=c(8) — ¢(Sy,) der Strategie S mit der Vierecks-Strategie Sy, = {vs} an.

1. Der Spieler vy baut keine Kante.

Vo U1

+2e——s
V3 (%)

Die Distanz zum Knoten vz wichst um 2. Esist § = —a+ 2 > 0.

2. Der Spieler baut eine Kante zu vs.

Vo V1
»

+1 S, _ 1
V3 (%)
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Die Distanz zum Knoten vs wichst um 1 und die Distanz zum Knoten v sinkt um 1. Es ist § = 0.
3. Der Spieler vy baut eine Kante zu vs. Dies ist die Vierecks-Strategie und somit ist § = 0.

4. Der Spieler baut zwei Kanten zu den beiden Knoten vy und vs.

Vo U1

: -1
U3 U2

Die Distanz zum Knoten v sinkt dadurch um 1 und esist 6 = o —1 > 0.
Es folgt die Behauptung. O

In Orientierungen, bei denen ein Spieler zwei Kanten baut, ist das Viereck nur fiir « = 1 ein Nash-
Gleichgewicht.

Lemma 4.18. Im Fulll <o <2 und n =5 ist

PoS = a+6 <Zundw<6
 2a+4 6 5a+10 5

Beweis: Wir zeigen, dass ein Nash-Gleichgewicht, welches kein Baum ist, dreiecks- und vierecksfrei ist.
Zuerst zeigen wir die Dreiecksfreiheit. Es sei G ein Nash-Gleichgewicht und (vg, v1,v2) ein Dreieck. Es
existieren noch zwei weitere Punkte vs, vy.

1. Wir betrachten den Fall, dass die beiden Punkte v3 und vy mit einer Ecke des Dreiecks verbunden
sind. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ist es vs.

Vo
U3
: U2 i
V4
U1

Es konnen noch weitere Kanten existieren. Wir nehmen an, dass die Kante {vg, v1} von vy gebaut
wird. Dies ist kein Nash-Gleichgewicht. Der Spieler vy kénnte die Kante {vg,v1} 16schen und nur
die Distanz zu v; wiirde sich um 1 erhohen.

2. Im zweiten Fall sind vs und vs mit zwei verschiedenen Knoten verbunden. Ohne Einschréinkung
seiden dies die Knoten v, und vs.

U2
»————o U3
———eo Uy

U1

Die Knoten vs und vy haben im obigen Schaubild die Distanz 3. Daher sind die beiden Knoten
iiber einen Knoten des Dreiecks verbunden oder es existiert eine Kante, die den Weg (vs, v2,v1,v4)
abkiirzt. Die erste Moglichkeit haben wir im ersten Fall betrachtet und betrachten nun zwei Falle,
bei denen der Weg abgekiirzt wird.

(a) Im ersten Unterfall ist v; mit vz verbunden.

U2

Z U3
V4

U1
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Es kénnen noch weitere Kanten existieren. Nun kénnte der Kaufer der Kante (vg, v2) diese
Loschen und wiirde dadurch nur einen Distanzverlust von eins haben. Also ist G' kein Nash-
Gleichgewicht.

(b) Im zweiten Unterfall ist vz direkt mit v4 verbunden.

V2

U3

Vo

V4
U1

Es kénnen noch weitere Kanten existieren. Der Kéufer der Kante {v, v2} konnt diese l6schen und
hétte nur einen Distanzverlust von eins und wir haben wieder kein Nash-Gleichgewicht.

Damit haben wir die Dreiecksfreiheit bewiesen. Wir zeigen nun die Vierecksfreiheit. Es sei nun G ein
Nash-Gleichgewicht mit dem Viereck (vg,v1,ve,v3) und der fiinfte Knoten vy sei ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit mit v; verbunden.

Vo U1 V4

U3 V2

O

Der Abstand von vz und vy betrdgt 3. Also miissen Knoten existieren, die diesen Weg abkiirzen. Jede
Abkiirzung wiirde ein Dreieck erzeugen und wir wdren in einem der obigen Fille. Das Fiinfeck ist somit
das einzige maogliche Nash-Gleichgewicht, welches kein Baum ist. Im folgenden Beispiel wird gezeigt, dass
es ein Nash-Gleichgewicht ist. Wir haben

PoS — 5a + 30 - a+6 <z
T 1004+20 2a+4 6

Der Stern ist wieder das teuerste Nash-Gleichgewicht und es folgt
4a+32 20+16 18 6

PoA =

= <—=_.
10 +20 B5a+10 15 5
Beispiel 4.19. Das Finfeck Cs mit der folgenden Orientierung

Vo

V4 U1

U3 V2

ist ein Nash-Gleichgewicht fiir 1 < a < 4 mit den Kosten
¢(Cs) = b5a+ 30

Beweis: Da das Fiinfeck mit obiger Orientierung knotenautomorph ist, geniigt es einen Spieler zu be-
trachten. Wir schauen uns alle Spieler-Strategien S des Spielers vy und geben die Kosten-Differenz
§:=¢c(8) — ¢(Sy,) der Strategie S mit der Fiinfecks-Strategie Sy, = {v4} an.

1. Der Spieler vy baut keine Kante.
Vo

+3
V4 1

+1
U3 V2
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Die Distanz zum Knoten vy erhoht sich um 3 und die Distanz zum Knotens vs erhoht sich um 1.
Esist=—-a+4>0.

2. Der Spieler baut eine Kante zu dem Knoten wvs.
Uo

+2
V4 U1

In diesem Fall steigt die Distanz zu v4 um 2 und die Distanz zu vy sinkt um 1. Esist § =2 -1 =
1>0.

3. Der Spieler baut eine Kante zu dem Knoten v3.
Vo

+1
V4 U1

-1
U3 V2

Die Distanz zu v4 erhoht sich um 1 und die Distanz zu vz verringert sich um 1. Es ist 6 = 0.
4. Der Spieler baut eine Kante zu dem Knoten v4. Dies ist die Fiinfecks-Strategie und somit ist § = 0.

5. Der Spieler baut zwei oder mehr Kanten. Es sei [ > 2 die Anzahl der Kanten, die der Spieler baut.
Die bestmogliche Strategie hat zu [ vielen Knoten die Distanz 1 und zu den anderen Knoten die
Distanz 2. Da es schon Strategien mit nur eine Kante gibt, bei denen alle Distanzen kleiner oder
gleich zwei sind, existieren auch solche Strategien. Es ist

§=(1—-1)a-(1-1)=(1-1)(@-1)>0.

O

In Orientierungen, bei denen ein Spieler zwei Kanten baut, ist das Fiinfeck nur fir 1 < o < 2 ein
Nash-Gleichgewicht.

Beispiel 4.20. Das Sechseck Cg st kein Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Es sei vg ein Spieler, der mindestens eine Kante baut. Es sei (vg,vs) diese Kante.

Us Vo
V4 U1

U3 V2

Der Spieler vy kénnte zum Knoten vy wechseln. Dadurch wiirde sich die Distanz zu den Knoten v, und
vs um ins verringern, wihrend sich die Distanz zu dem Knoten vs um eins erhoht. ([l

Wir werden spéater noch weitere Nash-Gleichgewichte angeben.
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4.3 Der Fall o > 2

In diesem Abschnitt betrachten wir den schwierigeren Fall o > 2. OPT ist ein Stern und dies ist auch
ein Nash-Gleichgewicht. Somit ist PoS = 1. In [FLMT03] wurde gezeigt, dass fiir a > n? jedes Nash-
Gleichgewicht ein Baum ist. Weiterhin wurde der folgende Satz gezeigt.

Satz 4.21. Der Preis der Anarchy fiir Biume ist kleiner gleich fiinf. Das heif$t: Es ist

A4S g
opt —

fiir alle Nash-Gleichgewichte G, die Bdume sind.
Im gleichen Artikel ist der folgende Satz.

Satz 4.22. Fiir 2 < a < n? ist der Preis der Anarchy
PoA = O(v«).

Diese Schranke wurde in [AEED106] verbessert zu:

Satz 4.23. Es sei a > 2. Der Preis der Anarchy ist

2,2\ %
PoA =0 <1+ (min{a—,n—) )
n Q

[FLM*03] haben nur Nash-Gleichgewichte gefunden, die Bdume sind, mit Ausnahme des Petersen-
Graphen. Der Beweis, dass der Peterson-Graph eine Nash-Gleichgewicht ist, wurde in [FLM'03] nicht
gefiihrt. Dies holen wir nach. Dafiir brauchen wir das folgende niitzliche Lemma.

Lemma 4.24. Es seien (Sy,)uey und (Ty,)yev zwei Gesamt-Strategien mit den zugehdrigen ungerichteten
Kauf-Graphen G = G(S) = (V,Eg) und H = G(T) = (V,Ex). Weiterhin sei f : (V,Eg) — (V,En)
ein Isomorphismus. Der Spieler y = f(x) € V habe eine optimale Strategie. Fiir jede Kante e, die der
Spieler x baut, baue der Spieler y die zugehirige Kante f(e). (Der Spieler y konnte noch weitere Kanten
bauen.) Dann hat auch der Spieler x eine optimale Strategie.

Beweis: Es bezeichne F' die Kanten e, die der Spieler y in der Strategie T, baut und deren zugehorigen
Kanten f~!(e) in der Strategie S, nicht gebaut werden. Es ist

Es sei nun S eine weitere Strategie von Spieler x. Dann ist T := F U f(S) eine Strategie von Spieler y
und aus der Optimalitit von T}, folgt

o(Ty) = Tyl + du(y) < o(T) = o|T| + deer) (y)-
Dies ist genau dann der Fall, falls
a(|Ty| = |T]) < deery(y) — du(y)

ist. Es ist |Ty| — |T'| = (|F|+|Sy]) = (|F|+|S]) = |Sy| — |S]. Aus der Definition von F' und der Isomorphie
von f, folgt

da(r) = dr(y) und dg(s)(z) = dar)(y)-
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Somit ist
]Sz = 18]) < dgs)y(x) — da ().

Es folgt
(Sz) = alSz| + da(z) < afS| + das) (z) = <(S)

und die Behauptung. [l

Beispiel 4.25. Der Peterson-Graph ist fir 1 < a < 4 ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Man sieht leicht, dass Orientierungen existieren, bei denen jeder Spieler maximal zwei Kanten
kauft. Da der Petersen-Graph knoten-automorph ist, kénnen wir Lemma 4.24 anwenden und ohne Ein-
schrankung einen Spieler x betrachten, der genau zwei Kanten baut. Die Strategie S, des Spielers z sieht

folgendermafien aus:
T
/ “ \
‘6
~———

EIN_ DN bs

Die Knoten s; bezeichnen die S6hne von x und die Knoten e; die Enkel der Strategie S,. Die Kosten

betragen
c(Sy) = 2a + 15.

Wir betrachten jetzt alle moglichen Spieler-Strategien S von Spieler z und tragen die Distanzen im
Schaubild ein.

1. Der Spieler & baut keine Kante:

Die Kosten betragen

e(S)=25>2a+15 < a<5.

2. Der Spieler baut eine Kante zu s; oder ss. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit zu s1.
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Die Kosten betragen
c(S)=a+20>2a+15< a <5.

3. Der Spieler baut eine Kante zu einem Enkel, dessen Vater sz ist. Ohne Einschriankung der Allge-
meinheit sei es es.

Die Kosten betragen
c(S)=a+20>2a+15< a <5.

4. Der Spieler baut eine Kante zu einem Enkel, dessen Vater nicht s3 ist. Ohne Einschrankung der
Allgemeinheit sei es es.

Die Kosten betragen

c(SYy=a+19>2a+15< a<4.

5. Der Spieler baut zwei Kanten. Die beste Strategie mit zwei Kanten hat (mit der schon vorhandenen
Kante) drei Knoten mit Distanz 1 und die restlichen Knoten haben Distanz 2. Die Strategie .S, ist
solch eine Strategie.

6. Jede weitere Kante {iber zwei hinaus kénnte nur fiir einen Knoten die Distanz von 2 auf 1 verringern.
Die Kosten wiirden o — 1 > 0 pro Kante betragen.

O
Es folgt die Behauptung.

Definition 4.26 (schwaches (starkes) Nash-Gleichgewicht). Fin Nash-Gleichgewicht S heifit schwach,
falls mindestens ein Spieler ohne erhohte Kosten seine Strategie wechseln kann, wdhrend die ande-
ren Spieler ihre Strategie beibehalten. Fin starkes Nash-Gleichgewicht ist ein nicht schwaches Nash-
Gleichgewicht.
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Bis jetzt waren alle betrachteten Nash-Gleichgewichte, die keine Bédume waren, schwach. Es gilt sogar
noch mehr.

Definition 4.27 (transient). Ein (schwaches) Nash-Gleichgewicht heifst transient, falls es eine Sequenz
von Spieler-Strategie- Wechsel existiert, die jeweils die Spielerkosten nicht verdindern und zu einem Nicht-
Nash-Gleichgewicht fiihren.

Beispiel 4.28. Der Petersen Graph ist transient.

Beweis: Es gibt einen Spieler x, der zwei Kanten baut. Wie in Beispiel 4.25 sieht die Strategie des Spielers
folgendermaflen aus

T

Die Kosten wiirden auch
c(S) =2a+ 15 =¢(Sy)

betragen. Allerdings hat in dieser Situation der Spieler s3 eine Kante zu dem Knoten x, welcher mit e
und e4 adjazent ist. Der Spieler s3 hat auch iiber den Knoten e die Distanz 2 zu es und e4. Die Kante
(s3,x) bringt dem Spieler z also nur einen Distanz-Gewinn von 1 und kénnte besser in einen anderen
Knoten, wie zum Beispiel den Knoten s; mit Distanz 3, investiert werden. [l

Wir kennen noch weitere transiente Beispiele.
Beispiel 4.29. Das Viereck ist fiir 1 < a < 2 transient.

Beweis: Im Beweis von Beispiel 4.17 haben wir gesehen, dass der Spieler vy zu gleichen Kosten eine
Kante zu vy bauen konnte.

Vo U1

N

V3 (%)

Nun kann aber der Spieler v; seine Kante zu vy 16schen und wiirde 1 — a > 0 sparen. |
Beispiel 4.30. Das Fiinfeck ist fir 1 < a < 4 transient.

Beweis: Im Beweis von Beispiel 4.19 haben wir gesehen, dass der Spieler vy zu gleichen Kosten eine
Kante zu vz bauen konnte.
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Vo

V4 U1

U3 V2

Nun kann der Spieler v; zum Knoten vz wechseln und die Distanz von vy und v3 wiirde sich jeweils um
eins verringern, wiahrend sich die Distanz zu vy um eins erhoht. [l

[FLM™03] haben nur den Petersen-Graph gefunden, der ein Nash-Gleichgewicht und kein Baum ist. Wir
haben bisher nur fiir kleine n < 10 weitere Nash-Gleichgewichte angegeben, die keine Bdume sind. In
den néchsten Beispielen werden wir dies &ndern. Wir benotigen zunéchst noch eine Definition und ein
Lemma.

Definition 4.31. Es sei G = (V,E) ein gerichteter Graph und m € N gegeben. Es sei V(m) die
Knotenmenge V, wobei zu jedem Knoten v € V noch m weitere neue Knoten v',... v™ existieren.
Weiterhin sei E(m) die Kantenmenge E erweitert mit den Kanten (v,v%) fir alle i = 1,...,m und
Knoten v € V.. Wir bezeichnen den erweiterten Graph mit G(m) := (V(m), E(m)).

Lemma 4.32. Es sei G fiir alle a € [a,b] ein Nash-Gleichgewicht. Weiterhin seim € N und a(m+1) > 1.
Alle Knoten v € V' haben eine optimale Strategie im Graphen G(m) fir o € [a(m + 1),b(m + 1)]. Falls
G transient ist (und G(m) ein Nash-Gleichgewicht ist), dann ist auch G(m) transient.

Beweis: Es sei u € V ein Spieler. Wir bezeichnen die Spieler-Strategie von « in G mit S und in G(m)
mit S,,. Es ist S, = SU {u!,...,u™}. Der Spieler u muss die m Kanten zu den Knoten u’ bauen, da
sonst die Distanz oo wire.

Zunichst zeigen wir, dass nur Strategien zu Knoten v € V (mit Ausnahme der u?) sinnvoll sind. Es
sei S/ eine Strategie von u, die einen Knoten v! ¢ V enthilt. Der Spieler v kénnte den Knoten v!
durch den Vaterknoten v ersetzen. Die Distanz zu v! wiirde um 1 steigen, withrend die Distanz zu v und
moglicherweise zu den anderen v® um 1 fillt. Diese Ersetzung wire nicht moéglich, wenn der Knoten v
schon selber in S’ ist. In diesem Fall ist aber d(u,v) = 1 und das Loschen der Kante zu v! wiirde dem
Spieler u nur einen Distanzverlust von 1 bringen. Da aber a(m + 1) > 1 ist, wiirde der Spieler diese
Kante nicht bauen.

Es sei nun S/, eine Strategie von Spieler u, die nur Kanten zu Knoten v € V' (und den Knoten u*) baut.
Weiterhin sei S’ die Strategie S/, ohne die Knoten u’. Die Kosten der Spieler-Strategie betragen

Cu(S:n) = a/|S;n| + Z dg(sgn)(ugu) = a/|S/| + o'm -+ Z (dg(sl)(u,u) =+ m(dg(sl)(u, ’U) + 1))

veV (m) veV
=d/|9[+ ) ((m+ Ddgsy(v,u)) + m(a’ +[V])
veV

Da G ein Nash-Gleichgewicht ist, folgt mit « := mO‘—J;l € [a, b]

cu(S") = alS'| + Z da(sy(u,v) > cu(S) = ol S| + Z dg(u,v).

veV veV

Somit ist

cu(Sp) = (m+1) <a|5’| + dc(g/)(“ﬂ’)) +m(a +[V])

veV

Y]

(m+1) <a|S| +> dg(u,v)> +m(a + |V])

veV

a/(|5|+m)+z(dg(u,v)—l—m(dg(u,v)—f—l)):a/|5’m|+ Z dem) (u,v)
veV veV(m)

= ¢y (Sm).
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Die Strategie .S, des Spielers u ist also optimal.
Falls G transient ist, kénnen die gleichen Strategiewechsel in G(m) gemacht werden und G(m) ist somit
auch transient. |

Um zu zeigen, dass G(m) ein Nash-Gleichgewicht ist, miissen wir nur die Strategien der Punkte v ¢ V/
priifen. Wie im Beweis des Lemmas geniigt es dabei Strategien zu betrachten, die nur Knoten des
Originalgraphen G enthalten. Wir werden einige Beispiele geben.

Beispiel 4.33. Es sei m € N. Der Graph K,(m) ist fir « = m+1 ein transientes Nash-Gleichgewicht.
Ks(m) und K4(m) haben die folgende Gestalt:

1 2 m 1,2 m 1 2 m
vy V5 Vg vy vy Vg vi vy v
__ -1 ? __
Vo Vo U1
m m
U1 ‘ ‘ )
| | ’U3 ’U2
2 2
vy U1 U2 V5
1 1
v v
1 2 --3 : -
1,2 m 1,2 m
vz v5 U3 vy vy U2

Beweis: Nach Lemma 4.32 und Beispiel 4.9 haben alle Spieler v € K, eine optimale Strategie fiir
a < m + 1. Wir betrachten einen Spieler v! ¢ K,. Dieser Spieler hat eine eingehende Kante von v.
Es geniigt Strategien S C K, zu betrachten. Der Spieler kénnte zu w € K, eine Kante bauen. Die
Distanz zu w und allen w®, i = 1,...,m sinkt um 1. Es ist a« — (m + 1) > 0. Fiir [ Kanten folgt analog
lao—I(m+1)=1(a— (m+1))>0.

Es bleibt die Transitivitdt zu zeigen. Es sei z € K,, ein Knoten, der eine Kante zu y € K, baut. Der
Knoten y! ¢ K,, konnte mit gleichen Kosten eine Kante zu  bauen. Nun hitte der Spieler z bei der
Kantenloschung die Kosten —a + (m) = —1 < 0. g

Beispiel 4.34. Es seien [,m € Ng. Der folgende Graph ist fir | < m und a« = m + 1 ein Nash-
Gleichgewicht. Fir m € N ist er transient.

1,2 l
Vo Yo Yo
Vo
m m
U1 ‘ ‘ Vg
| |
v? v V2 v3
1 1
V1 U3

Beweis: Wir betrachten zuerst den Spieler vg. Der Spieler vy muss mindestens eine Kante bauen, da
sonst die Distanzkosten oo wire. Wie im Beweis von Lemma 4.32 sind die Knoten v; sinnvoller als die
Knoten v;.

1. Der Spieler baut eine Kante. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit baut er zu v;. Die Distanz zu
vy und allen v} wichst um 1 Die Kostendifferenz betrigt

—a+(m+1)=0.

2. Falls der Spieler vy zwei Kanten baut, ist {vg,v1} die beste Strategie. Dies ist die Nash-Strategie.

3. Da in der Nash-Strategie alle Knoten maximal die Distanz 2 haben, wiirde jede Strategie mit mehr
Kanten hochstens die Distanz eines Knotens von 2 auf 1 senken. Die Kosten jeder zusétzlichen
Kante wéiren o — 1 > 0.
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Analog haben die Spieler v; und vy auch optimale Strategien.
Wir betrachten nun einen Nichtdreiecksknoten. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit betrachten wir
vg bzw. vi.
1. Der Spieler baut eine oder zwei Kanten. Wieder sind Knoten im Dreieck sinnvoller. Die Distanz
zu dem Dreiecksknoten und den zugehorigen Knoten fillt um 1. Es ist &« — (m + 1) > 0 bzw.
a— (I +1) >0 fir jede Kante.

2. Der Spieler konnte drei oder mehr Kanten bauen. Dies wiirde wieder ab der dritten Kanten maximal
nur fiir einen Knoten einen Distanzgewinn von 1 bringen.

Wir zeigen fiir m > 1, dass der Graph transient sind. Der Spieler v} baut mit gleichen Kosten eine Kante
zu vy. Der Spieler vo kann nun die Kante (ve, v1) 16schen und hiitte einen Gewinn von @ — m = 1. O

Beispiel 4.35. Es sei m € N. Der folgende Graph ist ein transientes Nash-Gleichgewicht fir o =
2(m+1).

1 2 m 1 2 m
Vo Yo Yo vp V1 Vg
---9 . - -
Vo U1
Y
U3 V2
Y Y
- - @ [ ] -
1,2 om 1,2 om
vz vy U3 vy vy V2

Beweis: Die Spieler v; € Cy haben nach Lemma 4.32 und Beispiel 4.17 eine optimale Strategie fiir
a € [(m+1),2(m+ 1)]. Wir betrachten nun einen Spieler der nicht im Viereck ist. Ohne Einschriankung
der Allgemeinheit sei es vg. Falls dieser Kanten baut, dann sind wieder die Knoten des Vierecks vy, vg
und v3 sinnvoller.

1. Der Spieler vé baut eine Kante zu v1 (oder v3). Die Distanz zu v; und vy und den zugehérigen
Knoten vi und v} verringert sich jeweils um 1. Es ist o — 2(m + 1) = 0.

2. Der Spieler v§ baut eine Kante zu vo. Die Distanz zu v2 und den zugehérigen Knoten v} verringert
sich jeweils um 2. Es ist a — 2(m + 1) = 0.

3. Wir schétzen Strategien mit zwei (oder mehr Kanten) durch die besten Strategien mit einer Kante
ab. Die beste Strategie mit einer Kante brachte einen Distanzgewinn von 2(m + 1). Somit kann
die beste Strategie mit zwei Kanten maximal einen Distanzgewinn von 4(m + 1) haben. Es ist
2a — 4(m + 1) = 0. (Tatséichlich kann durch zwei Kanten nur ein Distanzgewinn von 3(m + 1)
erfolgen.) Analoges gilt fiir drei und mehr Kanten.

Es bleibt zu zeigen, dass der Graph transient ist. Der Spieler v} baut mit gleichen Kosten eine Kante zu
v1. Nun wiirde dem Spieler v; das Loschen der Kante {vg,v1} einen Gewinn von &« —m = 1 bringen. O

Beispiel 4.36. Es sei m € N. Der folgende Graph ist ein transientes Nash-Gleichgewicht fiir 3(m+1) <
a<4(m+1).

1,2 m
Vo Vo Yo
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Beweis: Die Spieler v; haben nach Lemma 4.32 und Beispiel 4.19 eine optimale Strategie fiir a@ €
[(m + 1),4(m 4 1)]. Wir betrachten einen Spieler, der nicht im Fiinfeck ist. Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit sei es v}. Wie in den vorherigen Beispielen brauchen wir nur Strategien zu den Knoten
des Fiinfecks zu betrachten.

1. Der Spieler v} baut eine Kante zu v; (oder vy). Die Distanz zu vy, vi, v2 und v} verringert sich
jeweils um 1. Es ist « — 2(m + 1) > 0.

2. Der Spieler v} baut eine Kante zu vz (oder v3). Die Distanz zu vs und v§ verringert sich um 2 und
die Distanz zu vs und v} verringert sich um 1. Die Kostendifferenz ist « — 3(m + 1) > 0.

3. Der Spieler v} baut zwei Kanten. Die beste Strategie brachte einen Distanzgewinn von 3(m + 1).
Die beste mogliche Strategie mit zwei Kanten, kann hichstens einen Distanzgewinn von 6(m + 1)
bringen. Es ist 2a 4+ 6(m + 1) > 0. Analoges gilt fiir drei oder mehr Kanten.

Da das Fiinfeck nach Beispiel 4.30 transient ist, ist auch dieser Graph transient. [l

Beispiel 4.37. Es sei P = (Vp, Ep) der Peterson-Graph und m € N. Der Graph P(m) ist fir a =
4(m + 1) ein Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Die Spieler z € Vp haben nach Lemma 4.32 und Beispiel 4.25 eine optimale Strategie fiir
a € [(m+1),4(m+1)]. Wir betrachten nun einen Spieler y, der nicht im Peterson-Graph ist und dessen
Vater z ist Wie in den vorherigen Beispielen brauchen wir nur Strategien zu den Knoten des Peterson-
Graphen zu betrachten. Da der Peterson-Graph knotenautomorph ist, sieht die Situation fiir den Spieler
y ohne Einschrinkung der Allgemeinheit folgendermaflen aus

Y

Alle Spieler aufler y, die nicht im Peterson-Graph sind, wurden weggelassen.

1. Der Spieler baut eine Kante zu einem Sohn von z. Ohne Einschrénkung sei es der Sohn s;.

Die Distanz zu s1, e; und ez und den dazugehérigen Knoten s, e} und e sinkt um 1. Die Kos-
tendnderung betriagt a + 3(m + 1) > 0.

2. Der Spieler baut eine Kante zu einem Enkel von x. Ohne Einschrinkung sei es der Enkel e;.
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Die Distanz zu e; und den dazugehérigen Knoten ¢! fillt um 2 und die Distanz zu e4 und eg und
den dazugehérigen Knoten e und ej fillt um 1. Die Kostendifferenz betrigt a + 4(m + 1) > 0.

3. Die beste Strategie mit einer Kante brachte einen Distanzgewinn von 4(m + 1). Somit kann die
beste Strategie mit [ Kanten maximal einen Distanzgewinn von 41(m + 1) erzielen. Es ist

lao —4l(m+1) =l(a—4(m+1) > 0.

Nach Beispiel 4.28 ist der Peterson-Graph transient und P(m) ist somit auch transient. O

4.4 Die Baumvermutung

In diesem Abschnitt behandeln wir die Baumvwermutung von [FLM*03]. Die Autoren Fabrikant und
andere haben nur ein Nash-Gleichgewicht gefunden, welches kein Baum ist. Dieses Nash-Gleichgewicht ist
der Peterson-Graph, welcher transient ist. Daher haben die Autoren die folgende Vermutung aufgestellt.

Vermutung 4.38. Es existiert ein A > 0, so dass fir alle a« > A jedes nichttransiente Nash-Gleichge-
wicht mit den Baukosten o ein Baum ist.

Wir werden in diesem Abschnitt die Vermutung widerlegen und zeigen, dass fiir alle a > 2 sogar ein
starkes Nash-Gleichgewicht existiert, welches nicht ein Baum ist. Der Author hat dieses Ergebnis auf den
ersten Seiten in [AEED106] vertffentlicht.

Lemma 4.39. Es sei ¢ € N. Der vollstindige Graph K, besitzt eine Orientierung mit

5t (v) — 6 (v) =0 fiir ungerade q
|67 (v) — 6 (v)| =1 fiir gerade q

fir alle Knoten v.

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit Induktion iiber q. Der Fall ¢ = 1 ist trivial. Wir zeigen die
Behauptung von ¢ auf ¢ + 1.

1. Falls ¢ ungerade ist, erfiillt der Graph K, nach Voraussetzung &} ,() = 0y (v) = 0. Wir fiigen
einen Knoten z hinzu und verbinden dlesen Knoten mit jedem Knoten in K Dabei wihlen wir
eine Orientierung von x so, dass 6 (2) = 4+ und 6~ (z) = 45+ ist. Es ist 5+( )—0"(z) = 1.
Jeder Knoten v von K, hat nun entweder eine eingehende oder ausgehende Kante mehr und es ist

105, (V) =0k, ()| = 1.

2. Falls ¢ gerade ist, erfiillt der Graph K, nach Voraussetzung |5IJ2,, (v) = d, (v) = 0] fiir alle Knoten.
Wir fiigen wieder einen Punkt x hinzu und verbinden diesen mit K. Im Fall 512 (v) = 0k, (v) =1
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—1 fiigen wir die Kante (v, ) hinzu.

fiigen wir die Kante (x, v) hinzu und im Fall (5}2(1( v) =0 (v) =
v) = 0. Fiir den Knoten z gilt

Fiir alle Knoten v in K, gilt somit 5;2#1 (v) =0, (v

0t (@) = Hv | 0k, (v) = 0, (v) = 1}| = Ok, (v) = O, (v).
vzéj(q (’U)—(S;(q (v)=1

@) = ol 65, (0) =g ) = -1 =— 3 5 () =g, ().

q
v:é;q ('u)féi}q (v)=-1

Es folgt

() =6 (2) = Zé}q (v) = 0k, (v) =0.

O

Wir werden zeigen, dass der m-Graph einer affinen Ebene eine starkes Nash-Gleichgewicht ist. Dieser
Graph wurde in [Ste74], [Sca86], [BB88] und [BCN89] als Beispiel fiir einen geodétischen Graph mit
Durchmesser 2 betrachtet.

Wir miissen den Graphen eine Orientierung, das heifit eine Gesamtstrategie geben. Es sei (X, B) eine
affine Ebene der Ordnung ¢. Die Anzahl der Blocke, die zu einem gegeben Block B parallel sind, betrigt
Ag,0 = ¢ — 1. Jeder Aquivalenzklasse eines Blockes B ist ein vollstindiger Graph K q im m-Graphen. Wir
orientieren K, wie im obigen Lemma. Fiir r := r(B) = Ok, (B) und s := s(B) := 512 (B)istr+s=q—1
und |r —s| < 1.

Es existieren A’\UO = ¢+ 1 viele Aquivalenzklassen. Es seien B, ..., B¢ Reprisentanten dieser Aquiva-
q,

lenzklassen. Die Blocke der Aquivalenzklasse [B?] = {B{, ... BJ_,} bauen keine Kanten zu den Punkten
aus X. Ein Block B € [B] fiir 0 < i < ¢ — 1 baut genau zwei Kanten zu den Punkten B N B{ und
BN B} +1 mod ¢- Die restlichen Kanten werden von den Punkten z € X gebaut.
Wir betrachten da kleinste Beispiel.

Beispiel 4.40. Es sei X = {1,2,3,4} und B enthalte alle zwei elementigen Teilmengen von X. Das
Tupel (X, B) ist ein affine Ebene der Ordnung 2. Der zugehdrige m-Graph sieht folgendermafen aus.

1 2 3 4

Dies ist der Peterson-Graph. Da der Block {1,3}, im Schaubild mit der Zahl 13 gekennzeichnet, drei
Kanten baut, ist dies nur ein Nash-Gleichgewicht fir 1 < o < 3, statt wie in dem Beispiel 4.25 fiir
1<a<4.

Im néchsten Schaubild ist die Situation eines Punktes x € X fiir eine affine Ebene der Ordnung ¢
dargestellt.

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3 0rl bl patl q+1
ry x Bj Bq1 xf wy,_, BY B;, w wx,, By By a2 r,'y Bi" By

Es seien BY, i =1,...q+ 1 die Ay vielen Blocke, die den Punkt z enthalten. In jeder Aqulvalenzklasse

i =0,...,q+1 ex1stlert genau solch ein Block. Die Punkte des Blockes By seien zi,...,x;_4 (und
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). Die Blocke der Aquivalenzklasse von BF seien Bi,... ,B;fl. Fiir 4 # j sind die Punkte z¢ und le
verschieden, da sonst _ _

wire. Da die Blocke B} und B{ fiir 4 # j in verschiedenen Aquivalenzklassen liegen, haben diese Blocke
genau einen Punkt gemeinsam. Der Punkt z ist in (z || BY) = B] fiir ein 0 < j < ¢ und hat genau

zwei eingehende Kanten von den Blocken (z || B’) und (z || B’~! ™°d4). Ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit sei BY = (x || BY) und BS = (z || B/~ m°d4). Die Kosten des Spielers = betragen

o(Se)=(g—Da+(@+1)+2(¢+1)(2(¢—1)) = (¢ — Da+4¢> +¢—3.

Lemma 4.41. Es sei q¢ > 3. Jeder Punkt x € X hat fir 1 < a < 2(q—1) eine optimale Strategie und
fir 1 < a<2(q—1) eine starke optimale Strategie.

Beweis: Wir betrachten zunéchst die Strategie Sp, bei der der Spieler x keine Kante baut. Sie sieht
folgendermafen aus.

Da die Blocke B;- fir 3 <i,j < ¢+ 1 nicht in der Aquivalenzklasse von BY und Bj liegen, existieren
Punkte x} und z3 mit denen die Blécke verbunden sind. (Das Fragezeichen ist ein Index, der hier nicht
weiter angegeben wird.) Aus dem gleichen Grund sind die Blocke nicht direkt mit B oder B3 verbunden.
Wir haben solche Blécke mit B im Schaubild bezeichnet.

Ein Punkt :vf mit i > 3 und 1 < j < ¢—1 hat die Distanz 3 zum Spieler x, da der Punkte nicht im Block
B! enthalten ist und es genau einen Block in der Aquivalenzklasse [B!] gibt, der :vf enthélt. Analoges
gilt fiir By und die Aquivalenzklasse [Bz]. Wir haben solche Punkte mit x angedeutet.

Die Blécke BY mit 3 < ¢ < ¢ + 1 sind im Schaubild mit B* angedeutet. Sie haben die Distanz 4,
da sie nicht in der Aquivalenzklasse der [Bf] und [Bj] sind und keinen der Punkte z} und ? fiir
j=1,...,q— 1 enthalten. Falls sie zum Beispiel ZC; enthalten wiirden, wiirde BY = (, le) = BY folgen.
Die Kostendifferenz zur Nash-Strategie betragt

6(So) = c(So) —e(Sz) = —(¢—Da+(g—1)2(¢-1)+3(¢-1)=(¢—1)(2¢+1—a) >0.

Ausgehend von der Strategie Sy betrachten nun alle mogliche Strategie S; mit genau einer Kante. Wir
werden uns fiir die Anzahl der Knoten interessieren, die dadurch auf Distanz 2 kommen. Wir miissen
dafiir fiinf Falle unterscheiden.

1. Der Spieler z baut eine Kante zu einem Knoten x} oder z? fiir 1 <4 < ¢ — 1. Ohne Einschréinkung
der Allgemeinheit sei es x;}
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Der Punkt z} liegt in genau q + 1 vielen Blocken. Davon ist ein Block BY und ein Block Br? aus
der Aquivalenzklasse von [B3]. Diese beiden Blocke waren vorher schon auf Distanz 1 oder 2. Die
Anzahl der neuen Knoten mit Distanz 2 betréagt somit ¢ — 1.

2. Der Spieler baut eine Kante zu einem Block B} oder B? fiir 1 <i < ¢ — 1. Ohne Einschriinkung
der Allgemeinheit betrachten wir B}.

Jeder Block in der gleichen Aquivalenzklasse von B} hat schon die Distanz 1 oder 2 zum Spieler z.
Weiterhin enthilt B} einen Punkt 22 aus BS. Dieser hatte vorher auch schon die Distanz 2. Somit
haben ¢ — 1 viele Punkt die Distanz 2 bekommen.

3. Der Spieler baut ein Kante zu einem Block B’ mit B’ ¢ [BY] U [B35], welcher nicht x enthélt.

zy It [B]

Der Block B’ enthélt einen Punkt z} aus BY und einen Punkt 2% aus Bj. Deren Distanz sinkt
nicht. Neben den verbleibenden Punkten ¢ — 2 vielen Punkten haben auch die Blocke der gleichen
Aquivalenzklasse die Distanz 2. Es haben somit 2¢ — 3 viele Knoten die Distanz 2 bekommen. (Im
Schaubild sind die Punkte mit Distanz 2 durch 3, ..., z9"! dargestellt. Einen zur Aquivalenzklasse
von B’ zugehorigen Punkt gibt es aber nicht.)

4. Der Spieler baut zu einem Punkt 2’ ¢ {z},... ,xéfl, 2, ..., a:gfl}.

Der Punkt z’ ist in g + 1 vielen Blocken, jeder Block befindet sich in einer anderen Aquivalenz-
klasse. Zwei dieser Blocke sind in der Aquivalenzklasse von B und B3 und haben somit keine
Distanzverbesserung. Die Anzahl der neuen Knoten mit Distanz 2 ist ¢ — 1.

5. Der Spieler baut eine Kante zu einem Block B* # BY, B5, welcher x enthélt.
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In diesem Fall ist die Anzahl der neuen Knoten mit Distanz 2 maximal und betrdgt 2(¢ — 1). Die
Nash-Strategie besteht nur aus diesen Kanten. Auch wenn mehrere solcher Kanten gebaut werden,
bleibt fiir jede Kante die Anzahl der neuen Knoten mit Distanz 2 immer 2(q — 1).

Wenn der Spieler x zu einer Strategie S; mit [ < g — 1 vielen Links wechselt, dann haben mindestens
(g —1—=1)2(q — 1) viele Knoten die Distanz 3 oder 4. Die Kostenénderung zur Nash-Strategie betrigt

6(S1)>—(g—1-Da+(g=1-02(q—-1)=(¢g-1-1)2(¢—-1)—a)>0.

Jede andere Strategie S;_1 mit ¢—1 vielen Kanten aufler der Nash-Strategie hat mindestens einen Knoten
mit der Distanz 3 und somit ist die Kostendnderung ¢(S,—1) > 1 > 0.

Jede Strategie mit mehr als ¢ + 1 Kanten, konnte maximal nur fiir einen Knoten die Distanz von 2 auf
1 verbessern und ist wegen a > 1 schlecht. Fiir das starke Nash-Gleichgewicht konnen wir den Beweis
analog fiithren. O

Das néchste Schaubild zeigt die Situation eines Blockes B ¢ [B1].

T g  To g T3a o ATg Bim s Se B pTee e

ZT1 T1 T2 T2 T3 xrs3 Tq Tq 1 1 .IT .IT r+1 r+1 q—1 qg—1
Byt Byt By* By By* By B{" By z z 1 a Ty Ty x0Ty

Es seien z1,...,2, die Punkte, die der Block B enthélt und By,..., B;—1 die zum Block B parallelen
Blocke. Der Block B hat eine eingehende Kante von den ersten r vielen Blocken By, ..., B, und baut
eine Kante zu den s vielen Blocken B, 1, ..., By_1, wobei r und s wie in Lemma 4.39 sind. Da wir einen
Block B ¢ [By] betrachten baut der Block B genau zwei Kanten zu Punkten z;. Ohne Einschréankung
seien dies die Punkte x1 und xs.

Jeder Punkt z; fiir ¢ = 1,..., ¢ ist in weiteren Az 1 = ¢ vielen Blécken, die wir mit By, ..., By bezeich-
nen. Jeder Block B; besitzt die ¢ vielen Punkte 23, ..., 2%. Da B und B; in der selben Aquivalenzklasse
und somit paarweise disjunkt sind, sind die Punkte x;, :vf paarweise verschieden. Die Blocke Bf* und

By’ sind fiir i # j verschieden, da B der einzige Block mit den beiden Punkten z;, x; ist. Weiterhin ist
ein Block B;” verschieden von By, da der Block B;” den Punkt z; und der Block B den Punkt z; nicht
enthélt. Die Kosten betragen

c(Sp) =2+ s8)a+(2¢—1)+2(2¢ — 1)q = (s + 2)a + 4¢> — 1.
Analog betragen die Kosten fiir einen Block B € [BY].
c(Sp) = sa +4¢* — 1.

Lemma 4.42. FEs sei ¢ > 11. Jeder Block hat eine optimale Strategie fiir 1 < a < g+ 1 Die Strategie
ist firl < a < q+1 stark.

Beweis: Es sei B ¢ [BY] ein Block. Wir betrachten zunéchst die Strategie Sy, bei der B keine Kante
baut. Das folgende Schaubild zeigt die Strategie Sy.
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Die Blocke Byy1,...,B¢—1 haben zu B die Distanz 2, da sie mit den Blécken By, ... B, in der gleichen
Aquivalenzklassen sind und die zugehorigen Punkte 271!, ... it it ;#2771 haben nun Distanz 3,
da sie nicht in den Blocken By, ..., B, enthalten sind. Jeder dieser Punkte ist in genau einem der Blocke
Bii1,...By—1 und genau in einem Block B3 fiir 3 <4 < ¢q. Die Blocke By, ..., Bj', B{*,..., By?, die
neben B den Punkte z; oder x2 enthalten, haben die Distanz 3, da sie keinen der Punkte z3,...,2,
enthalten, noch in der Aquivalenzklasse von B sind. Jeder der Blécke B, ... , By, Bi?,... , By? besitzt
fir jedes x;, i = 1,...,q genau einen adjazenten Block Bj;". Weiterhin ist jeder dieser Blocke genau
iiber einen Punkt a:l, mit B; fir 1 < ¢ < r verbunden. Die Punkte z; und zo sind in den Blocken
BY',...,Bj', By?, ..., By, welche alle Distanz 3 haben. z; und x3 haben somit die Distanz 4. Die
Kostendifferenz der Strategie Sy und der Nash-Strategie betriagt

5(So) =c(So) —c(Sp) =—(s+2)a+s(g+1)+2¢+6=(¢g+1—a)(s+2)+4>0.
Wir betrachten nun alle Strategien mit einem Link. Wir miissen sechs Fille unterscheiden.

1. Der Spieler B baut eine Kante zu einem Block B;” mit3<1<q,1<5<qg.

Der Block B;” ist mit genau einem Block B3 ~1 der Blscke By, By verbunden, welcher wieder-
um mit z; verbunden ist. Analog ist B;” mit einem B;” 2 verbunden, welcher wiederum mit xo ver-

bunden ist. Weiterhin ist B mit dem gemeinsamen Punkt x§ von B;“ und By firk =r+1,...,q—1
verbunden. Alle anderen Knoten haben keinen Distanzgewinn erfahren. Der Distanzgewinn einer
solchen Strategie betrigt s + 5.

2. Der Spieler B baut eine Kante zu einem Punkt :v; mit 1 <:7<rund 1 <75 <gq.
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Der Punkt :v; ist mit genau einem Block B3 der Blocke B, ..., By, welcher wiederum mit 2

verbunden ist. Analoges gilt fiir B7* und z2. Der Distanzgewinn betrégt 5.

3. Der Spieler B baut eine Kante zu einem Block Bj* oder B}* mit 1 < j < g. Ohne Einschréinkung
betrachten wir den Block Bj".

Der Block B" enthélt den Punkt 1. Weiterhin enthilt B}* fiir alle k = 7+ 1,...,¢ — 1 genau

ein Punkt von x’f, - ,x’;, welchen wir mit :vlf dargestellt haben. Der Block ist zu einem der Blocke

B2, .. . By? parallel. Dieser parallele Block enthélt z3. Der Distanzgewinn betrégt s + 6.

4. Der Spieler B baut zu einem Punkt xz mitr+1<:<qund1<j5<q.

z1
B?

T T2

Der Punkt % ist mit einem Block B7" von den Blécken By, ... By verbunden. Der Block By* ist

mit z; verbunden. Analoges gilt fiir 'B?”” 2 und z9. Der Distanzgewinn betragt 5.

5. Der Spieler baut eine Kante zu einem Block B; mit r <1i < g — 1.
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Der Block B; enthilt die Punkte i, .. :Efz Der Distanzgewinn betréigt ¢ + 1.

6. Der Spieler B baut eine Kante zu dem Punkt x; oder x2. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit
betrachten wir x7.

B

X1 1
Bl Bq

Der Punkt z; ist in den Blécken By*, ... , By*. Der Distanzgewinn betrégt ¢ + 3

Die letzten beiden Strategien 5 und 6 lassen sich mischen, ohne dass der Distanzgewinn sich verringert.
Die Nash-Strategie besteht aus solchen Kanten. Fiir ¢ > 11 ist

q+1>g+625+6

Somit sind die letzten beiden Strategien besser als die anderen. Es sei S; eine Strategie von B mit
l < s+ 2. Wir ersetzen alle Strategien der Form 1 bis 4 durch die besseren Strategien der Form 5 und 6.
Die Kosten kénnen dadurch nur sinken. Da [ < s+ 2 ist, konnen durch den Bau eines weiteren Links die
Kosten mindestens um ¢ + 1 — o > 0 gesenkt werden.

Eine Strategie mit ¢ + 1 links ist genau dann optimal, wenn alle Strategien des Typs 5 und 6 genommen
werden. In der Nash-Strategie haben alle Knoten die Distanz 2 oder 1 Eine Strategie mit [ > ¢+ 1 vielen
Kanten koénnte maximal die Distanz von [ — (g + 1) vielen Knoten von 2 auf 1 senken. Es ist

(=(@+))a-(l-(¢+1)=0-(¢g+1))(a=1)>0.

Mit Lemma 4.24 folgt die Behauptung auch fiir B € [BY]. Das starke Nash-Gleichgewicht sieht man
analog [l

Wir haben den folgenden Satz bewiesen.

Satz 4.43. Der w-Graph einer affinen Ebene der Ordnung q > 11 ist fir 1 < a < ¢+ 1 ein Nash-
Gleichgewicht und fir 1 < a < ¢+ 1 ein starkes Nash-Gleichgewicht.

Korollar 4.44. Die Baum-Vermutung ist falsch.

81



Kapitel 5

Approximative Nash-Gleichgewichte
in Netzwerk-Spielen

5.1 Einfiihrung

In diesem Kapitel betrachten wir das Netzwerk-Spiel. Das Kapitel beruht auf [ADTWO03] und [Eil06].
Gegeben ist ein ungerichtetes Netzwerk G = (V, E,¢) und eine Menge von Spielern I. Jeder Spieler i

besitzt eine Funktion
fi : P(V) — No.

Eine Spieler-Strategie (7%).c des Spielers i ist eine Kantenfunktion 2! mit Werten in RJF Der Vektor
(z e)eeE,zeI ist die Gesamt-Strategie. Eine Kante e ist in der Gesamtstrategie gekauft, falls Sal >
ist. Gekaufte Kanten konnen von jedem Spieler benutzt werden. Es sei

A 1 falls e gekauft ist
‘ 0 sonst

der charakteristische Vektor der gekauften Kanten. Fiir jeden Spieler ¢ muss das Netzwerk der gekauften
Kanten zuldssig sein, dass heifit es miissen die Bedingungen

> we > fi(S), VS CV
e€d(S)

erfiillt sein. Falls mindestens eine Bedingung nicht erfiillt ist, nennen wir die Spieler-Strategie und die
Gesamtstratgie unzulissig. Die Kosten des Spielers ¢ betragen

¢i = ci((x} )ecE,icI) Ziﬂ

ecE

Da die Spieler ihre Kosten minimieren wollen, werden wir fiir alle Kanten e ohne Einschriankung der
Allgemeinheit 3" 2% < ¢, annehmen. Eine Kante ist somit gekauft, falls Y x! = c. ist.

Mit der Funktion f(S) := max;es fi(S) erfiillt das Netzwerk der gekauften Kanten einer zuldssigen
Gesamtstrategie das folgende globale Problem

g Cee — Min

e

> me > f(S)VSCV

e€d(S)
ze € {0,1}.

Dies ist das globale Netzwerk-Problem CP(f). Die Autoren Anshelevich, Dasgupta, Tardos und Wexler
([ADTWO03]) haben das folgende Teilspiel betrachtet.
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Beispiel 5.1 (Steiner-Wald-Spiel). Gegeben sei ein ungerichtetes Netzwerk G = (V, E, c). Jeder Spieler
i € I besitzt eine Terminalmenge T; C V, die der Spieler im Netzwerk der gekauften Kanten verbinden
mdchte. Der Satz von Menger zeigt, dass dies ein Netzwerk-Spiel mit der Funktion

0 sonst

fi(s):{1 falls 0 # STy #T;

1st.

Das zugehorige globale Problem ist das Steiner-Wald-Problem. Dieses enthélt das Steiner-Baum-Problem,
welches AP X-hart ist [BP89]. Somit ist die Berechnung einer optimalen Spieler-Strategie fiir einen Spieler
auch APX-hart. [ADTWO03] haben mit dem folgenden Beispiel gezeigt, dass im Allgemeinen kein Nash-
Gleichgewicht existiert.

Beispiel 5.2. Im Steiner-Wald-Spiel existiert im Allgemeinen kein Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Wir betrachten das folgende Netzwerk.

S1 1 S2

1 1

ta 1 g

Der Spieler 1 besitzt die Terminalmenge Th = {s1,¢1} und der Spieler 2 besitzt die Terminalmenge
T2 = {82, tg}.

Jede globale Losung besitzt mindesten drei Kanten. Ohne Einschrankung der Allgemeinheit betrachten
wir die folgende durch dicke Kanten gekennzeichnete optimale Losung.

S1 1 S2

1 1

ta 1 t4

Die Kante {s1, s2} wird nur von Spieler 1 benutzt. Daher muss Spieler 1 in einem Nash-Gleichgewicht die
komplette Kante mit Kosten 1 bezahlen. Analog bezahlt nur der Spieler 2 die Kante {¢1,t2}. Die Kante
e = {s2,t1} wir von beiden Spielern benutzt. Wir nehmen ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an,
dass Spieler 1 einen positiven Anteil 0 < 2. < 1 in die Kante e investiert. Spieler 1 hat die Kosten 1+ ..
Der Spieler kénnte die Investitionen in die Kanten {s1,s2} und e zuriicknehmen und 1 in die Kante
{s1,t2} investieren. Die Terminals von Spieler 1 sind verbunden, da Spieler 1 die von Spieler 2 gekaufte
Kante {t1,t2} kostenlos mitbenutzen kann. Es folgt, dass die globale Losung kein Nash-Gleichgewicht
ist. Die anderen Félle sind analog. O

Wir werden dies Beispiel spiter noch genauer betrachten. Weiterhin haben [ADTWO03] gezeigt, dass
der Preis der Stabilitit und der Preis der Anarchy |I], die Anzahl der Spieler, sein kann, falls Nash-
Gleichgewichte existieren. Wir werden daher approximative Nash-Gleichgewichte betrachten.

Definition 5.3 (approximative Nash-Gleichgewicht). Es sei o > 1. Die Gesamt-Strategie (z)ecp ic1
ist ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht, falls fiir alle Spieler i € I und alle zuldssigen Spieler-
Strategien (Ti)ccp

aci((¥d)eep jerizi X (Te)eer) = Ci((xl)ecE jer)

ist. Ein Graph G ist ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht, wenn ein a-approzimatives Nash-Gleich-
gewicht existiert, dessen Kaufgraph G ist

In einem a-approximative Nash-Gleichgewicht kann kein Spieler seine Kosten um den Faktor a senken,
unter Beibehaltung der anderen Spieler-Strategien. 1-approximative Nash-Gleichgewichte sind Nash-
Gleichgewichte. Im Steiner-Wald-Spiel haben [ADTWO03] gezeigt, dass OPT ein 3-approximatives Nash-
Gleichgewicht ist. Die Berechnung von OPT ist das Steiner-Wald-Problem, welches AP X-hart ist. Daher
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02 ( é)el 0

03y «— 0

041 «< 0

05 SOLANGE X unzuldssig ist:

06 I — [+1

07 V(X) = {S| S ist minimal verletzt bzgl. X}

08 Erhche gleichméBig yg um ¢ fiir alle S € V bis ein dichtes ¢; existiert.

09 X XU{el}

10 FUR k « [ BIS 1

11 FALLS X\{ey} zuldssige Losung ist DANN X «— X\{ex}

12 INITIALISIERE Stapel

13 LEGE alle ec §(S) fir Se€ V({er,...,h—1}) mit |[X N6(S)| > 2a auf den Stapel
14 Fir alle S€ V({e1,...,k—1}) mit |XNJ(S)| < 2a—1 wahle einen Spieler i mit

fi(§) =1
15 FUR alle e€ 4(9)
16 xé<— xé + €
17 FUR j «— 1 BIS 2a—1—|XnN4(9)|
18 NIMM Kante e¢ des Stapels
19 i — 2l 4 e

20 AUSGABE (zl)ee E,i € 1
Abbildung 5.1: Der Algorithmus NG

werden wir uns gute Approximationen fiir OPT anschauen. [ADTWO03] haben gezeigt, dass jede globale
2-Approximation ein 4.65 + e-approximatives Nash-Gleichgewicht ist.

Wir werden zeigen, dass der Primal-Dual-Algorithmus PDg, welcher eine globale 2-Approximation be-
rechnet, auch ein 3-approximatives Nash-Gleichgewicht ist. Unser Ergebnis ist allgemeiner und nicht nur
auf die Steiner-Wald-Spiele begrenzt. Wir werden zeigen, dass alle globalen Approximationen des Satzes
2.39 auch approximative Nash-Gleichgewichte sind. Wir modifizieren den Algorithmus PDg in Abbildung
2.4 zu dem Algorithmus NG in Abbildung 5.1, welcher ein approximatives Nash-Gleichgewicht berechnet.

Satz 5.4. Es sei a« € N und PDg in Polynomialzeit fiir das Netzwerk-Problem CP(f). Weiterhin gelte
fiir alle unzuldssigen Losungen X und minimalen Erweiterungen Y von X

S Y naS)] < alV(X)).

Sev(X)
Dann berechnet der Algorithmus NG in Polynomialzeit ein 2a — 1-approzimatives Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Wir nehmen an, dass wir uns in der k-ten Iteration der Schleife des inversen Loschschrittes
befinden und die Kante ej, eventuell nicht mehr in der Menge X ist. Eine Menge S € V({e1,...,ex-1})
heifit gut , falls | X N§(S)| < « ist. Falls o < |X N(S)| < 2 — 1 ist, heifit S neutral, sonst schlecht.
Jede dieser Mengen ist verletzt bzgl. {ej,...,ex—1}. Fiir gute und neutrale Mengen S wird genau ein
Spieler ¢ mit f;(S) = 1 gewéhlt, der in alle Kanten e € X N §(S) (zusétzlich) e investiert.

Wir behaupten, dass die untere Schranke des Spielers ¢ sich um ¢z erhht. Wir betrachten zunéchst die
Strategie des Spielers 4, in der der Spiele in keine Kante investiert. In dieser Strategie hat der Spieler sein
Ziel nicht erreicht. Da f;(S) = 1 ist, muss der Spieler eine Schnittkante in S haben. Die Kanten e € §(5),
e € X sind nicht gekauft, da mindesten der eg-Teil des Spielers i fehlt. Die Kanten e € §(S),e ¢ X
sind nicht in der globalen Approximationslésung und werden daher von den Spielern nicht gekauft. Der
Spieler muss also in mindestens eine Kante e € §(S) investieren.

1. Falls er in eine Kante e € §(S) N X benutzt, muss er die fehlenden €5 bezahlen.

2. Wenn er eine Kante e € §(5), e ¢ X benutzt muss er auch mindestens ¢, bezahlen, da die duale
Variable yg in Iteration [ = k um ¢, auf e gewachsen ist und somit ¢, > yg > ¢ ist.
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Es folgt, dass der Spieler eine untere Schrank von €; hat. Es ist leicht zu sehen, dass sich die unteren
Schranken eines Spielers addieren, da sich auf den Kanten auch die dualen Variablen addieren. Der Spieler
einer guten oder neutralen Menge S kann € in alle Schnittkanten der guten oder neutralen Menge und
in (2a —1—|XNd(S)|) vielen Schnittkanten der bosen Mengen investieren.

Wir werden zeigen, dass in jeder Iteration £ auch die bosen Kanten gekauft werden. Durch den inversen
Loschschritt ist die Menge X in der Iteration k eine minimale Erweiterung von {es,...,ex—1}. Nach
Voraussetzung ist somit

Z (X NoS)| <alV({er,...,ex-1})]
Sev({e,..., ex—17})
Es bezeichne G bzw. N bzw. B die Familie der guten bzw. neutralen bzw. bosen Mengen. Es ist
STIX NS+ D IX NS+ Y 1XN6(S)| < a(G| +|N|+|B).
Sea SeN SeB

Beim Entfernen der neutralen Mengen bleibt die Ungleichung erhalten.

S TIXNSS)+ D 1XN6S)| < oG]+ |B]) (5.1)

seq SeB
Jede gute Menge hat mindestens eine Schnittkante in X N§(S) und jede bose Menge hat nach Definiton
mindestens 2« viele Kanten. Es folgt

G| +2a[B] < > Y Na(S)|+ > [V Na(S)

sea SeN
und
alB| < (a - 1)|GI. (5.2)
Wenn wir Gleichung (5.2) in (5.1) einsetzen, erhalten wir
SIS+ ) 1ndS)] < (20— 1)[G].

SeG SeB
Somit werden in jeder Iteration die Schnittkanten der bosen Mengen durch Spieler der guten Mengen
gekauft. O
Korollar 5.5. Fiir bindre, propere Funktionen ist PDg nach Satz 2.51 ein 2-Approximationsalgorithmus.
Wir kénnen aus der Lisung PDg ein 3-approximatives Nash-Gleichgewicht konstruieren.

Beispiel 5.6. Im Steiner-Wald-Spiel existiert ein 3-approrimatives Nash-Gleichgewicht, welches eine
globale 2-Approximation ist.

Korollar 5.7. Fulls fiir alle unzulissigen Losungen X mazximal eine verletzte Menge gewdhlt wird, so gibt
es keine bosen und neutralen Mengen und wir erhalten im Satz ein a-approzimatives Nash-Gleichgewicht.

Wir geben das Hitting Set-Spiel als Beispiel an.

Beispiel 5.8 (Hitting Set-Spiel). Jeder Spieler i besitzt eine Familie von Mengen S; C P(U) iber dem
Universum U. Jedes Element e € U hat die Kosten c.. Jeder Spieler i kann $Ze > 0 in das Element e
investieren. Ein Element e ist gekauft, falls

LR

icl
ist. Jeder Spieler muss fiir jede Menge S € S; ein gekauftes Element e mit e € S besitzen. Die Kosten
des Spielers betragen
PIL
..

ecE
Der Algorithmus PDHS in Abbildung 2.2 berechnet eine globale Smax-Approximation mit

Smax = Sénﬁ“xsi |S|
i€l

Nach dem obigen Korollar ist dies ein Smax-approzimatives Nash-Gleichgewicht.
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5.2 Punkt zu Punkt-Spiele

In diesem Abschnitt werden wir eine untere Schranke zum Satz 5.4 konstruieren. Wir betrachten hier
das Netzwerk-Spiel mit bindren Funktionen f;. Fiir eine moglicherweise unzuléssige Gesamt-Strategie
(2%)cep.icr, die die globale Losung (z.)ecr erzeugt, sind die optimalen Kosten des Spielers i durch das
folgende IP (%) gegeben.

Z(c8 — 27"l — min

ecE
> al = fi(8),¥SCV
e€d(S)
ol €{0,1},Ve € E,
wobei 277 := Y a2 ist. (al)cer sind die wihlbaren Variablen.

j#ijel
Fiir die Kanten e mit 2. = 0 ist ohne Einschrinkung der Allgemeinheit 27 = 0. Fiir die Kanten e
mit z, = 1 ist 2 < ¢, — 27°. Wir ersetzen ¢, — 27" im obigen IP durch 2! und erhalten das stiirkere
ganzzahlige Programm IP (7).

Z zlal + Z et — min
e:xre=1 e:xe=0
S al > £i(9),v8
e€d(S)

ol €{0,1},Ye € E

Falls die Gesamt-Strategie (2%)ccp ic; minimal und zulissig ist, ist entweder > 2l = ¢, oder > xf = 0.
i€l i€l

In diesem Fall haben die beiden ganzzahligen Programme den gleichen Wert. Da in diesem Abschnitt f;

binér ist, relaxieren wir a? € {0,1} zu o’ > 0 und erhalten das folgende LP(i).

g To0, + g CeQly, — MIN

exe=1 e:xe=0
> al > fi(8),vS
e€d(S)
aé >0,Vee FE
Das duale Programm DP() lautet
Z fi(S)yh — Max (5.3)
scv
Z yh < cert Ve :we =1 (5.4)
S:e€d(S)
Z yZS <ce,Ve:xe =0 (5.5)
S:e€d(S)
yh > 0,V8S. (5.6)

Der Spieler ¢ kann nach Satz 2.34 oder Satz 2.40 das Programm IP(i) und DP(¢) mit zugehorigen
Schlupfbedingungen in Polynomialzeit optimal 16sen, falls der Spieler ¢ nur zwei Terminals verbinden
muss. Dies ist im Punkt zu Punkt-Spiel der Fall.

Beispiel 5.9 (Punkt zu Punkt-Spiel). Gegeben sei ein ungerichtetes Netzwerk G = (V, E,c). Jeder
Spieler © € 1 besitzt genau zwei Terminals s;,t;, die der Spieler im Netzwerk der gekauften Kanten
verbinden mdchte.

Li McCormick und Simch-Levi [LMSL92] haben gezeigt, das zugehérige globale Punkt zu Punkt-Problem
N'P-hart ist. Somit ist die Berechnung einer optimalen Spieler-Strategie auch NP-hart. Wir werden
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daher wie bei den Primal-Dual-Algorithmen eine untere Schranke fiir die Spieler mit Hilfe des folgenden
Programms DP(z) konstruieren.

> fi(S)yls — max (5.7)
7,5
Z:z:f2 <ece,Ve:z,=1 (5.8)
D oal <ad filS)yk, Vi (5.9)
e S
> ys<alVierz, =1 (5.10)
S:e€d(S)
Y ys<ceVierme =0 (5.11)
S:e€d(S)
Tesys =0 (5.12)

z! und y% sind die wihlbaren Variablen. An die Variablen x? fiir Kanten e mit z. = 0 ist keine Bedingung
gestellt. Wir werden daher ohne Einschriinkung der Allgemeinheit 2! = 0 fiir z. = 0 annehmen.

Lemma 5.10. Es sei (z.)ecp eine globale Losung und o > 1. Fiir jede Lisung (x%,y%)ecp ic1,scv von
DP(z) ist

Z fi(S)yg

scv
eine untere Schranke fiir die optimalen Kosten des Spielers i in der (unzuldssigen) Gesamt-Strategie
(2l)eem,icr-

Beweis: Es sei (2, y%)eer icr,scv eine Losung von DP(z). Die Bedingungen (5.4) und (5.5) entsprechen
genau den Bedingungen (5.10) und (5.11). Somit ist

Z fi(S)yg
scv
eine untere Schranke fiir die optimalen Kosten von Spieler i unter der Gesamt-Strategie (2¢)ccpicr. O
Satz 5.11. Es sei (z.)ecr eine globale Losung und o > 1.
1. Wenn eine Lisung (zt,y%)ecr icr,scv von DP(x) die Bedingung
dceme<a Y filS)ys
ecF i€l,SCV
erfillt, dann ist (x.)ecr ein a-approxzimatives Nash-Gleichgewicht.

2. Im Punkt zu Punkt-Spiel ist x = (Ze)ecr genau dann ein a-approzimatives Nash-Gleichgewicht,
wenn die optimale Lisung (z,y%)ecE,icr,scv von DP(x) die Bedingung

Z Cele S @ Z fl(S)y.ZS
ecE ieI,SCV

erfullt.

Beweis: 1. Es sei (21,y%)e 5, eine Losung von DP(z). Es bezeichne (Z).cg die optimale Strategie
des Spielers i bei den gegebenen Spieler-Strategien (z7);.;. Nach Lemma 5.10 gilt

ST =) fi(S)ys.

ecE scv

dYoal<ad filSys<ad T

eck SCV eckE

Mit Bedingung (5.9) folgt
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(7%)cer ist also ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht fiir den Spieler i. Das Problem ist, dass
Kanten e mit z. = 1 existieren, die von (2)ec g, icr nicht vollstindig gekauft werden. Wir werden
(21)ecE,ic1 zu einem a-approximativen Nash-Gleichgewicht erweitern. Jeder Spieler ¢ kann noch

aY Ty wiza)y [i(Sys- ) a

eceFE ecE SCV ecFE

in die nicht vollstédndigen Kanten investieren. Wenn jeder Spieler v > f;(S)yh — > «! investiert,
scv e€E

bleibt die Bedingung (5.9) (und auch die anderen Bedingungen) erhalten. Die Summe iiber alle
Spieler i ist nach Voraussetzung

DO afiSys =D a)za Y filSws— Y wi=) cwe— Y, ozl
el SCV ecE e€l,SCV ecEiel ecE ecE el

Somit konnen alle Kanten e mit z, = 1 bezahlt werden.

2. Wir zeigen, dass fiir jedes a-approximative Nash-Gleichgewicht (2% )cc g icr eine Losung von DP(x)
mit .
ZCBIB <a Z fl(S)yZS
e€E iel,SCV

existiert. Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit ist (2%)ceE icr minimal. Die Bedingung (5.8) ist
von (2%)cep ics erfiillt. Es bezeichne (Z%).c g die optimale Strategie des Spielers i bei den gegebenen
Spieler-Strategien (27);.;. Da (2l)ccp icr minimal ist, ist

=i __ i 0 %
g T, = g To0, + E Cel¥y
eckE exe=1 e:x.=0

fiir die optimale Losung (a!)eec g von IP(7). Im Punkt zu Punkt-Spiel ist opt(IP(i)) = opt(DP(i)).
Es existiert also eine optimale Losung (y%)scy von DP(i) mit

g T, = g zial + g Celry, = g fi(S)ys.
eckE exre=1 e:xe=0 SCV

Die Bedingungen (5.10) und (5.11) sind von (2%,y%)cer,icr scv erfilllt. Da (z)cepicr ein a-
approximatives Nash-Gleichgewicht ist,ist fiir alle ¢

doai<ay T=a) flS)uys,

ecE ecE SCV

und die Bedingung (5.9) ist auch erfiillt. Es ist

Yocewe= Y, ai<y ady ys=a > [fi(S)ys

ecE ecE,icl iel  SCV icl,SCV

Die andere Richtung haben wir im ersten Teil gezeigt.

Das duale Programm zu DP(z) lautet

Celte + Ce6! — min (5.13)
> 2.

exe=1 i,e:xe=0
Yooovid Y 8= filS) +afi(S)BLVi, S (5.14)
e€d(S):xe.=1 e€d(S):xe=0
ac+ B >l Visewe =1 (5.15)
ac, 3,7,00 >0 (5.16)

Wir nennen es LP(z). Die Variablen a., 3%, 7%, ¢ sind freiwithlbar.
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Lemma 5.12. Jede zulissige Lisung x von CP(f) ist eine zulissige Losung von LP(z) mit dem gleichen
Wert.

Beweis: Es sei © = (z.)ecr eine Losung von CP(f). Wir setzen a, := 7% := 1 fiir i € I und e € E mit
xe = 1. Weiterhin sei 3% := 0 fiir alle i € I und 4% := 0 fiir alle i € I und e € F mit z. = 0. O

Das Beispiel 5.2 war ein Beispiel fiir das Punkt zu Punkt-Spiel. Wir werden es noch einmal genauer
betrachten.

Beispiel 5.13. Wir betrachten das folgende Punkt zu Punkt-Spiel

S1 1 52
1 1
to 1 t1
Der Spieler 1 besitzt die Terminalmenge Ty = {s1,t1} und der Spieler 2 besitzt die Terminalmenge

TQ = {SQ, tQ}.
Dieses Punkt zu Punkt-Spiel ist kein a-approzimatives Nash-Gleichgewicht fir o < g =1.2. Fira > g
ist es ein a-approzimatives Nash-Gleichgewicht.

Beweis:

1. Der Algorithmus PDg in Abbildung 2.4 setzt alle minimalen verletzten dualen Variablen auf ys, =

Ysy = Yt; = Yt = % Nun sind alle Kanten dicht und der Algorithmus 2.4 wihlt eine Losung

x = (Ze)ecp mit drei Kanten. Dies ist die optimale Losung. Die Kosten betragen opt = 3 (und

die untere Schrank ist Y. f(S)ys = 2). Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei es die folgende
sCv

Losung OPT.
S1 1 52
1 1
ta 1 11

Es sei a < 8. Wir wollen Satz 5.11 anwenden und werden die optimale Lésung von DP(OPT) und
LP(OPT) angeben. (z!,2?) sind im folgenden Schaubild eingetragen.
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si (3+H552.550) s

—

NIEg

NIEg
~—

b (B=ates) h

Es ist 3 4+ 2=1 + 9=1 < 1 und die Bedingung (5.8) ist erfiillt. Die Kosten der Spieler i, i = 1,2
betragen

xi*1—|—2a_1* o
Z e 2—a 2-a
eeFE

Der Spieler 1 hat die untere Schranke

1 1 a-1 4 1 a-1 0. 41 _a—1
y{sl}_§+2—a’y{sl’s2}_5_2—a> iy T 9,
fiir seine optimalen Kosten mit dem Wert
a—1 1
S)ys =1 = .
Zfl( )Ys T e 94

SCV

Der Spieler 2 hat eine analoge untere Schranke mit dem gleichen Wert. (y%);er,scy erfiillen die
Bedingung (5.10) und (5.11). Es ist

i o
dah =g =afi(S)ys

eckE

und die Bedingung (5.9) ist somit erfiillt. Der Wert von DP(OPT) betréigt

Z fi(S)ys = :

2—a
i€l,SCV

Wir geben nun die optimale Losung von LP(OPT) an. Es ist o, = 0 fiir alle e € E und 3 = fiir
i = 1,2. Das folgende Schaubild zeigt (v},~2) fiir OPT, = 1 bzw. (6}, 62) fiir OPT, = 0.

s1 (B, %) $2

(8%, 5%) (8%, 8%)

t2 (B, %) t1

Es ist 23° = 1 4+ af* und die Bedingung (5.15) ist erfiillt. Da o > 1 ist, ist auch die Bedingung
(5.14) erfiillt. Der Wert von LP(OPT) ist




Die beiden angegebenen Losungen haben den gleichen Wert und sind somit optimal. OPT ist nach
Satz 5.11 genau dann ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht, wenn

i 2a 6
aZfi(S)ySZOpt@—z_a >3sazz
i,S

ist. Der folgende Graph gibt das g—approximative Nash-Gleichgewicht an.

) 59

W=

S1 (%7

—~

N[

N[
~—

t2 (1

ST

) b

2. Die andere zuliissige globale Losung x besteht aus allen vier Kanten. Der Algorithmus von Jain in
Abbildung 2.6 berechnet zum Beispiel diese Losung.

S1 1 52
1 1
ta 1 1

Es sei a < 2. Das folgende Schaubild zeigt die optimale Lésung (z!,22) von DP(x).

81 (0,0) 82
(0, 0) (0, 0)
to (0, 0) t1

Es sind alle y4 = 0 und der Wert von DP(z) ist
>, ys=0
iel,SCV

Die optimale Losung von LP(z) ist 3¢ = 2% und die folgenden (v},~2) im nichsten Schaubild

«
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(8%, 5%) (8%, 8%)

t2 (B, %) t1

Der Wert von LP(x) betrégt auch 0 und die beiden Losungen sind somit optimal. Es ist leicht zu
sehen, dass dieses Spiel ein 2-approximatives Nash-Gleichgewicht ist.

O

Wir haben im obigen Beispiel gesehen, dass wenn OPT ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht ist,
dann folgt @ > 1.2. Wir werden diese Schranke im folgenden Lemma verbessern.

Lemma 5.14. Im Allgemeinen ist die globale optimale Losung OPT im Punkt zu Punkt-Spiel kein
a-approximatives Nash-Gleichgewicht fir o < 1.5.

Beweis: Es sei a < % Wir betrachten das folgende Netzwerk.
t] 1 S1

t1 1 S1
Der Graph besteht aus einem Zyklus (s1, ..., s7,1,...,tr,$1) und den Kanten {s;, t;41} firi =1,...,1—
1. Jede Kante hat Kosten von 1. Jeder Spieler ¢ € {1,...,I} mdchte seine beiden Terminals s; und ¢;
verbinden. Die dicken Kanten markieren eine optimale Losung OPT mit opt = 21 — 1. Fiir einen Spieler
1 < i < L sind die optimalen Variablen x{ von DP(OPT) im néchsten Schaubild angegeben.
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Es ist 2~ + 9=1 = -2 <] und die Bedingung (5.8) ist erfiillt. Die optimalen Variablen y% sind
i s _a—1 o 1 a-1 2-a
y{si}_y{ti}_m’y{si »»»»» si} = Yt 2t} T 3_4 3—-a 3—a

Die Bedingungen (5.10) und (5.11) sind erfiillt Der Wert fiir Spieler i betréigt

. a—1 2
Zfi(s)yé‘:l"' = :
s 3—« 33—«
Es ist 9
i O i
DT S
ecE SCV

und die Bedingung (5.9) ist erfiillt. Der Wert von DP(OPT) betréigt

> fi(S)ys = % +> NS+ Y fr(S)yE.
.S 5 5

Das folgende Schaubild zeigt die optimalen (y!,~2) fiir OPT. = 1 bzw. (6},462) fir OPT, = 0 von

e’ e

LP(OPT) fiir den Spieler i. Es ist ae = 0 fiir e € E und ' = 7 fiir i =2,...,1 — 1.

tit1 Si—1

Die Bedingung (5.15) ist erfiillt. Der Spieler i benutzt drei kanten-disjunkte Weg jeweils zu 3¢, Es ist
300 =1+ 37% und die Bedingung (5.14) ist erfiillt. Spieler i steuert 23" = 37% bei. Der Wert von
LP(OPT) betrédgt somit

. 21 -2
Z CeOle + Z cedy = g + Kosten der Spieler 1 und I
e:xe=1 1,e:xe=0 3-a
Fiir grofle I sind die Kosten des Spielers 1 und I vernachléssigbar und wir haben eine optimale Lésung von
DP(OPT) gefunden. Das Spiel ist nach Satz 5.11 genau dann ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht,

wenn

> opt = 21_11 7 —3—oafir I — oo
opt(DP(OPT))  2=2 + f1(S)yl + f1(S)ys
ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn o > % = 1.5 ist. O
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[ADTWO03] haben mit einem Graphen, der mehr Kanten hat, das gleiche Resultat gezeigt. Wir betrachten
nochmal das Beispiel 2.54.

Beispiel 5.15. Es sei der folgende Graph gegeben.

S1 d tl
d d
d—e d—e
2 a2 as 2
t3 € to
d+e d+e
2 2
52 53

Jeder Spieler i, i = 1,2,3 mdchte seine Terminals {s;, t;} verbinden. a1 und ag sind Steiner-Knoten. Der
Algorithmus PDg berechnet in Beispiel 2.54 eine 2-Approzimation, die im folgenden Schaubild durch die
dicken Kanten dargestellt ist.

S1 d tl
d d
d—e d—e
2 az as 2
t3 € ta
d+e d+e
2 2
59 S3

Es ist
pdg = 5d und opt = 3d + €.

Diese Approximation ist ein 2-approximatives Nash-Gleichgewicht.

Beweis: Es sei a > 2. Die optimalen Variablen (z!,22 22) von DP(PDg) sind im folgenden Schaublid
dargestellt.

S1 (d, O, O) tl
(d;e7 d;rE,O) (d;E,O, d;re)
(Oa 07 d;E) a2 as (07 d; ) O)
t3 € ta
(0’ d;e’o) (0’07 d;e)
S92 S3

Die Bedingung (5.8) ist erfiillt. Es ist

Z:z: = 2d — € und Zx —Zx :—d+—

eckE ecE ecE
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Die optimalen Variablen yg des Spielers 1 sind

d—e€
1 .1 _ 1 _
Yisiy = Yy = 5 Yis1,ts,a0,52F = €

Die optimalen Variablen y% der Spieler i = 2,3 betragen

d+e d—e€
2 . 2 _ 2 _
Yiso} = 9 Y{sa,az,ts} = € Y{ss,a0,t3,a3,85} — und
d+e 4 d—e€

3 _ _ 3 _
y{S’a} - 2 y{53=¢l3-,t2} =6 y{537037t2-,a2-,52} - 2

Die Variablen erfiillen die Bedingungen (5.10) und (5.11). Deren Wert betrigt

S hSwh=d > RSuE =Y KS)yi=d+te

SCV SCV SCV

und die Bedingung (5.9) ist erfiillt. Der Wert der Losung von DP(PDg) betrigt

> filS)ys = 3d+ 2.

i€l,SCV

Die optimale Variablen (v}, 72,72) bzw. (6}, 62, 2) von LP(PDg) sind im folgenden Schaubild angegeben.

erVYesrYe
s1 (3:3:3) 131
(3:33) (3:5:3)
(%7%7%) ag CL-3 (%7%7%)
ts (3:5:3) t2
(0,1,0) (0,0,1)
S92 S3

Esist 3 =0, =1,2,3 und a, := max;—1 237.. Die Bedingungen (5.14) und (5.15) sind erfiillt. Der
Wert der Losung von LP(PDg) ist

Z CeQle + Z 0662 = 3d + 2e.

e:xe=0 i,e:x.=0

Da beide Werte der Losungen LP(PDg) und DP(PDg) gleich sind, haben wir optimale Losungen gefun-
den. Es ist
2 opt(DP(PDg)) = 2(3d + 2¢) > 5d = opt

und wir haben nach Satz 5.11 ein 2-approximatives Nash-Gleichgewicht gefunden. O

In diesem Beispiel hatte der Spieler 1 zwei kantendisjunkte Wege, die die beiden Knoten s; und t¢;
verbindet. Im néchsten Beispiel werden wir die Anzahl der Wege des Spielers 1 erhohen, damit der
Spieler nicht mehr in alle Kanten dieser Wege investieren kann. Dafiir kopieren wir die Spieler 2 und 3.

Beispiel 5.16. Wir betrachten das folgende Netzwerk.
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52
d+e
2
’
t3
d—e '/
2 a3
d
S1
d
d—e
2 G2
t3
d+e
2
52

d-+te
2
/
t2
Y d—e
a3 3
d
t1
d
d—e
as D)
12
d+e
2
53

Die Spieler i = 1,2,3 mdéchten {s;,t;} verbinden und die Spieler 2 und 3’ mdéchten {sh,th} bzw. {s5,t4}
verbinden. Der Algorithmus PDg berechnet wie in Beispiel 2.54 ohne Finschrinkung der Allgemeinheit
die folgende durch dicke Kanten dargestellte globale 2-Approzimation.

52
d+e
2
’
t3
d—e Y]
2 a3
d
S1
d
d—e
2 az
t3
d+e
2
52

FEs ist

53
d-+te
2
/
t2
Y d—e
a3 3
d
t1
d
d—e
a3 2
12
d+e
2
53

pdg = 9d und opt = 5d + 2e.

Es sei o > 2. (Fliir kleinere « ist der Wert von DP(PDg) natiirlich auch kleiner.) Das folgende Schau-
bild zeigt die optimalen Variablen (xl,x2,23) (und analog die optimalen Variablen (xl,2%,22)) von

DP(PDg).
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S1 (32750”070) tl

((063:267 d;rs70) (070’ d;rs)
(Oa 07 d;E) 01_2 as (07 d; ) O)
t3 € ta
(0, &<, 0) (0,0, £f<)
S92 S3

In diesem Beispiel lassen wir den Spieler 1 nicht in die Kante (t1,t2) investieren. Die Bedingung (5.8)
ist erfillt. Es ist

2¢e (a—1)e 2ae 3 €
1 _ _ 2 _ 3 _
E 16—3_a+2 3 o —3_aund E xe—g $6—§d+§.
ecE ecE ecE

Die optimalen Variablen yé des Spielers 1 sind

1 (a=1)e 2
ey = 7370 +€_3—0¢

Die optimalen Variablen y% der Spieler i = 2,3 bzw. 2/,3' betragen

d+e d—ce¢
2 _ 2 _ 2 _
Y{s2} = 9 Y{sa,an,ts} = € Y{sz,az,t3,a3,83} — und
d+e 4 d—e€

3 _ _ 3 —
y{Sg} - 92 ’ y{53,a3,t2} =€ y{53,a3,t2,a2752} - 2
Die Bedingungen (5.10) und (5.11) sind erfillt. Es ist
2e
> A(S)ys = o > R(S)E =Y fs(S)yd=d+e

SCV SCV SCV

Die Bedingung (5.9) ist erfillt. Der Wert dieser Lisung von DP(PDg) betrdgt

2¢
33—«

. 2

Z fi(S)ys = +4(d—|—e):4d—|—4e+3—6.

iel,SCV —a

Die optimale Losung von LP(PDg) ist 8* = =2~ und (v},72,~2) bzw. (6%,02,63), welche im folgenden
2,3

3—a erer Ve
Schaubild fiir die Spieler i = 1,2,3 (und analog 1,2',3') angegeben sind.

S1 (61,070) tl
(8',0,0) (8',0,0)
(8',0,1)  ap as  (8',1,0)
t3 (B, 1,1) 12
(0,1,0) (0,0,1)

S92 S3

97



Es ist ae =1 fiir die Kanten (t3,a2), (as,t2), (a2, s2) und (as, s3). Die restlichen Variablen sind 0. Die
Bedingung (5.15) ist erfiillt. Da 33" = 1+ a3 ist, ist auch die Bedingung (5.14) erfiillt. Der Wert der
Lésung von LP(PDg) betrdigt

Z CeQe + Z 0l = 4(d + €) + 26"

e S

Da die beiden Werte gleich sind, haben wir optimale Lisungen von DP(PDg) und LP(PDg) gefunden.
Dieses Spiel ist nach Satz 5.11 genau dann ein a-approzimatives Nash-Gleichgewicht, wenn

: 9d 9
dg = Cee < (Syseoa> ———— — — =225 fiire—0
pdg ;E ie;S'Cf( )y Wi E 1 f

1st.

In dem Beispiel haben wir gesehen, dass der Algorithmus PDg im Allgemeinen kein a-approximatives
Nash-Gleichgewicht fiir o < 2.25 berechnet. Die Spieler 2 und 3 (und 2’ und 3’) haben in diesem
Spiel einen kantendisjunkten Weg benutzt, welcher deren Terminals verbindet. Wir werden im n#chsten
Beispiel diese Anzahl durch Hinzufiigen von sechs Spielern auf drei erhéhen.

Beispiel 5.17. Wir betrachten den folgenden Graphen.

s1 d i
d d
d—e d—e
2 @2 as 2
t?) € t2
d+e d-+te
2 2 ta
S92 S3
ag ary as
te a4
t7
Se S7 S5
ts S4

Wir haben die Spieler 8 und 9, die die Knoten t3 und s3 verbinden, im Schaubild weggelassen. Sie sind
analog zu den Spielern 4 und 5. Fiir die Spieler 2' und 3' werden analog neue Spieler hinzugefiigt. Jeder
Spieler i =1,...,7 im obigen Netzwerk méchte seine Terminals {s;,t;} verbinden. Der Algorithmus PDg
berechnet nach Beispiel 2.5/ ohne Finschrinkung der Allgemeinheit die folgende durch dicke Kanten
gekennzeichnete 2- Approzimation.
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s1 d 131

d d
d—e d—e
2 a2 as 2
t3 € to
d+e d+e
2 2 ta
52 S3
ag ay as
a
te 4
7
S6 S7 S5
t5 S4

Es ist
pdg =9d + 6 - 4d = 33d und opt = 17d + 8e.

In den nichsten Schaubildern werden wir die optimalen Variablen (x%)ccgicr von DP(PDg) angeben.
Dabei werden wir immer nur Teile des Netzwerkes darstellen. Weiterhin werden wir nicht den vollstindi-
gen Vektor (x%)cep icr, sondern nur die xi der interessanten Spieler angeben. Die optimalen Variablen
(%) cer der Spieler (1,2,3) sind im folgenden Schaubild angezeigt.

S1 (32,6065070) tl
(52,0.0) ©,0,0
(0,070) 012 a_3 (07010)
t3 € ta
(0, 5%5,0) (0,0,52%)
59 S3

Die optimalen Variablen (2%)ccr der Spieler (2,4,5) befinden sich im folgenden Schaubild.

S92 (32,6061070) t2
((&3:267 d;re70) (0’0’ dJQre)
(Oa 07 d;E) 01_4 as (07 dge ) O)
s € tq
(0, %<, 0) (0,0, %<)
S4 S5

Die Linie (s2,ta) bezeichnet den Weg (sa,...,t2) in PDg. Fir die Spieler (2,4,5) sind die optimalen

Variablen (x%)ecr im ndchsten Schaubild.
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((063:267 d;rs70) (070’ d;rs)
(Oa 07 d;E) ag a_? (07 d; ) O)
t7 € 123
(0, &<, 0) (0,0, £f<)
Se S7

Die Linie (s2,83) bezeichnet den Weg (sa,...,s3) in PDg. Es ist

BT YT SISV o R P

eck eckE ecE ecE

Die optimalen (y4)icr,scv sind

T 9 (o —1)e 2
Yoy = Yo} =Yy = 3o tE= 3=

und i+ p
4 _ € .4 ! _a—¢
Y0sad = 79 Ysaaatsy = € Yssaatsas,ss} = 9
Die Spieler 5,6,7 haben zum Spieler 4 analoge Variablen. Die Bedingungen (5.8), (5.9), (5.10) und (5.11)
sind wie im vorherigen Beispiel erfiillt. Es ist Y y& = d+ € und der Wert dieser Lsung von DP(PDg)

SCv
181 9
o SiS)yh =12(d +e) + 53—0‘ — 12d fiir € — 0.
i€l,SCV @
Die optimale Lésung von LP(PDg) ist B* = 2 = 3° = 21~ und die folgenden (v1); bzw. (6%); fiir die
Spieler (1,2,3).
51 (8',32,8%) t
(8,52, (8%, 8% 8%
(8',8%,0) a2 as  (6',0,5°)
t3 (8%,0,0) b2
(0,8%,0) (0,0,5°)
59 S3

Im folgenden Schaubild sind (y%); bzw. (6¢); fir die Spieler (2,4,5).
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(82,0,0) (82,0,0)
ts (B, 1,1) ty
(0,1,0) (0,0,1)

S4 S5

Schlieflich sind im folgenden Schaubild (v2); bzw. (8¢); fiir die Spieler (2,6,7).

S92 (ﬁ2,070) S3
(8%,0,0) (8%,0,0)
(62,0,1)  as ar  (8%1,0)
tr (6',1,1) t
(0,1,0) 0,0,1)

Se S7

Es ist ae = 1 fir die Kanten, in denen mindestens ein Spieler eine 1 hat. Die Bedingung (5.15) ist erfillt.
Da 33" =1+ af ist, ist auch die Bedingung (5.14) erfiillt. Der Wert dieser Losung von LP(PDg) ist

12(d +€) +5- 25"

Da beide Werte gleich sind, haben wir optimale Losungen gefunden. Dieses Spiel ist nach Satz 5.11 genau
dann ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht, wenn

pdg = 33d < al12d

ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn o > % = % = 2.75 1ist.

Wir werden obiges Beispiel iterieren.

Satz 5.18. Der Algorithmus PDg berechnet im Punkt zu Punkt-Spiel kein a-approximatives Nash-
Gleichgewicht fiir a < 3.

Beweis: Wir iterieren das obige Beispiel. Fiir jedes Spielerpaar werden drei weitere Spielerpaare hinzu-
gefiigt, so dass der Beitrag zu DP(PDg) des Spielerpaares fast 0 wird. Es bezeichne i die Anzahl der
neuen Spieler in der Iteration k. Weiterhin sei PDg(k) die Lésung des Algorithmus PDg in der Iteration
k und pdg(k) die Kosten von PDg(k). Den Grenzwert fiir ¢ — 0 der Kosten der optimalen Losung von
DP(PDg(k)) in der Iteration k bezeichnen wir mit opt(DP(PDg))(k).

1. Es ist
pdg(k + 1) = pdg(k) + 2dix,

da jedes neue Spielerpaar 4d zur globalen Losung beitréigt.

2. Weiterhin ist
opt(DP (PDg)) (k + 1) = 3 pdg(k) = digs1,

da je drei Spielerpaare die Kosten eines Spielerpaares annidhernd zu 0 werden lassen und nur die
neu Spieler effektiv etwas zum linearen Programm DP(PDg(k + 1) beitragen. Der effektive Beitrag
betrégt d fiir jeden neuen Spieler.
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Nach Satz 5.11 ist PDg(k + 1) ein a-approximatives Nash-Gleichgewicht, wenn

pdg(k + 1) _ o4 Pds(k) _,  Lpdg(k)
= opt(DP(PDg))(k + 1) dikin 3 pdg (k)
ist. Die Folge x4 := % =2+ %+ hat den Grenzwert 3. Es folgt die Behauptung O

Wir haben somit eine passende untere Schranke zum Korollar 5.5.

Korollar 5.19. Fir bindre propere Funktionen f berechnet der Algorithmus PDg im Allgemeinen kein
a-approximatives Nash-Gleichgewicht fir o < 3.

Fiir unkreuzbare Funktion folgt das gleiche Korollar. Die Autoren [ADTWO03] haben sich speziell fiir das
Steiner-Wald-Spiel interessiert.

Beispiel 5.20. Im Steiner- Wald-Spiel ist im Allgemeinen die von PDg berechnete Lisung kein -
approximatives Nash-Gleichgewicht fir o < 3.

5.3 Offene Probleme

In diesem Abschnitt zéhlen wir ein paar offene Probleme auf.

e Wir haben fiir propere (und einige andere) binire Funktionen f gezeigt, dass jeder globale a-
Approximationsalgorithmus des Satzes 2.39 ein Algorithmus zur Berechnung eines 2« — 1-approxi-
matives Nash-Gleichgewicht impliziert. Fiir allgemeine propere Funktionen existiert ein kombinato-
rischer 2H( fimax)-Approximationsalgorithmus und der nichtkombinatorische 2-Approximationsal-
gorithmus von Jain. Kann man mit Hilfe dieser globalen Approximationen auch approximative
Nash-Gleichgewichte konstruieren?

e Wir haben fiir bindre propere Funktionen gezeigt, dass der Algorithmus PDg im Allgemeinen kein
a-approximatives Nash-Gleichgewicht fiir & < 3 berechnet. Wie sehen untere Schranken fiir andere
Funktionen aus? Insbesondere fiir nichtbinére propere und fiir schwach supermodulare Funktionen?

e In Kapitel drei haben wir einen Gegner fiir eine grofle Familie von Approximationsalgorithmen
betrachten, die unter anderen die Greedy-Algorithmen enthélt. Gibt es einen Gegner fiir approxi-
mative Nash-Gleichgewichte oder zumindest fiir eine wichtige Familie von approximativen Nash-
Gleichgewichten?
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